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Vorwort

Dieser Vorkurs vermittelt die notwendigen Mathematik-Vorkenntnisse fiir das LRT-Studium
an der Universitiat der Bundeswehr Miinchen. Der Zweck des Vorkurses ist es, die im Ab-
itur erworbenen Mathematikkenntnisse aufzufrischen und auf einen einheitlichen Stand
zu bringen.

Allgemeine Tipps und Hinweise:

e Mathematische Inhalte erschlieffen sich nicht von selbst, sondern sie erfordern ein

aktives Mitarbeiten und viel selbststindige Ubung.

Arbeiten Sie deshalb die Vorlesungen und Ubungen regelmiBig nach, um nicht den

Anschluss zu verlieren (die Inhalte bauen aufeinander auf)!

Spétestens in der Klausur, aber insbesondere auch im weiteren Verlauf des Studiums,
ist eine Routine im Losen von Aufgaben notwendig. Diese erlangt man nur durch

eigenstidndiges Losen von Aufgaben.

e Gehen Sie den Vorlesungsstoff und Ubungsaufgaben mit Kommilitonen durch. Er-
klaren und diskutieren Sie Definitionen und Sétze in eigenen Worten! Fragen Sie

auch die Ubungsleiter und den Leiter der Veranstaltung bei Unklarheiten.

e Informationen zum Vorkurs finden sich auf der WWW-Seite
http://www.unibw.de/lrt1/gerdts/lehre/mathevorkurs

Diese Seite wird laufend aktualisiert, so dass sie regelméflig besucht werden sollte.

e Niitzliche Webseiten mit Material zum Selbststudium sind

— http://www.mathe-online.at/
— http://www.geogebra.org/

— http://www.mumie.net/
Organisation: Der Vorkurs dauert 8 Tage im Umfang von
e 2 Vorlesungsstunden
e 2 freien Ubungsstunden
e 2 Tutureniibungsstunden

pro Tag. Es werden ca. 5 Ubungsgruppen mit jeweils 3 Tutoren angeboten.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Abschnitt werden Grundbausteine der Mathematik zusammengefasst.

1.1 Aussagenlogik

Mathematische Beweise sind nichts anderes als die Aneinanderreihung von logisch korrek-
ten Schlussweisen. Daher kommt der Logik eine besondere Rolle in der Mathematik zu.
In der Logik geht es um die Verkniipfung von Aussagen. Eine Aussage beschreibt einen
Sachverhalt und ist entweder wahr oder falsch. Beachte jedoch, dass man nicht immer

nachpriifen kann, ob eine Aussage wahr oder falsch ist.

Beispiel 1.1.1
Wahre Aussagen:

o 3 ist kleiner als 5.

o Fualls x <y ist, so ist x +c <y -+ c fir alle Zahlen c.

e Die Gleichung x* = 1 besitzt die reellen Lisungen v = 1 und x = —1.
Falsche Aussagen:

e 5 ist kleiner als 3.

o Ausc-x < c-y folgt stets x < y. (Gegenbeispiel: c=0, x =1,y =—1)

o Aus x* =1 folgt stets, dass v =1 ist. (Gegenbeispiel: v = —1)

Mochte man ausdriicken, dass aus der Aussage A die Aussage B folgt, so schreibt man
A = B (sprich: “Aus A folgt B.” bzw. “A impliziert B.”).

Beachte, dass die Aussage “A impliziert B” genau dann falsch ist, wenn A wahr und B
falsch ist. Man kann also aus einer wahren Aussage keine falsche Aussage folgern, wenn

man mathematisch korrekt schliefft. Umgekehrt ist es sehr wohl méglich, aus einer falschen

2



1.1. AUSSAGENLOGIK 3

Aussage eine wahre Aussage zu folgern. Solche Schlussweisen sind aber wertlos, da sie von

einer falschen Priamisse ausgehen.

Beispiel 1.1.2
Die Aussage “Jeden Tag gehen alle Menschen ins Schwimmbad, um zu schwimmen.” ist
falsch, da ich ein Mensch bin und z.B. am 16.7.2013 nicht im Schwimmbad war.
Da ich ein Mensch bin, impliziert diese Aussage jedoch die Aussage “Ich war am 17.7.2013
im Schwimmbad, um zu schwimmen.”. Diese Aussage kann wahr sein, wenn ich tatsdchlich
am 17.7. im Schwimmbad war, um zu schwimmen, oder sie kann falsch sein, wenn ich z.B.
gar nicht schwimmen kann oder am 17.7. nicht im Schwimmbad war, um zu schwimmen.

Mochte man ausdriicken, dass die Aussagen A und B gleichwertig (dquivalent) sind, so

schreibt man
A < B (sprich: “A ist dquivalent zu B.” bzw. “A gilt genau dann, wenn B gilt.”).

Beachte, dass dquivalente Aussagen A und B entweder beide wahr oder beide falsch sind.

Beispiel 1.1.3

(1) Die Aussage “Es gilt x +y = 1 mit reellen Zahlen x und y.” ist dquivalent zu der
Aussage “Fs gilt v = 1—y mait reellen Zahlen x undy.”, da die Gleichungen x4y = 1

und x =1 — y dieselben reellen Losungen besitzen.

(11) Gemdf$ der Rechenregeln fiir reelle Zahlen sind die Aussagen “Firc > 0 gilt 3¢ < 0.”
und “Es gilt 3 < 0.7 dquivalent, weil man Ungleichungen immer mit positiven Zahlen

skalieren kann, ohne dass sich die Richtung der Ungleichung dndert.

Beide Aussagen sind aber falsch.

Bei der Umformung von Formeln sollte man sich stets klar machen, ob man korrekt
schlielt, d.h. ob man dquivalente Umformungen vornimmt oder Implikationen ableitet.
Ein haufiger Fehler bei Umformungen ist, dass man Sonderfélle iibersieht und somit un-

terschlégt. Beispielsweise ist die Schlussweise

=1 - r=1
nicht korrekt, da auch z = —1 eine Losung von 22 = 1 darstellt. Korrekt miisste die
Folgerung
=1 — xr=1oder z=—1

© 2013 by M. Gerdts



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

lauten. In diesem Fall sind beide Seiten sogar dquivalent:
=1 = x=1oder x =—1.
Die Schlussweise
r=—1 — =1

ist hingegen korrekt. Aquivalenz gilt hier aber nicht.

1.2 Mengen und Zahlen

Mengen sind Grundbausteine der Mathematik. Sie dienen zum ,,Sammeln® von Objekten

mit definierten Eigenschaften.

Definition 1.2.1 (Menge, Element)

(a) Eine Menge ist eine Sammlung von (realen oder gedachten) Objekten, ihren Ele-
menten. Dabei kann man fir jedes Objekt entscheiden, ob es zur Menge gehort oder

nicht.

(b) Gehort ein Objekt x zur Menge M, so schreiben wir x € M.

Gehort ein Objekt x nicht zur Menge M, so schreiben wir x & M.

(c) Besitzt die Menge M nur endlich viele Elemente, so heifit sie endliche Menge,
andernfalls unendliche Menge.

(d) 0 ist die leere Menge, sie enthdlt kein Element.

Zwei Mengen M und N werden als gleich betrachtet, wenn sie dieselben Elemente besitzen,
d.h.

M=N = (xeM <& xz€N).

In diesem Sinne sind die Mengen {1, 2,3} und {3, 2, 1} gleich, es kommt also nicht auf die
Reihenfolge der Elemente an. Zwei Mengen sind ungleich, wenn sie nicht gleich sind.
Beispiel 1.2.2

e Natiirliche Zahlen: Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet und

lautet
N:={1,2,3,4,...,n,n+1,...}.

(© 2013 by M. Gerdts



1.2. MENGEN UND ZAHLEN )

Formal definiert man die Menge dadurch, dass man sagt 1 ist eine natiirliche Zahl
und mit n € N folgt, dass auchn+1 € N ist.

Mit
No:={0,1,2,3,4,...,n,n+1,...}

bezeichnen wir die Menge der natirlichen Zahlen einschliefSlich der Null.

e Ganze Zahlen: Die Menge der ganzen Zahlen wird mit 7 bezeichnet. Sie enthdlt

neben den natirlichen Zahlen und der Null auch deren negative Zahlen und lautet

Z = {n|neNy}U{-n|neN}

o, —(n+1),—-n,...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3.4,... ,n,n+1,...}.

{
{

e Rationale Zahlen: Die Menge der rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet. Sie
enthdlt Bruchzahlen und ist definiert durch

Q = {%‘mEZ,nGN}.

Fir eine rationale Zahl ¢ = heifst m Zéhler und n Nenner.

Man konnte den Eindruck gewinnen, dass die rationalen Zahlen bereits alle wichtigen
Zahlen enthalten. Dies ist nicht der Fuall, da z.B.

\/Ea \/ga T, €
keine rationalen Zahlen sind.

e Reelle Zahlen: Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Die reellen
Zahlen ergeben sich durch sogenannte Vervollstandigung der rationalen Zahlen,
indem ,Liicken® in den rationalen Zahlen geschlossen werden. Dazu erginzt man

die rationalen Zahlen um Zahlen, die nicht als Bruchzahl dargestellt werden kénnen,

2.B. 2,3, 7, e.
o {—2,4,2,8,9,123} ist eine endliche Menge mit 6 Elementen.

e {rot, grin, blau} ist eine endliche Menge mit 3 Elementen. Sie ist eine Teilmenge

der Menge aller Farben.

e {1,3,5,7,9,11,...} ={2k—1 | k € N} ist eine unendliche Menge, die die ungeraden

natirlichen Zahlen enthdlt.

© 2013 by M. Gerdts



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Im obigen Beispiel haben wir bereits verwendet, dass die Elemente einer Menge in der

Regel durch Angabe von Eigenschaften beschrieben werden, also etwa in der Form

M, = {zeN|3<z<T}={34,567),

My = {zeR|z*>>1}={z |z eR,2*>1},

M; = {x € N|es gibt eine Zahl ¢ € N mit x = 2¢}
= {2z |z e N}
= {2,4,6,8,10,...}.

Die Beispiele zeigen, dass dieselbe Menge unterschiedliche Beschreibungen ihrer Elemente

besitzen kann. Das Zeichen | bedeutet bei der Charakterisierung von Mengen , mit der
Eigenschaft®, d.h.
M = {z | E(x)}

bezeichnet die Menge aller x mit der Eigenschaft E(x).
Definition 1.2.3

(a) Die Menge M heifst Teilmenge der Menge N, in Zeichen M C N, wenn jedes
Element von M auch Element von N 1ust, d.h. es gilt

reM = zxze€Nl.

Im Fall M C N und M # N heifst die Menge M echte Teilmenge der Menge N,
in Zeichen M C N oder M C N.

(b) Die Menge M heifit (echte) Obermenge der Menge N, wenn N (echte) Teilmenge

von M ist.

Beispiel 1.2.4

(i) Die leere Menge () ist Teilmenge jeder Menge.
(i) {—1,2,3} Cc {—1,2,3,5}
(1)) NCNgCZCQCR
(iv) Die Menge {0, 1,3} ist weder Teilmenge noch Obermenge von {—1,0,1}.

(© 2013 by M. Gerdts



1.2. MENGEN UND ZAHLEN 7

Mit Hilfe von Mengenoperationen kann man mit Mengen rechnen.
Definition 1.2.5

(a) Die Vereinigung zweier Mengen M und N ist definiert als die Menge

MUN :={x |z €M oder x € N}.

(b) Der Durchschnitt zweier Mengen M und N ist definiert als die Menge
MNON:={z|zeM undz € N}.

Zwei Mengen M und N heiffen diskjunkt, wenn ihr Durchschnitt leer ist, d.h.
MNN=09.

(c) Die Differenz zweier Mengen M und N ist definiert als die Menge

MA\N :={zx|zxeM undx &N}

(d) Ist M C N, so ist das Komplement von M bzgl. N definiert als die Menge

M:=N\M (Sprechweise: N ohne M ).
(e) Die Potenzmenge P(M) (oder 2™ ) der Menge M ist definiert als die Menge aller

Teilmengen von M.

Beispiel 1.2.6

{12} U{2,3,4} = {1,2,3,4}
(1,2Yn1{2,3,4 = {2}
L2\ (23,4} = {1}
P({2,3,4)) = {0,{2},{3}, {4}, {2.3}, {24}, {3.4}. {2.3,4}}

(© 2013 by M. Gerdts



KAPITEL 1.

Fiir a,b € R mit a < b sind die folgenden Intervalle definiert:

a, 0] {reR|a<xz<b} (abgeschlossenes Intervall),
(a,b) {reR|a<z<b} (offenes Intervall),

[a, b) {reR|a<z<b} (halboffenes Intervall),
(a,b] {reR|a<x<b} (halboffenes Intervall).

Um auch unendliche Intervalle abbilden zu konnen, werden die Unendlichsymbole o0

und —oo verwendet, welche aber nicht als reelle Zahlen angesehen werden:

(—o0,b] = {xeR|z<b},
(—o0,b) = {xeR|xz<b},
[a,00) = {zeR|a<zx},
(a,00) = {xeR|a<z},
(—00,00) = R.

GRUNDLAGEN

1.3 Summenzeichen

Gegeben seien n Zahlen ay,as, ..., a, € R. Die Summe

S=a+a+...+a,

der Zahlen schreibt man haufig mithilfe des Summensymbols 3 als
S:Zak (=ar+as+...+ay,) .
k=1

Hierin ist £ der Summationsindex, welcher hier von k& = 1 bis n lauft. Natiirlich kann

man auch nur iiber Teile der Zahlen summieren, indem der Bereich des Summationsindex

(© 2013 by M. Gerdts



1.3. SUMMENZEICHEN 9

angepasst wird. Folgende Beschreibungen sind {iblich:

n—3
ap = aztas+.. +ang+ans,
k=3
¢
Zak = aj+aj41+...+ a1+ ay, (fir 1 <j <¢<n)
k=j
¢
Zak = 0, (Definition, falls ¢ < )
k=j
Z ar = a4+a5+a6,
ke{4,5,6}
Z a; = G+ a4+ ag.

je{2k | keN,k<4}

Falls aus dem Kontext klar hervorgeht, iiber welchen Bereich man summiert, so schreibt

S an

man haufig auch abkiirzend
Beispiel 1.3.1

e Mdchte man alle natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n € N aufsummieren, so ldsst sich

das mithilfe des Summenzeichens leicht schreiben als

n

Zk:1+2+3+...+n.
k=1

Schon Gauf$ hat erkannt, dass es fir diese Summe eine Berechnungsformel gibt,

namlich .
Z k= g(n +1).
k=1

(Begriindung?)

e Fliir die Summe der Quadratzahlen

Zk2:l+22+32+...+n2
k=1

gibt es ebenfalls eine geschlossene Formel, ndmlich
Zk‘ = gn(nJr @2n+1).
k=1

Diese Formel kann man formal mittels Induktion beweisen: siehe Mathematik 1.

(© 2013 by M. Gerdts



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

e Die Zahlen ay seien fir k =1,...,100 definiert als a = k+r1 Deren Summe lautet
dann
100 100 11 1
a1+a2+-~+a1oozzakzzk—+1=§+§+...+m .
k=1 k=1
]

1.4 Produktzeichen

Gegeben seien n Zahlen ay,as, ..., a, € R. Analog wie beim Summenzeichen verwendet
man fiir das Produkt der Zahlen das Produktsymbol [ gemifl

n
k=1

Hierin ist £ der Produktindex, welcher hier von k£ = 1 bis n lduft. Wie bei der Summation
kann man durch Anpassen des Indexbereichs auch nur Teile der Zahlen multiplizieren. Die

Notation ist analog, also z.B.

n—3
Hakz = G304 0Up—4 - Ap_3,
k=3
¢
Hak = Qj Q1 Q- Qg (fir 1 <j<£<n)
k=j
¢
Hak = 1, (Definition, falls ¢ < j)
k=
H A = G4 - 05 - Ag,
ke{4,5,6}

H = Q9044 - Qg.

{2k | keN,k<4}
Falls aus dem Kontext klar hervorgeht, iiber welchen Bereich man das Produkt bildet, so

schreibt man h&ufig auch abkiirzend

Lo

Beispiel 1.4.1

e Mochte man alle natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n € N multiplizieren, so ldsst sich

das mithilfe des Produktzeichens leicht schreiben als

ﬁk:1-2~3---n.
k=1

Diese Zahl hat einen speziellen Namen, ndmlich n! (sprich: n-Fakultét ).

(© 2013 by M. Gerdts



1.5. BINOMISCHE FORMELN 11

e Die Zahlen ay seien fir k =1,...,100 definiert als a = %H Deren Produkt lautet

dann

100 100 1 1 1

1
al.a2..-a100:Hak:H—:_ ..... _—
P k:1k+1 2 3 101

1.5 Binomische Formeln

In den Anwendungen treten oft Ausdriicke der Form
(a+b)? (a—b)?2 (a+b)? (a—0b)? (a+0b)?* (a—0b)* ...

bzw. allgemein der Form

(a+0b)" (n € Nya,b € R)

auf.

Fir n = 2 erhalt man

(a+b)*> = (a+b)(a+b) =a®+ 2ab+ b (1. binomische Formel),

(a —b)? = (a —b)(a —b) = a® — 2ab + b (2. binomische Formel),

a® —b* = (a —b)(a + ) (3. binomische Formel).
Desweiteren berechnen sich die Ausdriicke (a + b)" fir n =1,2,...,5 wie folgt:

(a+0)° = 1

(a+b)t = la+ 1b

(a+b)? = la® + 2ab + 11?
(a+0)3 = la® + 3ab + 3ab* + 10°
(a+b)?t= la* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + 1b*
(a+b)

a+b)° = 1a® + 5a*b + 10ab? + 10a%b® + 5ab* + 10°

Schaut man sich die Koeffizienten vor den einzelnen Termen an, so kann man ein Mu-
ster erkennen, welches uns die Koeffizienten der Ergebnisse liefert. Es basiert auf dem
Pascal’schen Dreieck in der folgenden Abbildung [I.1}

(© 2013 by M. Gerdts



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Qoé“oo
; joRsel
; o]

N~

Abbildung 1.1: Pascal’sches Dreieck

In den AuBendiagonalen steht immer eine 1. Die inneren Terme werden als Summe der
dariiberliegenden Terme gebildet.
Diese Ergebnisse kann man in einer einzigen Formel zusammenfassen. Darin verwendet

man die sogenannten Binomialkoeffizienten:

Definition 1.5.1 (Binomialkoeffizienten)

Fiirn, k € Ny mit k < n sind die Binomialkoeffizienten definiert als

|
<Z) = m (sprich: “n dber k7),
wobei die Konvention 0! = 1 verwendet wird. ]
Eigenschaften:
. (M) _ n! (n=k+1)n—-k+2)...(n—-2)(n—1)n
k) (n—k)k 1-2-3...k

) (Z) - (nik)
) (kﬁl)+(2> B (nzl)

Beispiel:

7N 1-2:3:-4-5-6-7 .
4)  (1-2-3-4)(1-2-3)

Mithilfe der Binomialkoeffizienten kann man per Induktion (siche Mathematik I) den

folgenden Satz beweisen:

(© 2013 by M. Gerdts



1.6. RECHENREGELN, UMFORMUNGEN 13

Satz 1.5.2 (Binomiallehrsatz)
Fiir a,b € R und n € Ny gilt

(a+b)" = zn: (Z) a"*b*

k=0

o n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
= (O)a +(1>a b+(2)a b” + +<n_1)ab —i—(n)b )

1.6 Rechenregeln, Umformungen

In der Mathematik gibt es einige elementare Rechenregeln beim Rechnen mit reellen
Zahlen, die es unbedingt zu beachten gilt, wenn man Ausdriicke umformt. Obwohl diese
Regeln allgemein bekannt sein sollten, ist es erstaunlich, wie “kreativ” (=falsch) diese

elementaren Regeln in Klausuren mitunter interpretiert werden!

1.6.1 Bruchrechnung
Bei der Addition bzw. Subtraktion von Bruchzahlen z = § und y = ¢ mit a,b,¢,d €
R, b # 0 und d # 0 muss man diese zunédchst erweitern und auf den selben Nenner bringen,

bevor man addieren darf:
a ¢ ad c¢cb adxch
TRV IS M T T bd

Das gilt natiirlich auch dann, wenn man Briiche addieren mdochte, in denen Funktionen

auftreten.
Beispiele:
1+2 _3+4 7
2 3 6 6
1 1-2 1
4 2 4 4’
T +1 P4 (2?41 22241
2+1 =z r(z2 +1) z(@2+1)

a

Die Multiplikation zweier Bruchzahlen z = { und y = £ erfolgt nach der Regel

a ¢ a-c
rToYy=---=-—.
VS0 d T b4
Beispiele:
2 2
2 3 6
x L T
224+1 = w(z24+1)

(© 2013 by M. Gerdts



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Die Division zweier Bruchzahlen z = 7 und y = § mit y # 0 erfolgt nach der Regel

r ¢ a-d
y v Cb-c
Beispiele:

1

3 _ 3

2 )

3 4

m214_1 _ sz

1 2 +1

Kiirzen darf man Briiche genau dann, wenn Zahler und Nenner einen gemeinsamen Teiler

aufweisen, d.h.

a-c a
— == falls b - .
il (falls b - ¢ # 0)
Beispiele:
5 _ 751
25  5-5 5
2?2 —1 (x=1)(z+1)
= =z—1 fall —1).
x+1 x+1 v (falls @ # —1)

1.6.2 Rechenregeln

Fiir alle z,y, 2 € R gelten die folgenden Rechenregeln fiir die vier Grundrechenarten +,
— / :

Addition, Subtraktion:

Al 2+ (y+2)=(+y) += (
A2: r+y=y+ux (
A3 r+0=uz (Existenz des Nullelements 0)
A4 zu jedem z € R gibt es (—z) € R (

Assoziativgesetz)

Kommutativgesetz)

Existenz eines additiv inversen

mit z + (—z) =0 Elements)

Multiplikation, Division:

M1: r-(y-2)=(x-y) -z (Assoziativgesetz)
M2 : ToYy=y-x (Kommutativgesetz)
M3 l-z==x (Existenz des Einselements 1)
M4 : zu jedem x € R, x # 0, gibt es (Existenz eines multiplikativ inversen
rl=—€cRmitz-z7'=1 Elements)
x
D : r-(y+z2)=z-y+x-z (Distributivgesetz)

(© 2013 by M. Gerdts
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1.6.3 Umformungen von Gleichungen und Ungleichungen

Elementare Gleichungen:

e Fiir alle a,b € R besitzt die Gleichung
a+xr=>

genau eine reelle Losung x, ndmlich x = b — a. Beachte aber, dass diese Glei-
chung zwar stets genau eine reelle Losung besitzt. Betrachtet man sie aber iiber den
natiirlichen Zahlen, so besitzt sie fiir a,b € N nicht unbedingt eine Lésung in den
natiirlichen Zahlen. Betrachte z.B. a = 2, b = 1, woraus sich x = —1 ergibt, was

leider keine natiirliche Zahl ist.
e Fiir a,b € R, a # 0, besitzt die Gleichung
a-xz=">

genau eine reelle Losung x, ndmlich x = g. Fiir a = 0 besitzt die Gleichung nur
dann eine Losung, wenn b = 0 gilt. Fiir a = b = 0 ist jede Zahl x € R eine Lésung.

In diesem Fall gibt es also unendlich viele Lésungen.

Betrachtet man die Gleichung a - z = b {iber den ganzen Zahlen mit a,b € Z, a # 0,
so besitzt sie nicht unbedingt eine Losung in den ganzen Zahlen. Betrachte z.B.

a=2,b=1, woraus sich x = 1/2 ergibt, was leider keine ganze Zahl ist.

Elementare Ungleichungen:

Die reellen Zahlen sind auf der Zahlengeraden angeordnet, d.h. fiir alle a,b € R gilt genau
eine der folgenden Alternativen: a < b, a = b, a > b.

Es gelten folgende Regeln fiir beliebige a, b, ¢, d € R:
a<bundb<c¢ — a<c
a<b < a+d<b+d
a<bundec>0 = a-c<b-c
a<bundc<0 =— a-c>b-c
Beachte, dass insbesondere in den letzten beiden Féllen der Implikationspfeil nicht in die

andere Richtung gilt (betrachte den Fall ¢ = 0)!
Fiir strikte Ungleichungen erhélt man fiir beliebige a, b, ¢,d € R:

a<bundb<c = a<c
a<b < a+d<b+d
a<bundc>0 = a-c<b-c
—

a<bund c<0 a-c>b-c

(© 2013 by M. Gerdts



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Einige Umformungen:
Wir betrachten exemplarisch die Gleichung
vty y

V- VIty?v=z

die wir umformen und vereinfachen mochten. Hierin ist ¢ € R eine gegebene Konstante

(1.1)

und z und y sind Variable. Gesucht ist eine Vereinfachung dieser Gleichung, um besser
erkennen zu kénnen, welche x und y diese Gleichung erfiillen.

Zunichst stellen wir fest, dass 1 + 32 fiir aller y € R stets groBer Null ist, so dass der
Wurzelausdruck \/ﬁy2 wohldefiniert ist und niemals Null wird. Der Wurzelausdruck
v/—z ist jedoch nur fiir z < 0 wohldefiniert und ungleich Null fiir z < 0.

Wir setzen also im Folgenden voraus, dass z < 0 gilt.

Nun bringen wir den Ausdruck auf der rechten Seite auf denselben Nenner und erhalten

1—1—y2—y2 1
c= = .
V31i+y?-v/—2x —x(l+y?)

Unter der Annahme x < 0 ist der Ausdruck auf der rechten Seite stets grofier als Null, so

dass die Gleichung fiir ¢ < 0 keine Losung besitzt.
Wir setzen also im Folgenden voraus, dass ¢ > 0 gilt.

Quadrieren der Gleichung liefert

1
2
= 1.2
—z(1+y?) 1-2)
Achtung: Durch das Quadrieren ist eine zusétzliche Losung generiert worden, die ur-

spriinglich nicht vorhanden war. Die quadrierte Gleichung ist ndmlich erfiillt fiir

1
c=t+t—m—.
V—z(l+y?)
Die Gleichung mit dem “-”-Zeichen war urspriinglich nicht da. Sie ist allerdings nur fiir
¢ < 0 erfiillbar, was wir ausgeschlossen hatten.
Umformen von ((1.2)) liefert
1
2
-1
Y T2
woraus sich die zwei Losungen
1
=+/-1-—
Y xc?
ergeben, falls —1 — ﬁ > 0 bzw. —x—; > 1 gilt. Multiplikation mit x < 0 liefert die
Einschrinkung
1
c

(© 2013 by M. Gerdts



1.7. FUNKTIONEN 17

Zusammenfassend erhalten wir also fiir ¢ > 0 und —c% < x < 0 die beiden Lsungen

1
— /-1 —
y xc?

fiir .

1.7 Funktionen

In diesem Abschnitt werden haufig verwendete Funktionen beschrieben. Unter einer Funk-
tion verstehen wir eine Abbildungen von einem Definitionsbereich D C R in einen
Bildbereich, der bei uns immer R sein wird, d.h. wir betrachten Funktionen f : D — R.
Die Menge W = {f(z) | * € D} bezeichnet den Wertebereich von f, also die Menge

aller Funktionswerte, die f auf dem Definitionsbereich annimmt.

1.7.1 Affin-lineare Funktionen
Viele Vorgange in der Praxis lassen sich, zumindest angendhert, durch eine (affin-)lineare

Funktion beschreiben.
Beispiel 1.7.1

e Bewegung eines Objektes mit konstanter Geschwindigkeit:

s(t) = vt (t=Zeit, v=Geschwindigkeit, s(t)=zuriickgelegte Strecke)

o Gleichmdflig beschleunigte Bewegung eines Objektes:

v(t) = vy + at (t=Zeit, a=Beschleunigung, vo=Anfangsgeschw., v(t)=Geschw.)

]
Definition 1.7.2 (affin-lineare Funktion)
FEine Funktion f : R — R der Form
flz)=ax+0b (a,b € R)
nennen wir affin-lineare Funktion.
Hiufig schreibt man y = ax + b und ldsst das Wort “affin” einfach weg|Y] [

Eigenschaften (vgl. Abbildung (1.2)):

IStreng genommen ist f nur im Fall b = 0 eine lineare Funktion. Fiir b # 0 erhalten wir eine verscho-
bene lineare Funktion, daher der Name “affin-linear”. Eine lineare Funktion erfillt f(x+vy) = f(z)+ f(y)
und f(cx) = cf () fir alle z,y,c € R.

(© 2013 by M. Gerdts



18 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Der Graph von f ist eine Gerade.

Die Gerade schneidet die y-Achse im Punkt (0, ).

a gibt die Steigung der Geraden an:

— Im Fall a > 0 wéchst die Gerade nach rechts an.

— Im Fall a < 0 fallt die Gerade nach rechts ab.

— Im Fall a = 0 verlduft die Gerade parallel zur x-Achse (f ist konstant).

Fiir a # 0 hat die Gerade genau eine Nullstelle im Punkt z = —g.

Der Neigungswinkel a der Geraden (=Winkel zwischen Gerade und x-Achse) erfiillt

tana = a.

X

Abbildung 1.2: Graph einer affin-linearen Funktion f(z) = ax + b.

Bemerkung 1.7.3

Man kann eine nicht konstante Gerade auch in Parameterform angeben, d.h. als Gleichung

Z Y
42 -
a1+bl ’

wobei ay die Schnittstelle mit der z-Achse und by die Schnittstelle mit der y-Achse be-

zeichnen. Durch Auflosen nach y erhdlt man y = —%x + b;. [

(© 2013 by M. Gerdts
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1.7.2 Quadratische Funktionen

Definition 1.7.4 (quadratische Funktion)
FEine Funktion f : R — R der Form

f(z) =az® +bx+c (a,b,c € R)

nennen wir quadratische Funktion. [

Eigenschaften (vgl. Abbildung :

e Der Graph von f ist eine Parabel, die fiir ¢ > 0 nach oben und fiir a < 0 nach unten

geoOftnet ist.

e Fiir a # 0 ist die x-Koordinate (Abszisse) des Scheitelpunkts von f gegeben durch
z, = —£ und die y-Koordinate (Ordinate) des Scheitelpunkts von f durch f, =

4ac—b?
4a

e Der Wertebereich von f lautet
- W = [fs,+00), falls a > 0,
~ W = (—o0, fs], falls a < 0.

e Die Nullstellen z; und x5 von f sind gegeben durch die quadratische Gleichung az?+
bx 4+ ¢ = 0, deren Losung wir in Abschnitt noch im Detail betrachten. Abhéngig
vom Vorzeichen der Diskriminante D = b — 4ac ergeben sich zwei Nullstellen (D >
0), eine doppelte Nullstelle (D = 0) oder keine reelle Nullstelle (D < 0).

(© 2013 by M. Gerdts



20 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

flz)=az*+bx+c

=

_ dac—b?
fs ="

Abbildung 1.3: Graph einer quadratischen Funktion f(z) = ax? + bz + ¢ (hier a > 0,
b? — dac > 0).

1.7.3 Polynome, rationale Funktionen und Polynomdivision
Affin-lineare und quadratische Funktionen sind spezielle Polynome, die wie folgt definiert

sind.

Definition 1.7.5 (Polynom)
Fine Funktion p : R — R der Form

n

p(x) = anz™ + an12" '+ a1+ ag = Z apr®  mita, #0

k=0
heifit Polynom n-ten Grades mit den Koeffizienten ag, ay, ..., a,.
Die Polynome 1,z,22,2%,...,2", ... heiffen Basispolynome oder Elementarpolyno-
me. [

Beispiele:
e n = 0: konstante Funktionen
e n = 1: affin-lineare Funktionen
e n = 2: quadratische Funktionen
e Basispolynome fiir n = 1,2, 3,4, 5:
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— O
N

0 e
——
-0.5
-1
15 /
_2 -
25
-1 -0.5 0 0.5 1
1 —— x¥™2 —— x*5
X**3 —

Der Definitionsbereich eines Polynoms ist R.

Ubungsaufgabe: Wie lautet der Wertebereich eines Polynoms n-ten Grades?

Definition 1.7.6 (rationale Funktionen)
Sind p,q : R — R Polynome, so bezeichnet man die Funktion

q(z)

als rationale Funktion. ]

) = 242

Rationale Funktionen sind i.a. nicht fiir alle reellen Argumente z definiert und kénnen
Polstellen besitzen, namlich dort, wo ¢ Nullstellen besitzt. Da ¢ nur endlich viele Null-
stellen besitzt, gibt es auch nur endlich viele Polstellen.

Eine Polstelle x, von f zeichnet sich dadurch aus, dass die Funktion f bei Annédherung
an xy gegen +o00 oder gegen —oo strebt.

Man spricht von einer hebbaren Polstelle, wenn x; Nullstelle von p mit Vielfachheit
m,, und Nullstelle von ¢ mit Vielfachheit m, < m,, ist. In diesem Fall kann man die zur

Nullstelle gehorenden Linearfaktoren kiirzen, z.B.

o= = e ey =t

Hier ist x+ = —1 eine doppelte Nullstelle des Zihlers und einer einfache Nullstelle des
Nenners, so dass man den Term z+ 1 kiirzen kann. Damit entféllt die potenzielle Polstelle
Ty = —1.

Treten keine hebbaren Polstellen auf oder wurde bereits gekiirzt, so ist die Ordnung der

Polstelle x; gegeben durch die Vielfachheit der Nullstelle z, in q. Ist die Ordnung gerade,
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22 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

so liegt eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel vor. Ist die Ordnung ungerade, so liegt

eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor.

Beispiel 1.7.7

(i) Die rationale Funktion f(x) = 2 besitzt in v = 0 eine Polstelle 2. Ordnung (ohne

Vorzeichenwechsel).

(i1) Die rationale Funktion f(z) = ﬁ besitzt in x = 2 eine Polstelle 3. Ordnung (mit

Vorzeichenwechsel).

(11i) Die rationale Funktion

T+ 2 T+ 2
I = e 1 - G =)

besitzt in x = —1 eine Polstelle 2. Ordnung (ohne Vorzeichenwechsel) und in x = 1

eine Polstelle 1. Ordnung (mit Vorzeichenwechsel).

(iv) Die rationale Funktion

2+ 3z +2 (x+2)(x+1) (x +2)
fz) = 3 2 - 2 -
w4+a2—zrz—-1 (x4+12%(z—-1) (z+1)(xz—1)
besitzt in x = —1 eine Polstelle 1. Ordnung (mit Vorzeichenwechsel) und in x = 1

eine Polstelle 1. Ordnung (mit Vorzeichenwechsel).

1000 10000

152 —— \ 1/(x-2)*3 ——
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Rationale Funktionen sind durch die Division von zwei Polynomen definiert und es stellt
sich die Frage, ob man bei dieser Division wie bei der Division zweier ganzer Zahlen vor-
gehen kann, um z.B. den Rest der Division zu berechnen. Tatséchlich kann die Division
zweier Polynome vollig analog zur schriftlichen Division zweier ganzer Zahlen vorgenom-
men werden. Als Ergebnis erhilt man die folgende Darstellung der rationalen Funktion
f:

7o) = 20— iy + T2 (13

wobei p ein Polynom n-ten Grades, ¢ ein Polynom m-ten Grades mit m < n, h ein

Polynom (n — m)-ten Grades und der “Rest” r ein Polynom vom Héchstgrad m — 1 sind.

Beispiel 1.7.8 (Polynomdivision)
Gegeben seien p(x) = 4x° — 4zt — 523 + 42 — 2z + 1 und q(x) = 22° — 32 + 5z — 2. Wir

fiihren die Division mit Rest von p durch q durch:

(42° —da* —5x%  +4x? —x 1) (22° =322 452 —-2) =22+ -6
()
—(42®  —62* +10z®  —4x?)
27 —15x3  +8x? - +1
—(22* —32®  +bz? —2x)

—1223 4322 +x  +1
—(—122® +182% —30z +12)
—1522 431z —11

Die Polynomdivision ist niitzlich, wenn man z.B. durch scharfes Hinsehen eine Nullstelle x
des Polynoms p vom Grad n entdeckt hat und nun weitere Nullstellen berechnen méchte.
Dazu teilt man das Polynom p durch x — x; und fiithrt eine Polynomdivision durch. Da
x7 eine Nullstelle ist, bleibt kein Rest iibrig und das Polynom A in der Darstellung
besitzt den um eins reduzierten Polynomgrad n — 1, d.h. man erhélt die Darstellung

p(z) = h(x) bzw. p(x) = (x = 21)h(z).

r — I

Fiihrt man dieses Prinzip fiir h fort, so sieht man, dass ein Polynom n-ten Grades

hochstens n verschiedene reelle Nullstellen besitzen kann.
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Beispiel 1.7.9
Betrachte das Polynom p(z) = x® + x*> — x — 1. Durch hinsehen sicht man, dass x = 1

eine Nullstelle ist. Polynomdivision liefert:

(*  +2* -z 1) :(zr—1) =2*+22x+1

R
202 —x -1
—(22? -2z )
r -1
& 1)
0

Man kann p also darstellen als p(x) = (x — 1)(2? + 2z + 1). Schaut man sich den zweiten
Faktor an und erkennt, dass v = —1 eine Nullstelle ist, so kann man fiir v® + 2x + 1

erneut die Polynomdivision durchfiihren und erhdlt:

(22 42z +1) :(z+1) =z+1

—(@* +z)
r —+1
—(x +1)

0

Somit gilt 2> +2x +1 = (x + 1)(x + 1) = (x + 1)® und man kann p schreiben als
p(z) = (x —1)(z +1)% n

1.7.4 Trigonometrische Funktionen

Wir untersuchen die wichtigsten trigonometrischen Funktion, u.a. Sinus, Cosinus, Tan-
gens. Diese Funktionen spielen eine wichtige Rolle bei der Beschreibung von periodischen

Vorgéngen.

Definition 1.7.10 (periodische Funktion)
Fine Funktion f: R — R heiffit periodisch mit Periode T > 0, falls

flx+T)= f(x) fiir alle z € R

gilt. [

Wegen der Periodizitét geniigt es, eine periodische Funktion mit Periode 7" nur auf einem

Intervall der Lange T zu definieren.

(© 2013 by M. Gerdts



1.7. FUNKTIONEN 25

1.7.4.1 Sinus, Cosinus ( sin, cos)

Sinus und Kosinus konnen geometrisch oder analytisch definiert werden. Wir wahlen
zunéchst die iibliche geometrische Definition mithilfe des Einheitskreises, vgl. Abbil-
dung [1.4] Dazu wihlen wir einen Punkt P auf dem Einheitskreis und bezeichnen den
Winkel zwischen der Verbindungslinie vom Ursprung zum Punkt P und der x-Achse
mit a. Der Sinus von « ist dann definiert als die y-Komponente des Punktes P (Ordina-
te) und der Cosinus von « ist definiert als die x-Komponente des Punktes P (Absizze),

also P = (cos(a),sin(a)).

Yy A

Abbildung 1.4: Definition des Sinus und Cosinus am Einheitskreis mithilfe des Winkels.

Alternativ kénnen Sinus und Cosinus auch iiber die Bogenldnge definiert werden. Hierzu
trigt man fiir x € R ausgehend vom Punkt (1,0) auf dem Einheitskreis einen Bogen der
Lénge |z| ab, wobei man fiir x > 0 im mathematisch positiven Sinne (also entgegen des
Uhrzeigersinns) und fiir z < 0 im mathematisch negativen Sinne (also im Uhrzeigersinn)
entlang des Einheitskreises lauft. Dadurch wird ein Punkt P, auf dem Einheitskreis defi-
niert. Der Sinus von z ist dann definiert als die y-Komponente des Punktes P, (Ordinate)
und der Cosinus von z ist definiert als die x-Komponente des Punktes P, (Abszizze), also
P, = (cos(),sin(z)), vgl. Abbildung [L.5]

In dieser Definition von sin und cos hat die Variable x die Bedeutung einer Bogenlinge
auf dem Einheitskreis. Man sagt, x ist im Bogenmafl angegeben. Definiert man sin und
cos iiber den Winkel «, so ist @ im Gradmafl angegeben. Der Zusammenhang zwischen
den beiden Variablen x und « ist wie folgt:

X - (034 — o «
27 360° T 1800 T

bzw. a= r. 180°
T
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Beispiel:
o 30° s
a =30 == $—1800- =5
A
P
1

Abbildung 1.5: Definition des Sinus und Cosinus am Einheitskreis mithilfe der Bogenlédnge.

Die Graphen der trigonometrischen Funktionen sin, cos sind in Abbildung [I.6] abgebildet.

NN /NN
Wb [ 4\ /
AT AT
R \\ \

0

-0.2

Lo
AV A A
WA \ A

RBVAVEERRVAV

1
-6.28319 -4.71239 -3.14159 -1.5708 0 1.5708 3.14159 4.71239 6.28319
_ _3r _T s 3m

2T > T 5 5 ™ > 2T

Abbildung 1.6: Sinus und Cosinus.
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Eigenschaften von sin und cos:
e Der Definitionsbereich von sin und cos ist R, der Wertebereich ist [—1, 1].
e sin und cos sind periodisch mit Periode 27.
e sin ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt sin(—z) = —sinz fiir alle x € R.
e cos ist eine gerade Funktion, d.h. es gilt cos(—x) = cosz fur alle z € R.
e Es gilt sin(nm) =0 fiir n = 0,+1, 2, ....
e Es gilt cos (2 +nr) =0 fir n = 0,+1,£2, ....
e Es gilt sin(x 4+ 7) = —sinx fiir alle z € R.
e Es gilt cos(x + m) = — cosx fiir alle z € R.
e Es gilt sin (ac + %) = cosz fiir alle z € R. Daraus folgt cos (x — %) =sinz.

e Es gilt cos (:E + %) = —sinz fir alle z € R.

o Es gilt sin® z + cos? 2 = 1 fiir alle z € R.

1.7.4.2 Tangens, Cotangens (tan, cot)

Tangens und Cotanges sind wie folgt definiert:

sinx

T
tanx := firx # —+nm,n=0,£1,42, ...,
cos T 2
1
cotx = fir x #nm,n =0,£1,+2, ...,
tanx
vgl. Abbildung
10 } ] / j tan(x) —— 10 \ \ \ \ 1tan(x) ——
—2r —3% ¢ -2 T o 3% oon 273 —1 -2 T @ 3 on
Abbildung 1.7: Tangens (links) und Cotangens (rechts).
Eigenschaften:
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e tan ist ungerade und hat die Periode 7.

e cot ist ungerade und hat die Periode 7.

e Es gelten

T sin (g — :t) CoS T
tan| - —x ) = = =
5 xXr

und

1.7.5 Additionstheoreme

Von manchen Winkeln kennen wir die exakten Sinus-(bzw. Kosinus-)werte, z.B.

r=0|z=7/6|x=n/4|x=7/3|x="n/2

(0°) | (30°) | (45°) | (60°) | (90°)
sin(x) 0 : V2 V3 1
cos(x) 1 %\/3 %\/5 % 0
tan(zx) 0 %\/g 1 V3 00

Kann man hiermit z.B. den Sinus von 15° = 45° — 30° berechnen?
Dies wire einfach, wenn sin(45° — 30°) gleich sin 45° — sin 30° wire. Das ist aber falsch!

Deshalb benétigen wir Formeln, die Zusammenhénge zwischen sin(a £ /3) bzw. cos(a =+ )
und sin «, cos «, sin 8 und cos 3 herstellen. Diese Zusammenhénge liefern die sogenannten

Additionstheoreme.

Satz 1.7.11 (Additionstheoreme)
Fiir beliebige o, B € R gelten

sinfa+ ) =
cos(atfB) =

sin v cos 8 =+ cos arsin 3,

cos avcos 3 F sin asin
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]
Beispiel 1.7.12
sin(60° + 30°) = sin 60° cos 30° + cos 60° sin 30°
VBB 113 1
N 2 2 22 4 4 7
cos(240° — 60°) = cos 240° cos 60° 4 sin 240° sin 60°
S—— N——
=1 —V3
2 )
o__ o o ]_ 3
2AOP=IE0H60 5 Cos(180° +60°) + \/7_ sin(180° + 60°)
1
= —(cos 180° cos 60° — sin 180° sin 60°)
D N N — HG_/
- =1 =
3
Y3 (cin 180° cos 60° + cos 180° sin 60°)
9 N — =
=0 =1 V3
1 3
= 1
4 4
n

Fiir den Tangens konnen wir ein Additionstheorem aus den Additionstheoremen fiir sin

und cos herleiten:

tan(o + 3)

.cos acos 3
cos acos 3

Ubungsaufgabe:

sin(a + )
cos(a + f3)
sin accos 3 + cos asin 3

cos o cos f — sinasin 3

sin v sin 8
cos + cos 3
1— sin asin 8
cos acos B
tan o + tan 3

1 —tanatanf

Leiten Sie ein Additionstheorem fiir tan(a — 3) her.
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Folgerungen aus den Additionstheoremen:

sin(2a) = 2sinacosa,
cos(2a) = cos’a —sin®a’?=1—2sin*a =2cos’a — 1,
2tana
tan(20) = —— %
an(2a) 1 — (tana)?’
2 1
<sin %) = 5(1 — cos @),
( O‘>2 L1+ cosa)
cos—) = = cos
2 2 “
(t a>2 1 —cosa
an—) = ——.
2 1+ cosa

1.7.6 Rechtwinklige Dreiecke

Wir betrachten nun rechtwinklige Dreiecke und stellen wichtige Zusammenhénge mit den
trigonometrischen Funktionen her. In Abbildung haben wir sin und cos {iber einen
Punkt auf dem Einheitskreis definiert. Dieser Punkt definiert ein rechtwinkliges Dreieck
mit der Hypotenuse AB (mit Lénge 1) und den beiden Katheten AC (mit Lénge cos «)
und CB (mit Lénge sin «), siche Abbildung [1.§

Wir bilden ein neues Dreieck AB'C” mit demselben Winkel «.

B/

Y

Abbildung 1.8: Definition des Sinus und Cosinus am Einheitskreis mithilfe des Winkels.

Die zwei Dreiecke ABC und AB’C’ sind &hnlich und nach dem Strahlensatz gilt

AB BC AC
AR BC  AC
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Mit a = B'C’", b = AC" und ¢ = AB’ folgt

B'C" a  Gegenkathete

sina = — =—- = ,
AB" ¢ Hypotenuse
AC" b Ankathete

cosa = =—-=—
AB’ ¢ Hypotenuse
B'C" a  Gegenkathete

tana = == ———

AC" b Ankathete

Umstellen liefert die Formeln

a = csina,

b = ccosa.

Da das Dreieck AB'C" ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck mit dem Winkel « ist, gelten
diese Formeln fiir alle rechtwinklige Dreiecke. Fiir den Gegenwinkel 8 = 90° — « bei B’

kann man weitere Beziehungen aufstellen:

sinff = S = sin(90° — «) = cos
cosff = % = cos(90° — a) = sin a,
tanff = S = tan(90° — a) = cot a,
cotf = % = cot(90° — a) = tan a.

Desweitere folgt der berithmte

Satz 1.7.13 (Satz des Pythagoras)

In einem rechtwinkligen Dreveck gilt stets

a®+b* = *sina + c¢? cos® a = A(sin® a + cos® a) = ¢,

wobei a und b die Katheten und ¢ die Hypothenuse bezeichnen. [

1.7.7 Berechnungen am allgemeinen Dreieck. Sinus- und Kosinussatz

Trigonometrie heisst Dreieckmessung, sie beschrankt sich nicht auf rechtwinklige Dreiecke.
Wir betrachten nun ein beliebiges Dreieck wie in Abbildung [1.9
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C

Abbildung 1.9: Dreieck.

Die Hohe h des Dreiecks berechnet sich zu h = bsin . Damit berechnet sich der Flachen-

inhalt zu

F=—--¢c-h=--¢c-b-sina.

2

N | —

Die Formel gilt entsprechend auch fiir die beiden anderen Winkel im Dreieck und man

erhalt

1 1 1
F:i.c.b.sjna:§-c-a~sinﬂ:§-b-a-sin7.

Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist also gleich dem halben Produkt aus zwei Seiten
und dem Sinus des Zwischenwinkels. Aus dieser Formel 1&8t sich sofort der folgende Satz

ableiten:

Satz 1.7.14 (Sinussatz)

Im ebenen Dreieck gilt stets
a b c

sina  sinf - sin-y’
“Im Dreieck ist der Quotient von Seite und Sinus des Gegenwinkels konstant.” [

Mit dem Sinussatz lassen sich Dreiecke berechnen, von denen zwei Winkel und eine Seite

bzw. zwei Seiten und der Gegenwinkel einer Seite bekannt sind.
Beispiel 1.7.15
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Im Dreieck ABC' ist a = 25°,a = 4,b = 6. Wie grof
sind c,d, v, B,€,0 und d?

b b
.a = - — sinf=-sina = §sin25° ~ 0,6339.
sina  sinf a 4

Es folgt 5 = 39,3° und § = 180° — 39, 3° = 140, 7°.

Aus der Winkelsumme im Dreieck ergibt sich

v = 180° —39,3° — 25° = 115, 7°, B
e = 180° — 140,7° — 25° = 14, 3°.

Weiter geht’s wieder mit dem Sinussatz:

C a
S11 ’y S1n & S1n o«

siny = 8.5.

Analog folgt d = Z—sine = 2.3.

Wenn von einem Dreieck die drei Seiten oder zwei Seiten und der Zwischenwinkel bekannt
sind, dann findet man die restlichen Stiicke mit dem Sinussatz nur mit grofem Aufwand.

In solchen Fallen hilft der Kosinussatz weiter.

Satz 1.7.16 (Kosinussatz (verallgemeinerter Pythagoras))

Im ebenen Dreieck gelten stets

& = a’+b* —2abcosn,
¥ = &+ a®—2cacosf,
a? = b+ —2bccosa.

1.7.8 Umkehrfunktion der trigonometrischen Funktion

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen werden Arkusfunktionen ge-
nannt. Man erhélt sie durch Spiegelung der Funktionen y = sinx,y = cosz,y = tanz,y =
cotx an der Winkelhalbierenden y = xz. Allerdings sind diese Spiegelbilder noch keine
Funktionen, da zu jedem z—Wert unendlich viele y—Werte gehoren (sin, cos, tan, cot sind
periodische Funktionen; die Werte wiederholen sich!). Also besitzen die trigonometrischen

Funktionen keine Umkehrfunktionen auf ganz R.
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Wie 1ost man dieses Problem?

Man wahlt ein maximales Intervall im Definitionsbereich der trigonometrischen Funktion,
in dem die Funktion streng monoton wachsend oder fallend ist. Dann bildet man die

Umkehrfunktion in diesem Intervall. In der Regel werden folgende Intervalle gewéhlt:

o fiir sin: [—F, 7]
e fiir cos: [0, 7]
o fiir tan: (-3, %)
e fiir cot: (0,7)

Abbildung [1.10] zeigt die Arkusfunktionen.

2 T .

asin(x) 3 "acos(x)
15
25
1
0.5 2
0 15
-0.5
1
-1
15 05
2 0
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
15 F q— — —
atan(x) //—f—- 3 \\ arccot(x)
1 / 25
05 5 \
0 15
-0.5 / 1
A - o \\
'15—_’ 0 A
-10 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Abbildung 1.10: Arkussinus (links oben), Arkuscosinus (rechts oben), Arkustangens (un-

ten links), Arkuscotangens (unten rechts).

Die Umkehrfunktionen haben folgende Eigenschaften:
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Def.bereich | Wertebereich | Monotonie | gerade/ungerade | Grenzwerte
arcsin [—1,1] -3, 7] VA ungerade -
arccos (—1,1] 0, 7] N -/- -
arctan R (=5,%) VA ungerade 2t
arccot R (0, ) N -/- —
T——00
— 0
r—+00

Im Definitionsbereich gilt
sin(arcsin(x)) = arcsin(sin(x)) = x
und analog fiir cos, tan und cot.

1.7.9 Exponentialfunktion
Fiir das Produkt

a-a-..-aq (a #0)
n mal
schreibt man abgekiirzt a™. Speziell ist
a® =1, at =a, d=a-a

Man nennt a die Basis und n den Exponenten. Beachte, dass der Ausdruck 0° nicht
definiert ist!

Rechengesetze: (m,n € Ny,a € R,a # 0)

e a™-a" =a™t" (laft sich leicht unter Verwendung der Definition zeigen)

« i =(3)"
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und definieren die Losung dieser Gleichung (falls existent) als

1
r:=am = Va “m—te Wurzel aus a”.

Beispiel 1.7.17

Es qilt
18%(a?b)? B (9-2)4(a?)*p? B 9% . 24a4? 4

2PRav/ab)? | (9-3) - PR(VaPB | 0.3 Patad? 3

Definition 1.7.18 (Exponentialfunktion)
Fiir ein beliebiges a > 0, a # 1, heif§t die Funktion f(z) = a®, v € R, die Exponential-

funktion mit der Basis a. ]

10 -\l ! ! ! ! ! ‘ !
R T R VS A A

exp(x) 2"*X
(1.0/3.0)**x 3**x
(1.0/2.0)**x 1**x

Abbildung 1.11: Exponentialfunktionen.

Die Exponentialfunktion f(z) = a® hat folgende Eigenschaften, vgl. Abbildung|1.11}
e f ist iiberall definiert, d.h. der Definitionsbereich ist D = R.

e f nimmt nur positive Werte an, und zwar alle positive Werte, d.h. der Wertebereich
ist W = (0, 00).

e Wegen a® = 1 hat jede solche Funktion an der Stelle x = 0 den Wert 1.
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e Fiir a > 1ist f streng monoton steigend und néhert sich mit z — —oo asymptotisch
der z—Achse.

Fiir 0 < a < 1ist f streng monoton fallend und néhert sich mit x — oo asymptotisch
der x—Achse.

e Vergleicht man zwei Exponentialfunktionen fi(z) = a” und fy(z) = b* mit a < b

miteinander, so stellt man fest:

Fir x > 0 gilt fi(z) < fa(x) und fir = < 0 gilt fi(z) > fo(z).

e Betrachte die Funktionen f;(z) = a” und fo(z) = (%)z Wegen

—x —1\z 1\*
hen) = =@ = (5) = k)
sind die Funktionen f; und f; an der y-Achse gespiegelt.
e Aus f(z1) = a"™ = a”™ = f(x,) folgt x; = zs.

e Es gelten die Beziehungen

flat+y) = a"™=a"-a’ = f(z) f(y),
fle-y) = o =(a")" = f(x)",

sowie

(ab)® = a®b".

In vielen technischen und wissenschaftlichen Anwendungen tritt eine ganz bestimmte FEx-
ponentialfunktion auf. Diese hat die Basis e, wobei e ~ 2, 7182818284590 . .. die Euler-
sche Zahl bezeichnet. Diese spezielle Exponentialfunktion wird e-Funktion (oder auch

einfach Exponentialfunktion) genannt und man schreibt

f(z) =¢€" oder f(z) = exp(x).

Beispiel 1.7.19 (Anwendungen der e-Funktion)

Folgende Naturprozesse lassen sich durch diese Funktion modellieren:

e Organisches Wachstum:

g(t) = go
(90 — Anfangsgrifie, A — Wachstumskonstante)

(der Zuwachs ist proportional dem vorhandenden Bestand)
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e Zerfallsprozesse:

m(t) = mg e

(mo — AnfangsgrofSe, A — Zerfallskonstante)

e Gedimpfte Schwingungen:

f(t) = e sin(wt + )

e Wahrscheinlichkeitsdichte:

1 1 (z—p\?
f(z) = exp [ —= <a: #) ( “Gaufsche Glockenkurve”)
oV 2T 2 o

beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte einer normalverteilten Zufallsvariablen X
mit Erwartungswert p und Varianz 0. Die Wahrscheinlichkeit, dass X im Bereich

[a, b] liegt lautet dann

Pla< X <b) = /bf(x)dx.

1.7.10 Logarithmus
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion heif3t Logarithmus.

Definition 1.7.20 (Logarithmus)
Sei a > 0 gegeben. Fir x € R, x > 0, heiffit y € R der Logarithmus von = zur Basis

a, wenn

ay =z

gilt. Man schreibt y = log,(z).

Die Funktion log, : Ry — R gemdff x — log,(z) heifft Logarithmusfunktion zur
Basis a oder einfach Logarithmus zur Basis a. [

Per Definition ist der Logarithmus zur Basis a gerade die Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion a®, d.h. es gilt

al08a(®) — 4
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10 ! ! ’ ’
-10 : ' ' '
0 1 2 3 4 5
In(x) log_2(x)
log_1/3(x) log_3(x)
log_1/2(x)

Abbildung 1.12: Logarithmusfunktionen.

Der Logarithmus hat folgende Eigenschaften, vgl. Abbildung [1.12]

e Die Logarithmusfunktion existiert auf dem Intervall (0, 00), besitzt also den Defini-
tionsbereich D = (0, 00).

Die Logarithmusfunktion hat den Wertebereich W = (—o0, 0).

Die Kurve von f(x) = log,(x) ist das Spiegelbild von a* an der Geraden y = x.

Fiir alle a > 0 gilt log,(1) = 0.

log,, ist streng monoton wachsend fiir a > 1 und streng monoton fallend fiir 0 < a <
1.

Rechenregeln:
e log,(ry) = log,  +log, y
. log, (3) — log, () — log, ()
e log,(z?) = blog, ()

1
¢ ) =

(© 2013 by M. Gerdts



40 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Héufig verwendet man die Basen a = e und a = 10:

log,o(x) = lg(x) = log(x) (dekadischer Logarithmus)

log.(z) =Inx (natiirlicher Logarithmus).

Beispiel 1.7.21

o Zeigen Sie: log, (z¢) = clog,(z).
Beweis: Per Definition gilt a'°%(*) = z¢.

Andererseits gilt a¢°%(®) = (alOga(fC))C = x°.

e Fiir welches x gilt logy(y/x) = —27
FEs gilt: logy(y/x) = logQ(x%) = %logQ(:p) L 9
= logy,z = —4
= 2log2m — 9—4
1

—9—4 _

1.7.11 Hyperbolische Funktionen

Sinus Hyperbolicus, Cosinus Hyperbolicus und Tangens Hyperbolicus sind definiert durch

sinhx := % (exp(z) — exp(—x)),
coshz = % (exp(z) + exp(—x)),
tanhz = sinh ,

coslh x
cothr = tanha’

sieche Abbildung [1.13] Die Umkehrfunktionen werden mit arcsinh, arccosh, arctanh und

arccoth bezeichnet.
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2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

sinh(x) ——  cosh(x) tanh(x)

Abbildung 1.13: Hyperbolische Funktionen.

Eigenschaften:
e cosh’z —sinh?z =1
o Additionstheoreme:

sinh(x +y) = sinh(x)cosh(y) £ cosh(z) sinh(y),
cosh(x £y) = cosh(z)cosh(y) =+ sinh(z) sinh(y).

e Umkehrfunktionen:

arcsinh(z) = In(z+ vVa?+1),

arccosh(z) = In(z+ Va2 —1).

1.8 Losung von quadratischen Gleichungen

Héufig begegnet man dem Problem, eine, mehrere oder sogar alle Nullstellen einer Funk-

tion f : R — R bestimmen zu miissen. Unter einer Nullstelle von f versteht man eine
Zahl z, die
flx) =0

erfiillt.

Beispiele:
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e Die Zahlen zy = k7 mit k& € Z sind Nullstellen der Funktion f(x) = sin(z).
e Die Zahlen x;, = § + k7 mit k € Z sind Nullstellen der Funktion f(z) = cos(z).

e Die Zahl z = —2 ist die einzige Nullstelle der Funktion f(z) = az + b, falls a # 0
gilt. Im Fall a = 0 besitzt f entweder keine Nullstelle, falls b # 0 gilt, oder unendlich
viele Nullstellen, falls b = 0 gilt. Im letzten Fall ist jedes = Nullstelle von f.

e Die Funktion f(z) = 175z besitzt keine (reelle) Nullstelle, da Zéhlen und Nenner

stets positiv sind, egal welches x € R eingesetzt wird.
e Die Funktion f(x) = exp(z) besitzt keine Nullstelle, da f stets positiv ist.

e Die Funktion f(z) = In(z) besitzt die einzige Nullstelle z = 1.

Das Polynom f(x) = (z—z1)" (z—22)®(x—2x3)" - - - (x — )% mit x1,..., 2, €ER
und ay, ..., a, € N besitzt die Nullstellen z; (mit Vielfachheit a;) fiir j =1,...,m.

Fiir beliebige Funktionen f konnen Nullstellen im Allgemeinen nicht explizit angegeben

werden. Zum Beispiel gibt es fiir die Funktion

f(z) =z — cos(z)

keine explizite Berechnungsformel zur Berechnung einer Nullstelle, so dass man eine Null-
stelle nur mithilfe numerischer Algorithmen nidherungsweise bestimmen kann.

Fiir quadratische Polynome der Form
flz) =ar* +bx +c

mit Koeffizienten a, b, c € R und a # 0 gibt es jedoch explizite Formeln fiir die Nullstellen.

Definition 1.8.1 (quadratische Gleichung)
Fine Gleichung der Form

ar® +br+c=0 mit a # 0 (1.4)

heisst quadratische Gleichung fiir x.

ax? heifit quadratisches Glied.

bx heifit lineares Glied.

¢ heifst die Konstante (absolutes Glied).

a, b, c sind die Koeffizienten der quadratischen Gleichung.

Fine quadratische Gleichung der Form
P +pr+q=0
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heifit quadratische Gleichung in Normalform. Sie entsteht aus durch Division

von a # 0. [

Spezialfille von quadratischen Gleichungen:

(i) Die reinquadratische Gleichung:
Im Fall b = 0, fehlt das lineare Glied bz in der quadratischen Gleichung (1.4)). Sie
hat dann die Gestalt

ax’+c=0 bzw. 2+

Reelle Losungen:

e Im Fall ¢ = £ > 0 besitzt sie keine reellen Losungen.
e Im Fall ¢ = £ = 0 besitzt sie die einzige Losung = = 0.
e Im Fall ¢ = £ <0 kann man Faktorisieren:

(@~ V=0 + V=) =0.
Daraus ergeben sich sofort die beiden Losungen
n=vTE md =y

da das Produkt genau dann Null ist, wenn mindestens ein Faktor gleich Null

1st.

(ii) Die Konstante ist 0:
Ist die Konstante Null, d.h. gilt ¢ = 0, dann hat die quadratische Gleichung die
Gestalt
az? + bz = 0.

Ausklammern von z liefert die Faktorisierung
z(ax +0b) =0,
woraus sich sofort die beiden Losungen

b
z1=0 und Ty = ——
a
ergeben.

Allgemeine quadratische Gleichung. Losungsformel
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Satz 1.8.2 (“Mitternachtsformel”)

Die allgemeine quadratische Gleichung
ar* +bx+c=0

besitzt die folgenden Liosungen:

—b+ Vb? — 4dac

5 “Mitternachtsformel”. (1.5)
a

T12 =

_ Wir erweitern die quadratische Gleichung wie folgt:

ar’ +br+c=0 <= 4a’x?+ dabr = —4ac
4a’z? + dabx + b* = b* — dac
(2ax + b)? = b* — dac

2ax + b= +vVb% — 4ac
b= Vb? — 4dac
a 2a '

[

X

]
Das Losungsverhalten der quadratischen Gleichung ist abhéngig vom Vorzeichen des Aus-
drucks
D :=V* — 4ac,

der als Diskriminante der quadratischen Gleichung bezeichnet wird, vgl. Abbildung|1.14]

Abbildung 1.14: Illustration der Losungen (a > 0) (Quelle: Wikipedia)

e Ist D > 0, so hat die quadratische Gleichung zwei verschiedene reelle Losungen.

e Ist D = 0, so hat die quadratische Gleichung eine reelle Doppell6sung, d.h. x; und

T9 fallen zusammen.
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e Ist D < 0, so hat die quadratische Gleichung keine reelle Losung.

Bemerkung 1.8.3

e [n der Menge der komplexen Zahlen (siehe Kapitel[’il) besitzt die quadratische Glei-
chung stets die beiden Losungen 1 und xo gemdf (1.5). Im Fall D < 0 sind 1 und

o kongugiert komplexe Zahlen.
e Sind x1 und x5 die Losungen der Gleichung ax® + bx + ¢ = 0, dann gilt

az® +bx +c = a(z — 1) (2 — ) “Zerlegung in Linearfaktoren”.

Die Nullstellen der quadratischen Gleichung in Normalform
24 pr4+qg=0
ergeben sich aus (1.5) mit a = 1 als Spezialfall:

2
Tig = —g + % —q “p-q-Formel”.

1.9 Lo6sung von quadratischen Ungleichungen

Kennt man die Nullstellen der quadratischen Funktion f(z) = az? + bx + ¢, so kann man

mit deren Hilfe auch quadratische Ungleichungen der Form
ar’ +br+¢<0 bzw. ar’ +bxr+c¢>0

16sen, wobei wir annehmen wollen, dass a # 0 ist (andernfalls reduziert sich die quadrati-
sche Ungleichung auf eine lineare Ungleichung). Wir kénnen wir uns ohne Beschréankung

der Allgemeinheit auf Ungleichungen der Form
ar’ +br+¢<0

beschrinken, da wir Ungleichungen mit “>” durch Multiplikation mit —1 stets auf die

Form mit “<” bringen kénnen. Zur Bestimmung der Losungsmenge
M ={z €R|az’+ bz +c <0}

muss man dann nur noch wissen, ob die Parabel nach oben (a > 0) oder nach unten
(a < 0) gedffnet ist. Es bezeichne D = b? — 4ac die Diskriminante von f und
—b— Vb? — dac _ —b+ Vb —4ac

Ir = i)
2a ’ 2a
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die Nullstellen von f im Fall D > 0 (fiir D = 0 fallen sie zusammen).

Falls a > 0 ist, ergibt sich

(21, x2], falls D >0,

M= x, falls D = 0,
0, falls D < 0,
vgl. Abbildung [1.15]
Falls a < 0 ist, ergibt sich
M= (—o0, z1] U [zg,00), falls D >0,
] R, falls D < 0,

vgl. Abbildung [1.15]

_/

/N
:

Abbildung 1.15: Losungsmengen M fiir @ > 0 (oben) und a < 0 (unten).

Beispiel 1.9.1
Welche x geniigen den beiden Ungleichungen x(3 — ) <0 und (v + 1)(x —2) <07

FEine einfache grafische Methode zur Lésung dieses Systems aus zwei Ungleichungen be-
steht darin, sich die Losungsmenge zundchst fiir jede Ungleichung einzeln auf der Zahlen-

geraden anzusehen und anschlieffend den Durchschnitt zu nehmen:
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x: Xx(3—x)<=0 O 1 2 3

———

X: (x+1)(x—2)<=0 -1 0 1 2 3
—_— -

Losungsmenge: -1 0 1 2 3

\j

Ubungsaufgabe: Bestimmen sie die Losungsmenge fiir die strikte Ungleichung az? +
br +c < 0.

1.10 Lo6sung von linearen Gleichungssystemen

In nahezu allen Anwendungen tritt frither oder spater das Problem auf, ein lineares Glei-
chungssystem zu 16sen.

Zur Motivation betrachten wir ein System aus 3 linearen Gleichungen in den 3 Unbekann-
ten x,y, z:

6r —2y+2z = 12,
122 — 8y + 62 = 34,
3r— 13y +92 = 28.

Gesucht sind Werte fiir z,y und z, die diese drei Gleichungen erfiillen.

In der Schule geht man iiblicherweise so vor, dass man eine der Gleichungen nach ei-
ner der Variablen auflost und letztere dann in den beiden iibrigen Gleichungen ersetzt.
Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis man fiir eine Variable einen Wert ausrech-
nen kann und durch Einsetzen erhélt man dann schrittweise alle anderen Variable. Diese
Vorgehensweise fithrt zwar auf das richtige Ergebnis, aber es ist etwas willkiirlich.

Wir wollen einen systematischen Weg zur Losung des linearen Gleichungssystems kennen
lernen — das Gauf3’sche Eliminationsverfahren (Gauf3-Algorithmus). Die Idee des
Gaufy’schen Eliminationsverfahrens besteht darin, die Koeffizienten im Gleichungssystem
durch elementare Zeilenumformungen schrittweise in obere Dreiecksform zu iiberfiihren.
Dieses kann dann mittels Riickwértssubstitution gelost werden. Wichtig ist hierbei, dass
die Losung des Ausgangsproblems mit der des transformierten Problems iibereinstimmt.
Dies ist bei der Verwendung elementarer Zeilenumformungen gewéhrleistet. Elemen-

tare Zeilenumformungen sind

e die Multiplikation einer Zeile mit einem Wert ungleich Null,
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48 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

e die Addition bzw. Subtraktion zweier Zeilen,
e sowie das Vertauschen zweier Zeilen.

Wir wenden den GauB-Algorithmus fiir unser Gleichungssystem

6r —2y+ 2z = 12,
12z — 8y + 62 = 34,
3r— 13y +92 = 28,

und gehen schrittweise vor. Wir lassen die erste Zeile unverdndert und subtrahieren das
%—fache der ersten Zeile von der zweiten Zeile und das %—fache der ersten Zeile von der

dritten Zeile und erhalten

6r — 2y +2z = 12
—4dy+ 2z = 10,
—12y + 8z = 22.

Nun lassen wir die ersten beiden Zeilen unverdndert und subtrahieren das %f—fache der

zweiten Zeile von der dritten Zeile und erhalten

6r —2y+2z = 12
—4dy+2z = 10,
2z = =8
Dieses Gleichungssystem besitzt dieselbe Losung wie unser Ausgangssystem, da wir nur

elementare Zeilenumformungen verwendet haben. Es hat jedoch den Vorteil, das es Drei-

ecksgestalt besitzt, so dass wir die letzte Zeile leicht nach z auflésen konnen:
z = —4.

Mit Kenntnis von z kénnen wir nun die zweite Gleichung nach y auflésen und erhalten

1 1 9

Damit folgt aus der ersten Gleichung
1(12%—2 22) 1(12 9+38) 1
xr = — — ZZ2) = — — = —,
6 Y 6 6
Die Losung des linearen Gleichungssystems lautet also

11 9
xr = — ey
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1.10. LOSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN 49

1.10.1 Die allgemeine Vorgehensweise
Unser Gleichungssystem steht stellvertretend fiir das folgende allgemeine lineare Glei-

chungssystem in den 3 Variablen x, vy, 2:

ane +apy +azz = by,
a1 + gy + azzz = by,
a3 T+ agy +aszz = bs,

mit gegenenen Koeffizienten a;;, 4,7 = 1,2,3, und b;, t = 1,2, 3.
Wir wiederholen dieselben Schritte wie in unserem konkreten Beispiel.

Schritt 1:
e crste Zeile bleibt unverandert
e subtrahiere das %—fache der ersten Zeile von der zweiten Zeile, falls a1 # 0

e subtrahiere das Z—ﬁ—fache der ersten Zeile von der dritten Zeile, falls a; # 0

ane +apy +azz = b,
21 21 21
agp — —ai2 |y + (awm — —aiz |2 = by — —by,
ai a11 a1
N N %,—/
NV NV
1 1 _ (1)
::aég) ::aés) =:b,
a31 @31 a31
(CL32 T (112) Y+ (CL33 T a3 )z = bg— P by .
R v11 g R v11 g 11
1 1 _p(1)
::a(32) ::a(ss) =:bg

Schritt 2:
e crsten beiden Zeilen bleiben unverandert

(1(1) . . .
e subtrahiere das —%-fache der zweiten Zeile von der dritten, falls a%) #0
@22

an® + apy +azz = by,
iy = ),

(1) “:(%12) (1) (1) af(s12) (1)
33 — —%s3 | = = by _E% :

Qg9 22
N TV (2)
::aé? =:by
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50 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Riickwirtssubstitution: Lose Gleichungssystem schrittweise auf:

b(2)

2 o= = (falls ) #0),
e)
33

1
vy = 5 (bgl) — a%)z) (falls aglg) #0),
(99
1
r = a— (bl — a2y — algz) (falls a1 7é 0)
11
Natiirlich funktioniert die obige Vorgehensweise nur, wenn die sogenannten Pivotelemente

a1, ag; und ag?,)) alle ungleich Null sind. Es kann aber sehr wohl der Fall eintreten, dass ei-

ner dieser Werte gleich Null ist. Was macht man dann? Nun, iiblicherweise verwendet man
sogenannte Pivotstrategien bei denen man im einfachsten Fall zwei Zeilen miteinander

vertauscht.

Beispiel 1.10.1 (Pivoting)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

—2y+2z = 1,
v —4y+ 62 = 33,
3r— 12y + 9z = 27.
Rein formal kénnen wir das Gauf-Verfahren nicht anwenden, da in der ersten Zeile der

Koeffizient 0 vor dem x steht. Da der Koeffizient in der zweiten Zeile vor x nicht Null

1st, vertauschen wir die erste und die zweite Zeile:
3r —4dy+ 62 = 33,
—2y+2z = 1,
3r — 12y +9z = 27.

Nun konnen wir das Gauf$- Verfahren anwenden. Subtraktion des g-fachen der ersten Zeile

von der dritten Zeile liefert

3r —4y + 62z = 33,
—2y+2z = 1,
—8y+3z = —6.
Subtraktion des :—g—fachen der zweiten Zeile von der dritten Zeile liefert
3v—4y+ 6z = 33,
—2y+2z = 1,
-5z = —10.
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1.10. LOSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN 51

Dieses System hat obere Dreiecksform und wir konnen auflosen:

z = 2
1 3
- S(1-2)=2
Y 5 (1-22) =73,
1
r = §(33+4y—62):9.

Trotz Vertauschens zweier Zeilen kann es vorkommen, dass man den Gauf-Algorithmus
nicht fortsetzen kann. In diesem Fall besitzt das lineare Gleichungssystem jedoch keine

oder unendlich viele Losungen.

Beispiel 1.10.2

Betrachte fiir gegebenes bs das folgende lineare Gleichungssystem

r—2y+2z = 1,
3v—4y + 62 = 33,
20 — 2y +4z = bs.

Anwendung des Gauf$-Verfahrens liefert im ersten Schritt:

r—2y+2z = 1,
2y = 30,

Der ndchste Gauf3-Schritt liefert

rT—2y+2z = 1,
2y = 30,
0 = bs—32.

Die letzte Gleichung ist nur fiir b3 = 32 losbar, andernfalls besitzt das Gleichungssystem
keine Losung.
Fiir by = 32 ergibt sich aus der zweiten Gleichung y = 15. Die erste Gleichung liefert
dann

r=1+2y—22z=31—2z.

Hierin kann z € R beliebig gewdhit werden, so dass es unendlich viele Lésungen gibt. m
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Differentialrechnung

Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen sind fundamentale Eigenschaften, die
in vielen Anwendungen vorausgesetzt werden. Die stetige Abhéngigkeit einer Funktion
von ihrem Argument ist eine sehr wichtige Eigenschaft in technischen Anwendungen.
Man stelle sich den zeitabhéingigen Flug eines Flugzeugs vor. Fiir Passagiere wére es sehr
unangenehm, wenn die Hohe nicht (mindestens) stetig von der Zeit abhinge, da dies zu

instantanen Absackern in der Hohe fiihren konnte.

2.1 Stetigkeit

Anschaulich bedeutet die Stetigkeit einer Funktion, dass sie keine Spriinge aufweist (beim
Zeichnen des Funktionsgraphen muss man den Stift nicht absetzen).

Formal bedeutet Stetigkeit die Vertauschbarkeit von Funktionswertbildung und Grenz-
wertbildung bei Annéherung an eine Stelle, d.h. egal wie man sich einer Stelle néhert, bei
einer stetigen Funktion kommt immer derselbe Funktionswert heraus. Bei einer unsteti-
gen Funktion ist dies nicht der Fall, d.h. abhéngig davon, wie man sich einer Stelle ndhert

(von links oder rechts), bekommt man unterschiedliche Funktionswerte.

Definition 2.1.1 (Stetigkeit)
Die Funktion f: R — R heif§t stetig in z, falls

lim () = f (lim ) = /(&)

T—T

gilt. f heifst stetig (auf R), falls f fir alle x € R stetig in x ist. n

Beispiel 2.1.2

e Die Funktionen sin, cos, exp, Polynome sind stetig auf R.
e In ist stetig auf dem Bereich D = {x € R | x > 0}.

e tan ist z.B. stetig im offenen Intervall (—m/2,m/2), aber nicht im abgeschlossenen
Intervall [—m/2,7/2].
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2.2. DIFFERENZIERBARKEIT 53

e Die Funktion
—x, firx <0,
f(z) =|z| = {

T, sonst

ist stetig in & = 0.

e Die Funktion

T, Sonst

f(x):{ 0, firx<1,

st micht stetig in £ = 1.

(c) Ist f(z) =) sietig in & =07

T

2.2 Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit einer Funktion bedeutet anschaulich, dass die Funktion stetig ist und
keine Knickstellen hat, also einen “glatten” Funktionsgraphen besitzt.
Formal wird die Differenzierbarkeit von f an der Stelle z iiber den Differenzenquoti-

enten N

definiert, wenn man den Punkt x gegen Z streben 1488t. Existiert der Grenzwert, so heif3t f
in 7 differenzierbar und der Grenzwert wird als Ableitung von f an der Stelle & bezeichnet,
vgl. Abbildung [2.1

Abbildung 2.1: Konvergenz der Differenzenquotienten gegen die Ableitung einer differen-

zierbaren Funktion.
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o4 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG

Definition 2.2.1 (Differenzierbarkeit)
Die Funktion f: R — R heifit differenzierbar in z, falls der Grenzwert
SRR
=i T —T
existiert. Der Wert f'(Z) bezeichnet die Ableitung von f in z. f heifit differenzierbar
(auf R), falls f fir alle x € R differenzierbar in x ist. f heifit stetig differenzierbar,
falls f fiir alle x € R differenzierbar in x ist und die Ableitung f' als Funktion von x

stetig 1st. [

Eine differenzierbare Funktion kann lokal (also in der Ndhe von 2) gut durch ihre Tangente

t(z) = f(2) + [/(2)(z — &)

approximiert werden, vgl. Abbildung.

t(z) = f(&) + [ (2)(z — 1)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
,'A -
T
Diese lokale lineare Approximierbarkeit einer differenzierbaren Funktion nutzt man hiufig
aus, da es wesentlich einfacher ist, mit der Tangente (affin-lineare Funktion!) zu arbeiten

als mit der i.a. nichtlinearen Funktion f.

Beispiel 2.2.2 (Verdopplungszeit einer Geldanlage)
Gegeben sei eine Geldanlage, die mit jihrlich x > 0 Prozent verzinst wird (v ist leider
meistens nahe bei Null). Nach wievielen Jahren hat sich der eingesetzte Betrag verdoppelt?
Gesucht ist die Anzahl der Jahre p mit

€T p
1 —> _ 9.
(+100

Anwendung des natiirlichen Logarithmus auf beiden Seiten liefert

xXr p s
n2=1 (1 —) —pl (1 —)
ne=m it ge) TP U 100

Wir approzimieren den Ausdruck In (1 + 13(’;—0) durch ihre Tangente im Punkt 1 und erhal-

ten ndherungsweise
z x T
In (14702 ) ~dn L+ /(1) o = -0
U T00) T AT
= =1
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2.2. DIFFERENZIERBARKEIT 95

Mt dieser Niherung, die fir kleine x giiltig ist, erhalten wir

_In(2) _ 100In(2) 70

66 x T
Damit haben wir eine recht einfache Niherungsformel fiir die Verdopplungszeit einer Geld-

anlage entdeckt: Man teile 70 durch den Prozentsatz der Verzinsung. [

Beispiel 2.2.3 (Linearisierung des Sinus und Cosinus)
Wie verhdlt sich der Sinus in der Nihe von x = 0%

Die Tangente an den Sinus in x = 0 lautet
t(x) = sin(0) 4 sin’(0)(z — 0) = 0 4 cos(0)z = z,

d.h. fir x nahe bei Null konnen wir f(z) = sin(x) approzimieren durch die lineare Funk-
tion x, d.h. sinx =~ x fiir x nahe bei 0.

Dieselbe Vorgehensweise beim Cosinus ergibt die Tangente mit dem konstanten Wert 1,
d.h. fir x nahe bei Null lifit sich der Cosinus approximieren durch die Konstante 1.
Diese Approximation ist hdufig nicht gut genug. Mithilfe der Taylorentwicklung, die in
Mathematik II besprochen wird, kann man eine bessere Approximation erhalten:

1.2

cost ~1— ) (x nahe bei 0).

Beispiel 2.2.4 (Linearisierung von (14 z)")
Wie verhilt sich die Funktion f(x) = (1 + )" mit n € N in der Nihe von v =07

Die Tangente an f in x = 0 lautet
t(x) = f(0) + f(0)(x — 0) =1 + nxz,

d.h. fiir x nahe bei Null konnen wir f(x) = (1 + x)™ approximieren durch die Funktion
1+nx, dh. (1+2)" =1+ nz fir x nahe bei 0.
Mit wachsendem n wird die letzte Funktion immer steiler. ]

Ubungsaufgabe: Berechnen Sie eine Néherungsformel fiir f(z) = exp(z) in der Nihe

von x = 0.

Bemerkung 2.2.5 (Ho6here Ableitungen)
Hohere Ableitungen werden rekursiv definiert, d.h. die n-te Ableitung ergibt sich als erste

Ableitung der (n — 1)-ten Ableitung von f. ]

Beispiel 2.2.6
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26 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG

(a) Die Funktion

—x, firx <0,

x, sonst

f(x):\x|:{

ist nicht differenzierbar in & = 0. Denn fir die Folge {x,} mit x,, = % qgilt

1
n

lim M = lim 20— =1,
n—00 Ty, — I n—00 =
wihrend fiir die Folge {%,} mit &, = —* gilt
7 ) — f(4 1_9 T
tim L8 ZS@) e w Ty gy L@ ZS@)
n—oo Ty — X n—oo —= n—o00 Tn — I

(b) Die Funktion

T, sonst

f@):{ 0, firx <0,

ist differenzierbar in & = 0. Sei {x,} eine beliebige Nullfolge. Dann gilt

— f(4 0-0 i <
o L) = F@) { =0, i, <0,
n—oo I, — I n—00 n—  sonst
0 ir x, <0,
- lim{  JirEa <00 ),
n—oo | x,, Sonst

f st sogar stetig differenzierbar, da

Fla) = { 0, firx <0,

2x, sonst

stetig st.

Tabelle fasst die Ableitungen einiger Funktionen zusammen.
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Funktion Ableitung
¢ (konstante Funktion) 0
ax + b (affin-lineare Funktion) a
UnZ™ + A 12"+ @+ ag | nap "t + (n— Va2V i+t
(Polynom n-ten Grades)
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(z)
tan(z) cos%(a:)
cot(z) — @)
exp(z) exp(z)
In(z) 1
arctan(z) ﬁ
™" (n € N) —nz ="
Y ﬁi = 112
', r#0 ra" !
arcsin(z) 11_22
arccos(z) — 1£x2
arctan(z) - +1I2
arccot(z) )
sinh(x) cosh(x)
cosh(x) sinh(x)
tanh(z) Cos}112(x)

Tabelle 2.1: Funktionen und ihre Ableitungen.

Differenzierbarkeit ist nicht immer ganz offensichtlich:

e Ubungsaufgabe: Ist f(z) = V22 — x differenzierbar? Ist f(z)? differenzierbar?

e Ubungsaufgabe: Skizzieren Sie die folgenden Funktionen und entscheiden Sie, ob

diese in 2 =0

(a) stetig
(b) differenzierbar

(c) stetig differenzierbar
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sind:

flr) = {xQSin(l/x), x #0,

0, =0

B xsin(l/x), x #0,

Fle) = { 0, r=0
r?sin(1/x), x>0,
fs(z) = 0, x =0,
T, <0

Mithilfe der folgenden Rechenregeln kann man verkettete Funktionen ableiten:
Satz 2.2.7
Es gelten folgende Rechenregeln:

(a) Produktregel: Seien f und g differenzierbar in x. Dann gilt

L (@) = F@o() + F2)g (@)

(b) Quotientenregel: Seien f und g stetig differenzierbar in x und g(x) # 0. Dann
gilt

d (f(x)) _ f'(@)g(z) — f(2)g'(x)

dv \ g(x) g(x)?

(c) Kettenregel: Sei g in = differenzierbar und f sei in g(z) differenzierbar. Dann gilt

< fo@) = Pl @)

Beispiel 2.2.8
e Die Produktregel fiir f(x) = x?sin(x) liefert
f'(x) = 2z sin(x) + 2% cos(z) = z(2sin(x) + x cos(z)).
e Die Quotientenregel fiir f(x) = tan(x) = 12((2)) liefert
,, _ cos(x)cos(z) —sin(x)(—sin(z)) 1
Jl) = cos?(x) ~ cos?(x)’
e Die Kettenregel fiir f(x) = In(1 + sin?(z)) liefert
by 1 o _ 2sin(z) cos(x)
fl(x) = T on’(2) 2sin(z) cos(z) = Tt sn’()
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2.3. REGEL VON DE L’'HOSPITAL 59

2.3 Regel von de I’'Hospital

Die Regel von de I’'Hospital verwendet Ableitungen, um Grenzwerte von Quotienten der

i L)

=a g(z)

Form

auszurechnen.
Satz 2.3.1 (de I’'Hospital)
Seien f und g differenzierbar im Intervall (a,b) mit ¢’(x) # 0 in (a,b). Es gelte

lim f(z) = lim g(x) =0 oder lim g(x) = £o0.

Tr—a Tr—a rT—a

Dann gilt @ @)
. flx) . fl(x
2 @) T ()

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert oder +00 ist.

Y

Hierbei ist a = —o00,b = 0o zugelassen. Analoge Aussage fiir v — b. [

Beispiel 2.3.2

. 1—coszx . sinz 1 sin x 1. coszx 1
lim —— = lim = — lim = -1 = _
x—0 [L’Z x—0 2$ 2 z—0 X 2 x—0 1 2
o Fiira >0 gilt
lim exp(ax) — i aexp(azr) -
T—00 €T T—00 1
Allgemeiner gilt fir a,b > 0
a b
exp(%x
tim P gy, (M) ~ w
T—00 x T—00 x

Damit wichst exp(az) fir a > 0 schneller als jede Potenz von x. Daraus folgt sofort,
dass fiir a > 0
lim p(x)exp(—ax) =0

T—00

fiir jedes Polynom p gilt.
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Kurvendiskussion

Die Kurvendiskussion dient dazu, die wesentlichen Eigenschaften einer gegebenen Funkti-

on zu untersuchen, um einen qualitativen Eindruck von der Funktion zu bekommen. Die

Kurvendiskussion umfasst folgende Fragen:

3.1

Wie lautet der Definitionsbereich der Funktion?
Gibt es Symmetrien im Funktionsverlauf?

Wie verhélt sich die Funktion fiir + — oo oder + — —oo (Verhalten im Unendli-
chen)?

Welche Nullstellen besitzt die Funktion?

Besitzt die Funktion Polstellen?

Ist die Funktion monoton wachsend oder fallend? Gibt es Wendepunkte?

Welche stationdren Punkte (Minima, Maxima, Sattelpunkte) besitzt die Funktion?
Besitzt die Funktion ein asymptotisches Verhalten?

Besitzt die Funktion ein periodisches Verhalten?

Definitionsbereich einer Funktion

Fiir eine gegebene Funktion ist es wichtig, sich zu iiberlegen, fiir welche Argumente die

Funktion iiberhaupt definiert ist.

Beispiel 3.1.1

Die Funktion f(x) = xsin(x) ist fiir alle z € R definiert, d.h. sie lafst sich fiir alle
x € R auswerten. Der Definitionsbereich ist D = R.

Die Funktion f(x) = ﬁ ist fiir x = 0 und x = 3 nicht definiert, da der Nenner an
diesen Stellen Null wird. Fir alle anderen x € R laf§t sich die Funktion auswerten.
Der Definitionsbereich lautet D = R\ {0,3} = (—00,0) U (0,3) U (3, 00).
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e Die Funktion f(x) = In(x) ist nur fir x > 0 definiert. Der Definitionsbereich lautet
D = (0, 00).

e Die Funktion f(x) = \/x ist nur fir x > 0 definiert. Der Definitionsbereich lautet
D =10, 00).

e Die Funktion

) xsin (%), fur x # 0,
f(x)—{ 0, firxz =20

ist fir alle x € R definiert. Der Definitionsbereich lautet D = R.

Ubungsaufgabe: Ist die Funktion stetig? Ist sie Differenzierbar? Wie sieht es mit

B 22 sin (%) , Jirxz #0,
f(a:)—{ 0, firx =20

aus?

3.2 Symmetrie

Symmetrien kénnen sehr vielfiltig sein. In der Regel beschréankt man sich auf Achsen-

symmetrie bzgl. der y-Achse und auf Punktsymmetrie bzgl. des Ursprungs.

Definition 3.2.1 (Achsensymmetrie)
FEine Funktion f : R — R heiffit achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse, wenn

flz) = f(—x) fir alle x € R

gilt.

Beispiel 3.2.2

f(z) = cos(x) ist achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse, denn es gilt cos(—xz) =
cos(x) fir alle x € R.

Die Polynome f(x) = £ +c mit n € Ny und ¢ € R sind achsensymmetrisch bzgl.

der y-Achse.

Die Funktion f(x) = \/|x| ist achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse.

Die Funktionen f(x) = -+ mit n € N sind achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse.

x2n
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62 KAPITEL 3. KURVENDISKUSSION

o f(x) = exp(—x?) ist achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse.

e Die folgenden Funktionen sind nicht achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse:

1
sin(z), 2™ (n€N), exp(:v),g

Definition 3.2.3 (Punktsymmetrie)
FEine Funktion f:R — R heifst punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs, wenn

f(—z)=—f(x) fiir alle v € R

qgilt.

Beispiel 3.2.4

o f(x) = sin(x) ist punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs, denn es gilt sin(—z) =
—sin(x) fir alle x € R.

e Die Funktionen f(x) = +x*"™' mit n € Z sind punktsymmetrisch bzgl. des Ur-

sprungs.

o Die Funktion
x, fiir x >0,
fay={ Vo
—/—z, firx<0

ist punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs.
o f(z) =tan(z) und f(x) = arctan(x) sind punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs.

e Die folgenden Funktionen sind nicht punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs:

cos(z), 2" (n€Z), exp(x).

Alternative Symmetriebegriffe sind natiirlich auch moglich, z.B.:
e Achsensymmetrie bzgl. des x-Wertes z (parallel zur y-Achse).
Ubungsaufgabe: Wie lautet die Symmetriebedingung fiir diese Art der Symme-
trie? Geben Sie mindestens 3 Beispiele an.
e Punktsymmetrie bzgl. des Punkts (zo, o).
Ubungsaufgabe: Wie lautet die Symmetriebedingung fiir diese Art der Symme-

trie? Geben Sie mindestens 3 Beispiele an.
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3.3 Verhalten im Unendlichen

Wie verhélt sich eine Funktion fiir x — oo oder £ — —o00?

Beispiel 3.3.1

e Jedes nichtkonstante Polynom strebt fiir vt — £00 gegen +00 oder gegen —oo. Das
Vorzeichen hingt vom Grad des Polynoms und dem Vorzeichen des Koeffizienten

vor der hochsten Potenz ab:

(i) Ist der Polynomgrad gerade, so streben die Funktionswerte fir © — 4oo
jeweils gegen +oo, falls der Koeffizient vor der hdchsten Potenz positiv ist.
Andernfalls streben die Funktionswerte jeweils gegen —oo.

(i1) Ist der Polynomgrad ungerade, so streben die Funktionswerte fir xr — 400
gegen +00, falls der Koeffizient vor der hochsten Potenz positiv ist, ansonsten

gegen —oo. Fiir x — —oo verhdlt es sich genau andersherum.
e f(x) = arctan(x) strebt fiir v — 400 gegen w/2 und fir x — —oco gegen —m /2.
e f(z) =In(z) und f(x) = /x streben fir r — oo gegen +oo.
o f(x)=exp(x) strebt fir x — oo gegen +oo und fiir © — —oo gegen 0.
o f(X) = exp(—a?) strebt fiir v — +x gegen 0.

e sin(z) und cos(x) streben gegen keinen Grenzwert fiir x — 00.

3.4 Nullstellen

Es gilt, alle Werte 2 mit f(z) = 0 zu finden. Fiir affin-lineare und quadratische Funktionen
haben wir bereits Formeln zur Bestimmung der Nullstellen kennen gelernt. Fiir allgemeine
Funktionen gibt es kein allgemeingiiltiges Kochrezept. Haufig kann man Nullstellen nur

numerisch approximieren.

3.5 Polstellen

Polstellen fiir rationale Funktionen haben wir bereits untersucht. Zum Auffinden von

Polstellen sollte man bei Briichen stets die Nullstellen des Nenners untersuchen.
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64 KAPITEL 3. KURVENDISKUSSION

3.6 Monotonie
Eine Funktion f: D — R mit D C R heifit

(i) monoton wachsend auf D, falls fir x,y € D mit x < y stets folgt, dass f(z) <
fy) gilt.

(ii) streng monoton wachsend auf D, falls fir z,y € D mit < y stets folgt, dass

f(z) < fly) eilt.

(ii) monoton fallend auf D, falls fiir z,y € D mit x < y stets folgt, dass f(x) > f(y)
gilt.

(iv) streng monoton fallend auf D, falls fir z,y € D mit z < y stets folgt, dass

f(x) > f(y) gilt.

Falls die zu untersuchende Funktion auf D stetig differenzierbar ist, kann das Monotonie-

verhalten auf D anhand der ersten Ableitung abgelesen werden:
(i) f ist monoton wachsend auf D, falls f'(x) > 0 fur alle x € D gilt.
(ii) f ist streng monoton wachsend auf D, falls f'(x) > 0 fiir alle x € D gilt.
(iii) f ist monoton fallend auf D, falls f'(x) < 0 fiir alle z € D gilt.

(iv) f ist streng monoton fallend auf D, falls f'(z) < 0 fiir alle z € D gilt.

Beispiel 3.6.1

e Die Funktion f(x) = In(z) ist in D = R, streng monoton wachsend, weil dort
f'(x) =1 >0 gilt.

o f(x) =exp(z) ist auf D = R streng monoton wachsend, da f'(z) = exp(z) > 0 fir
alle x € R gilt.

o f(x) = arctan(x) ist auf D = R streng monoton wachsend, da f'(x) = # > 0 fiir
alle x € R gilt.

e Die Funktion f(x) = x? ist auf D = R weder monoton wachsend noch monoton
fallend.

Im Bereich D = {z € R | x < 0} ist f streng monoton fallend, da hier f'(z) =
2x < 0 gilt.

Im Bereich D = {x € R | x > 0} ist f streng monoton wachsend, da hier f'(z) =
2x > 0 gilt.
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Bemerkung 3.6.2
Untersucht man die Monotonie der ersten Ableitung einer Funktion, so erhdlt man Aus-
kunft iber das Kriimmungsverhalten der Funktion. Im Fall einer zweimal stetig diffe-
renzierbaren Funktion ist die Figenschaft f"(x) > 0 fiir alle x dquivalent dazu, dass f kon-
vex (linksgekriimmt) ist (die erste Ableitung f'(x) ist monoton wachsend). f"(x) <0
fir alle x ist dquivalent dazu, dass f konkav (rechtsgekriimmt) ist (die ersten Ablei-

tung f'(x) ist monoton fallend). "

3.7 Stationire Punkte und Wendepunkte

Gesucht sind die Extremwerte einer Funktion, also die Minima und Maxima, vgl. Abbil-
dung [3.1] sowie Sattelpunkte und Wendepunkte.

T X2 X3 Xyq X5 Te Ty

Abbildung 3.1: Lokale und globale Minima und Maxima einer Funktion: z;: striktes glo-
bales Minimum, z5: lokales Maximum, x3: lokales Minimum; (x5, z3): gleichzeitig lokales
Minimum und Maximum, x4: striktes globales Maximum, x5: striktes lokales Minimum,

xg, x7: lokale Maxima, (zg, 27): gleichzeitig lokales Minimum und Maximum.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen gilt notwendig
f'() =0

in einem Minimum, Maximum oder Sattelpunkt. Es gilt also, alle Stellen x mit f'(z) =0
zu finden. Solche Stellen heiffen stationire Punkte von f. Wie Abbildung [3.1] zeigt,
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66 KAPITEL 3. KURVENDISKUSSION

handelt es sich bei stationdren Punkten lediglich um Kandidaten fiir Minima oder Maxi-
ma. Ein stationédrer Punkt ist ein Sattelpunkt, wenn es in jeder Umgebung des stationéren

Punktes sowohl Punkte mit groflerem als auch mit kleinerem Funktionswert gibt.

Beispiel 3.7.1

Die Funktion

1 3 2

flx) = 5$5 - Zx4 + §x3
mat
fl(x) =" = 32% + 22° = 2%(2® — 32+ 2) = 2*(z — 1)(z — 2)
besitzt die stationdren Punkte x1 =0, 1o = 1 und x3 = 2. [

Um entscheiden zu kénnen, ob ein stationdrer Punkt ein Minimum oder Maximum (oder
nur ein Sattelpunkt) ist, benotigt man eine hinreichende Bedingung.
Fiir stetig differenzierbare Funktionen kann man das Vorzeichen der ersten Ableitung in

der Nahe des stationaren Punkts heranziehen:

Satz 3.7.2 (Hinreichende Bedingung 1. Ordnung)
Sei f: R — R stetig differenzierbar und & ein stationdrer Punkt von f mit f'(z) = 0.

(1) Falls f'(x) <0 fir alle x < xo in der Nihe von & und f'(x) > 0 fir alle x > o in

der Nihe von & gilt, so ist & ein (lokales) Minimum von f.

(11) Falls f'(x) > 0 fir alle x < x¢ in der Nihe von & und f'(z) < 0 fir alle x > xq in

der Nihe von & gilt, so ist & ein (lokales) Mazimum von f.

Eine hinreichende Bedingung fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen, die leichter

zu iiberpriifen ist als die hinreichende Bedingung 1. Ordnung, lautet wie folgt:

Satz 3.7.3 (Hinreichende Bedingung 2. Ordnung)

Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar und z ein stationdrer Punkt von f mit
f'(@) = 0.
(1) Falls f"(z) > 0 gilt, so ist & ein (lokales) Minimum von f.

(11) Falls f"(z) <0 gilt, so ist & ein (lokales) Mazimum von f.

Beispiel 3.7.4
Wie bereits in Beispiel gesehen, besitzt die Funktion
2

1 3
flz) = 5335 — ZlA + §x3
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mat
fl(x) =" = 32° + 22° = 2%(2® — 32 +2) = 2*(x — 1)(z — 2)
die stationdren Punkte 1 =0, 1o =1 und x3 = 2.

Die zweite Ableitung lautet
" (z) = 42° — 92* + 4o = x(4a® — 9w + 4).

e In xy = 0 ergibt sich f"(0) = 0. Die hinreichende Bedingung ist in x1 = 0 nicht
erfillt. Wir kénnen also noch nicht sagen, ob in x1 ein Minimum, Maximum oder

Sattelpunkt vorliegt.

e In xy = 1 ergibt sich f"(1) = —1 < 0. Damit ist in xo = 1 die hinreichende
Bedingung fiir ein (lokales) Mazimum erfillt, d.h. in zo = 1 liegt ein (lokales)

Mazximum vor.

o Inx3 =2 ergibt sich f"(2) =4 > 0. Damit ist in x3 = 2 die hinreichende Bedingung

fir ein (lokales) Minimum erfillt, d.h. in x3 = 2 liegt ein (lokales) Minimum vor.

Wie konnen wir entscheiden, von welchem Typ der stationdre Punkt z; in Beispiel
ist?

Hierzu untersuchen wir, ob ein Wendepunkt vorliegt. Ein Wendepunkt liegt genau dann
vor, wenn die Funktion in dem Punkt ihr Kriimmungsverhalten dndert. Die Kriimmung

k einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f ist gegeben durch den Ausdruck
f"(z)
K(T) = ————.
V1t fl(x)?

Notwendig gilt in einem Wendepunkt also f”(z) = 0. Die Kriimmung &ndert ihr Vorzei-
chen in einem Wendepunkt, falls die zweite Ableitung ihr Vorzeichen dndert. Dies kann sie
insbesondere dann, wenn die dritte Ableitung nicht Null ist (also kein stationdrer Punkt

der zweiten Ableitung vorliegt).

Satz 3.7.5 (Hinreichendes Kriterium fiir Wendepunkt)

(a) Sei [ zweimal stetig differenzierbar. Sei & ein Punkt mit f"(z) = 0 und die zweite

Ableitung von f wechselt in & ihr Vorzeichen.

Dann ist & ein Wendepunkt von f.

(b) Sei f dreimal stetig differenzierbar. Sei & ein Punkt mit f"(Z) =0 und f"(z) # 0.

Dann ist & ein Wendepunkt von f.
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68 KAPITEL 3. KURVENDISKUSSION

Beispiel 3.7.6
Wir betrachten wieder Beispiel [3.7.4] und untersuchen speziell den Punkt x1 = 0.
Die 3. Ableitung von f lautet

f"(z) = 122° — 18 + 4

und in xy = 0 gilt f(0) =4 # 0. Damit liegt im stationdren Punkt x1 ein Wendepunkt
vor. Also ist x1 ein Sattelpunkt, vgl. Abbildunyg.

0.7 . . . . .
0.6 3

05
0.4
0.3
0.2
0.1

of —
-0.1 / N
-0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.3 i i i i i

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

X**5/5 - 3*x**4/4 + 2*x**3/3 ——

3.8 Asymptoten

Unter einer Asymptote ¢ fiir eine Funktion f versteht man eine Funktion g (hdufig eine
Gerade g(z) = ax + b) mit der Eigenschaft

lim |f(z)—g(x)]=0 oder lim |f(z) —g(x)| =0.

T—>+00 T—>—00

Polstellen kénnen als degenerierte Asymptoten mit Steigung a = 00 bei Anndherung an

die Polstelle angesehen werden.

Beispiel 3.8.1
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o Die Funktion f(x) = arctan(z) besitzt die Asymptoten g,(v) = 5 fir x — 400
und g»(x) = —%5 fiir v — —oo.

e Die Funktion

besitzt die Asymptote

fiir x — +o00.

In x =1 besitzt sie eine Polstelle (=senkrechte Asymptote).

-4 -2 0 2 4

(X**3-4.0*x**2+4.0*X)/(4.0*x**2-8.0*x+4.0) ——
x/4.0-0.5

3.9 Periodizitit
Es gilt zu priifen, ob es eine Periode T' > 0 gibt mit

flza+T)= f(z) fur alle z € R.
Fiir die folgenden trigonometrischen Funktionen kennen wir die Perioden bereits:
e sin und cos sind periodisch mit Periode 2.

e tan ist periodisch mit Periode 7.
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e Die Funktionen sin(cz) und cos(cz) mit ¢ € R, ¢ > 0, sind periodisch mit Periode

21
.

Ubungsaufgabe: Beweisen Sie dies.

Ubungsaufgabe: Fiihre eine Kurvendiskussion durch fiir die Funktion

_x3—4:c2+4:c

I = T —sr 14

durch, d.h. untersuche die Funktion auf Definitionsbereich, Symmetrie, Verhalten im Un-
endlichen, Monotonie, Nullstellen, Pole, stationdre Punkte, Wendepunkte, Periodizitét,

Asymptoten.

© 2013 by M. Gerdts



Kapitel 4

Integralrechnung

Anschaulich geht es bei der Integration um die Bestimmung des Fldcheninhalts der von
einer gegebenen Funktion mit der x-Achse eingeschlossenen Fldche. Die resultierende
Gesamtflache wird als das Integral iiber die gegebenen Funktion bezeichnet, wobei die
Flachen unterhalb der x-Achse negativ in die Gesamtfliche eingehen und die Flédchen
oberhalb der x-Achse positiv eingehen, siehe Abbildung [4.1]

f(x)

Abbildung 4.1: Integral einer Funktion f.

Das (Riemann-)Integral einer integrierbaren Funktion f wird dabei durch einen Annéhe-

rungsprozess definiert bzw. motiviert, vgl. die folgende Abbildung (Quelle: Wikipedia).
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72 KAPITEL 4. INTEGRALRECHNUNG

a=Xp L xithx X3 Xa A5 ts

f
Dazu wird das das zu betrachtende Intervall [a, b] unterteilt in Zerlegungen der Form
Z={a=xy<z1<...<x5 =0}

Fiir beliebig gewahlte Zwischenstellen t; € [x;_1,2;], ¢ = 1,...,n, wird der Flécheninhalt

approximiert durch die Riemann-Summe
S(f,2) = Z f(t) (@i — i)
i=1

Die Funktion f heifit nun (Riemann-)integrierbar, wenn die Werte der Riemann-Summen
fiir beliebig feine Zerlegungen und beliebige Zwischenstellen gegen einen festen Wert [
konvergieren. I heifit dann Riemann-Integral von f iiber [a,b] und man schreibt

hierfiir

=1l = [ fle)ds

Nicht alle Funktionen sind tatsdchlich Riemann-integrierbar, aber man kann zeigen, dass
z.B. die stetigen Funktionen Riemann-integrierbar sind, d.h. fiir stetige Funktionen exi-

stiert das Integral.

Rechenregeln:

e Linearitit des Integrals: Fiir integrierbare Funktionen f und g und ¢ € R gelten

[ @ +swa = [ wars [ gwa,

/abcf(x)dx _ c/abf(x)da:.
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e Additivitit des Integrals: Fiir a < ¢ < b gilt

/abf(x)da: _ /acf(x)der/cbf(x)dx.

e Monotonie des Integrals: Fiir integrierbare Funktionen f und g mit f(z) < g(z)

fir alle z € [a, b] gilt
b b
/ flx)dx < / g(x)dx.

Gilt sogar f(x) < g(z) fiir alle z € [a, b], so gilt

/ab flz)dzr < /abg(x)dx.

o Es gilt
b
< / F(@)lde.

/abf(a:)dzv

e Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(/ bf(x)g(x)dx)Q < ([ swras) ([ otorar).

e Vertauschung der Integrationsgrenzen:

/abf(a:)dx = _/ba f(x)dx.

e Integration iiber Intervall der Linge 0:

/a Cf@)dr = 0.

Eine wichtige Rolle bei der Integration spielen Stammfunktionen.

Definition 4.0.1 (Stammfunktion)
Die Funktion F : [a,b] — R heifft Stammfunktion von f : [a,b] — R, falls F'(z) =
f(z) fir alle x € [a,b] gilt. =

Gelingt es, eine Stammfunktion des Integranden zu bestimmen, so kann man Integrale

leicht berechnen, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 4.0.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist F' eine Stammfunktion von f auf dem Intervall |a,b], so gilt
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Fiir die rechte Seite schreibt man hiufig F(b) — F(a) = [F(z)]°. n

Beispiel 4.0.3
Die Stammfunktion von f(z) = /z = /2 lautet
2 2
F(I) = §$3/2 = g\/g?)

(Beweis: Leite F' nach x ab!)

Damit: .
/0 Vadr = F(1) — F(0) = 3

Die eigentliche Kunst (es ist mitunter tatsichlich eine!) bei der Integration ist es also, eine

Stammfunktion fiir den Integranden zu finden. Definiert man umgekehrt fiir € [a, b] die
Funktion F' durch N
Fla)i= [ st

wobei f eine stetige Funktion auf [a, b] sei, so gilt
F'(z) = f(z)  fiir alle x € (a,b),

d.h. das so definierte F' ist eine Stammfunktion von f auf [a,b].

Bemerkung 4.0.4
Beachte, dass mit F' auch jede Funktion F' +c mit einer beliebigen Konstanten c € R eine

Stammfunktion von f ist. Daher ldf$t man hdufig die Intervallgrenzen weg und interpretiert

eine Stammfunktion als unbestimmtes Integral von f. Schreibweise:

F(a:):/f(x)dx oder F(:r):c+/f(x)da:.

Beispiel 4.0.5

e Das Integral iber die konstante Funktion f(x) = ¢ mit ¢ € R ist gegeben durch

/abf(x)dx:/abcdx:c/:ldx:c(b—a).
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e Das unbestimmte Integral iber f(z) = x™ mit n € N lautet

1
/a:”dx = Ry
n+1

Das bestimmte Integral ergibt sich zu

b 1 o
ndr = n+1 — anrl_ n+1 )
/a v {n—i—le L n+1 ( )

Mathilfe der Linearitdt des Integrals erhdlt man damit fiir Polynome das Integral

k=0

n

= > ax (/ xkdm)

k=0
zn: ak  k+1
= x
~k+1
= On 1y Onolon 92, %
T onrl L R
o Fir f(z)=2a",r e R, r# —1, gilt
1
/:L‘TdiL‘ = o
r+1
o Fir f(z)=1=2a"" qgilt
1
—dz = In(x).
/ —dz n(x)
o [Fir f(z) = exp(x) gilt
/exp(m)dm = exp(z).
o Fiir f(z) = = gilt
1
/ T2 dx = arctan(z).
e Fiir die trigonometrischen Funktionen gilt:

/sin(:v)d:v = —cos(z),
/cos(x)dx = sin(z).
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Dariiber hinaus gelten die bekannten Rechenregeln fiir Integrale:

Satz 4.0.6
Es gelten folgende Rechenregeln:

(a) Partielle Integration: Seien f und g stetig differenzierbar. Dann gilt
b , b
/ f(@)g(x)de = [f(x)g(2)], —/ f(@)g (z)dx.
(b) Substitutionsregel: Seien f stetig und g stetig differenzierbar. Dann gilt

b g(b)
/ f(9(2))g (2)de = /() Ft)dt.

Beispiel 4.0.7

e Partielle Integration:

b 1 1 1,1
/ v In(z) dv = |=2°In(x) —/ —2?= dx
0 T~ 2 u W 2
=1'@) =g(z) ) )
1 o1t
= _5352 In(z)| — 5/(1 x dx
1 "L
= 5:1:2 In(x)| — {ZxQL
Ly 2 1, 2
= —b"In(b) — -b° — ¢ In(a) + —a

e Jur Berechnung des Integrals

2
/ 27 cos(z? + 1) dx
0

N | —

2
/ zcos(z? + 1) dr =
0

verwenden wir die Substitution t = g(z) = 2% + 1 und dt = ¢'(z)dz = 2zdx []

Formal miissen wir hier die Funktion ¢ = #(z) nach x differenzieren, d.h. j—i = d%—(mw) = 2x. Anschlie-

Bend rechnen wir mit dt und dz wie mit normalen Zahlen und erhalten dt = 2zdz bzw. dz = dt/(2z).
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Finsetzen und Anwendung der Substitutionsformel liefert

2 2
1
/ zeos(r? + 1) dr = 5/ 27 cos(z? + 1) dz
0 0

1 [° 1
= —/ 2x cos(t)—dt
2/ 2z

1 /5
= 5/1 cos(t)dt

1. . N i
= 3 [sin(t)]} = 5 (sin(5) — sin(1)).

Wichtig: Vergessen Sie nicht, die Intervallgrenzen zu transformieren. In diesem Bei-
spiel lief die Variable x zwischen 0 und 2. Die Variable t = x*+1 lduft damit zwischen

1 (x =0 einsetzen) und 5 (x = 2 einsetzen).

e Ubungsaufgabe: Berechnen Sie

1
/ V1— 22 dx,
0

1
/—dm.
24+ 2x+2

]
Schliefflich betrachten wir noch uneigentliche Integrale.
Definition 4.0.8 (Uneigentliches Integral)
Unter einem uneigentlichen Integral verstehen wir die Integrale
9] 9] b
[ rwas [ e [ s
welche formal definiert sind als
00 b
/ f(x)de = lim / f(x)dx,
a b—oo [,
9] b
/ flz)dz = lim / f(z)dz,
o a——o0,b—00 [,
b b
/ f(x)de = lim f(x)dx.
— 0 a——00 a
]

Beispiel 4.0.9
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(a) Es gilt

| b1 1
/1 —dz = lim —2da: = lim [—:1:_1]11) = lim <1 — g) =1.

Z‘Z b—oo 1 X b—oo b—oo
(b) Es gilt

0 b 1
/ —dr = lim [ =dz = lim [In(z))? = lim (In(b) — 0) = oo.
1

€T b—oo 1 X b—o0 b—oo

4.1 Partialbruchzerlegung

Ist der Integrand eine rationale Funktion der Form

p(z)
fa) =248
®) q(z)
mit Polynomen p und ¢, so lésst sich i.A. nur schwer eine Stammfunktion direkt angeben.
Man behilft sich hier mit der Partialbruchzerlegung von f, die wir an folgendem

Beispiel erkléren.

Beispiel 4.1.1 (Partialbruchzerlegung)

Wir méchten das Integral

r—1

/f(a:) dx mit  f(z) =

2 —x—2

berechnen. Indem wir die Nullstellen des Nenners ausrechnen, stellen wir fest, dass der

Nenner sich schreiben ldsst als
-2 —-2=(r—2)(zx+1).

Wir mochten f darstellen als

a b
J@ ==
Die Koeffizienten a und b werden nun so gewdhlt, dass
x—1 ! a b alz+1)+bzx—2) (a+bzxr+a—2b
f(aj‘) = 3 = —+ = =
x2—x—2 r—2 x+1 (x —2)(z+1) (x —2)(x+ 1)

gilt. Koeffizientenvergleich im Zihler fihrt auf die beiden Gleichungen

at+b = 1
< a =
a—2b = -1
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Damit lifit sich [ darstellen als

1 2
3c—2)  3at1)

fz) =

Mt dieser Darstellung konnen wir leicht das Integral ausrechnen und erhalten:

/f(x) de = /3(x1—2)+3(x2—|—1) d

1 1 2 [ 1
_ 1 de + = d
3/x—2 x+3/x—|—1 v

1 2
= gln(x—Z) +§ln(x—|—1).

Die Vorgehensweise im Beispiel lasst sich allgemeiner durchfiihren, solange der Polynom-
grad des Zahlers kleiner als der Polynomgrad des Nenners ist. O.B.d.A. sei ¢ normiert,
d.h. der Koeffizient vor der hochsten Potenz ist 1. Man benétigt eine Zerlegung des Nen-

nerpolynoms ¢ in Linearfaktoren geméfl
q(z) = (& —z)" - (2 —2)"™ -+ (2 — 20)™, (4.1)

wobei z;, i = 1,...,n, Die Nullstellen von ¢ und r;, ¢ = 1,...,n, deren Vielfachheiten
sind.
Abhéngig von der Vielfachheit der Nullstellen setzt sich die Partialbruchzerlegung von f

aus den folgenden Termen zusammen:

e Falls x; eine einfache reelle Nullstelle ist, wihle den Ansatz

a;

T —T;
e Falls x; eine r;-fache reelle Nullstelle ist, wahle den Ansatz

A1 1 ;2 Qi r;

T — 1z (:r;—a:i)2+“'+(x—xi)”'

e Falls x; eine einfache komplexe Nullstelle ist, wihle den Ansatz

biZL‘ + ¢

(x —x)(x —T;)

Beachte, dass mit x; auch die konjugiert komplexe Zahl z; eine Nullstelle von ¢ ist,
d.h. in (4.1)) tritt neben dem Faktor  — x; auch der Faktor x — z; auf. Den obigen

Ansatz wihlt man fiir beide Faktoren gemeinsam.
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80 KAPITEL 4. INTEGRALRECHNUNG

e Falls x; eine mehrfache komplexe Nullstelle ist, wihle den Ansatz

biiT + ¢ bipT + Cio bi v T + Cip,
: ——— + ’ S+ ’ T
(@—z)(z—2) ((z—z)(z—2)) ((z =) (@ — 2))"
Beachte, dass mit z; auch die konjugiert komplexe Zahl z; eine Nullstelle von ¢ ist,
d.h. in (4.1)) tritt neben dem Faktor (x — z;)™ auch der Faktor (z — ;)" auf. Den

obigen Ansatz wahlt man fiir beide Faktoren gemeinsam.

Beispiel 4.1.2 (Partialbruchzerlegung mit komplexen Nullstellen)

Betrachte die Funktion
2% 4+ 2?4 8246

o) = D ey
Das Nennerpolynom besitzt die komplexen Nullstellen i und +2i. Fiir die Partialbruch-

zerlequng von f wdhlen wir den Ansatz

axr +b cr +d
(x—i)(x+1i) (z—20)(x+210)
ar+b cx+d
22+ 1 +:1:2+4'

flx) =

Bringt man die Briiche auf denselben Nenner, fihrt einen Koeffizientvergleich durch und

lost das resultierende lineare Gleichungssystem (Ubung!), so erhilt man die Lisung

Ubung: Berechne das Integral von f. ]

4.2 Kreise und Kugeln

4.2.1 Fliche eines Kreises
Wir betrachten einen Kreis K mit Radius R um den Nullpunkt und mochten dessen
Flache berechnen. Wir konnen den Kreis auf verschiedene Arten darstellen. In kartesischen

Koordinaten, also dem iiblichen (z, y)-Koordinatensystem, wird der Kreis durch die Menge
K ={(z,y) e R* | 2° +y* < R*}
beschrieben. Den Rand der oberen Kreishélfte kann man darstellen durch die Funktion
flz) =VR? — a2 (—R<z<R).

Der Rand der unteren Kreishélfte ist dann durch — f(z) gegeben. Da der Kreis symme-
trisch ist, ist die Kreisfliche F' gegeben durch

R R
F:2/Rf(x)dx:2/R\/R2—xde.
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4.2. KREISE UND KUGELN 81

Um dieses Integral auszurechnen, verwenden wir die Substitution x = Rsiny mit ¢ €
[—7/2,7/2]. Mit dx = R cos(gp)dy ergibt sich

R
/ VR? — 22dx / \/R2 (1 — sin® ) (R cos(p))dyp
-R —7/2

=cos? p
w/2
= / cos? () dep.
—7/2
Partielle Integration liefert
/2 w/2
/ cos’(¢)dp = [sincos 90]7;/:/2 + / sin? pdyp
—7/2 ~ ~ - —7/2
=0
w/2 w/2
= / 1 — cos® pdp = — / cos? pdp.
—7/2 —7/2

Also:

w/2
/ cos*(¢)dyp = g

—7/2

Einsetzen liefert die Kreisflache
F:2/Rm(m:2gR2:ﬂR2.

4.2.2 Volumen einer Kugel_R

Wie kann man damit das Volumen der Kugel mit Radius R um den Nullpunkt
K ={(z,y,2) € R® | 2” +¢* + 22 < R?*}

berechnen?

Dazu stellen wir uns vor, dass wir den zweidimensionalen Kreis um die x-Achse rotieren
lassen. Schneiden wir die Kugel an der Stelle x parallel zur y-z-Ebene durch, so ergibt sich
ein Kreis mit Radius s = v/R? — 22 und Fliche F(z) = 7s*> = m(R? — 2?). Integration
von F' von —R bis R liefert das Volumen der Kugel geméf

Vo= / Z F(z)dx

= /R(R2 — %) dx

= / R2dx—7r/ 22dx

R
= 2TR®— 1 [lxg]
3 -R
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82 KAPITEL 4. INTEGRALRECHNUNG

4.2.3 Darstellung in Polarkoordinaten

Im vorigen Abschnitt haben wir den Kreis im kartesischen x-y-Koordinatensystem dar-
gestellt. Man kann jedoch auch Polarkoordinaten verwenden. Dabei nutzen wir aus, dass
jeder Punkt (z,y) in der x-y-Ebene ungleich dem Nullpunkt durch dessen Abstand r zum
Ursprung und den Polarwinkel ¢ € [0,27) zwischen x-Achse und Ortsvektor eindeutig
beschrieben werden kann:

xr = rcos(yp),

y = rsin(p).

\j

Mit Hilfe der Polarkoordinaten r» und ¢ kann man einen Kreis mit Radius R sehr gut wie
folgt beschreiben:

K ={(rcosg,rsing) |0<r < R,0< ¢ <27}

4.2.4 Kugelkoordinaten

Zur eindeutigen Darstellung eines Punktes (x,y, z) ungleich dem Nullpunkt werden Ku-
gelkoordinaten r,,0 mit » > 0, ¢ € [0,27) und § € [0,7] verwendet. Der Punkt

(z,y, z) in Kugelkoordinaten lautet

x = rcos(p)sin(f),
y = rsin(p)sin(d),

z = rcos(d).
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y

Damit kann man die Kugel mit Radius R darstellen als

ro | 3

K = {(r cos(p) sin(0), rsin(p) sin(f),rcos(f)) |0 <r <1, p € [0,21), 0 <H <

} |

In Mathematik IIT werden wir lernen, wie man mit der Polarkoordinatendarstellung den

4.2.5 Umfang eines Kreises, Oberfliche einer Kugel

Umfang eines Kreises bzw. die Oberflache einer Kugel berechnen kann. Hierzu muss man
ebenfalls bestimmte Integrale auswerten. Das Ergebnis nehmen wir hier schon vorweg.

Der Umfang eines Kreises mit Radius R betragt
2R (Umfang eines Kreises mit Radius R).
Die Oberflache einer Kugel mit Radius R betragt

47 R? (Oberfliche einer Kugel mit Radius R).
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Kapitel 5

Komplexe Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen ist schon sehr méchtig und umfasst die gesamte Zahlen-
gerade. Allerdings ist die Menge der reellen Zahlen fiir bestimmte Aufgaben noch nicht

ausreichend. Mochte man z.B. die Gleichung
2>+ 1=0 (5.1)

iiber den reellen Zahlen 16sen, so ist dies nicht moglich, da in R kein solches x existiert. Sol-
che Probleme treten z.B. bei der Bestimmung von sogenannten Eigenwerten auf, die u.a.
bei der Stabilitdtsanalyse von technischen Systemen und insbesondere in der Regelungs-
technik sehr wichtig sind.

5.1 Definition und Rechenregeln
Um auch Gleichung (5.1)) 16sen zu kénnen, fiihren wir eine neue ,,Zahl* mit dem Symbol

1 ein. Beachte allerdings, dass ¢ keine Zahl im Sinne der reellen Zahlen ist, sondern ein

zusétzliches Objekt, mit dem man rechnen kann.

Definition 5.1.1 (die imaginire Zahl i)
Die imaginire Zahl i ist definiert als Lisung der Gleichung (5.1), d.h. sie erfiillt

it =—1.

[ .

Mithilfe der imaginiren Zahl ¢ besitzt die Gleichung 22 + 1 = 0 zwei Losungen, namlich
1 = +i und xy = —1.
Die komplexen Zahlen erhalten wir nun durch Summenbildung von reellen Zahlen und

reellen Vielfachen der imaginiren Zahl i.

Definition 5.1.2 (komplexe Zahlen)
Die komplexen Zahlen sind definiert als die Menge

C:={a+ib|acRbe R}

'Hiufig findet man die Schreibweise i := /—1, woraus allerdings —1 = i -1 = /—1-+y/—1 =
\/(=1) - (=1) = V1 = 1 folgen wiirde. Daher sollte diese Schreibweise vermieden werden.
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5.1. DEFINITION UND RECHENREGELN 85

Fiir eine komplexe Zahl z = a + ib heifit a der Realteil von z und b der Imaginirteil
von z. Wir schreiben Re(z) = a und Im(z) = b.
Mit Z := a — ib wird die konjugiert komplexe Zahl von z bezeichnet.

Komplexe Zahlen der Form ib mit b € R heiffen imaginire Zahlen. [

Da die imaginére Zahl ¢ keine reelle Zahl ist, stellen wir uns die komplexen Zahlen in einer

Ebene, der sogenannten Gauf3’schen Zahlenebene, vor, siche Abbildung 5.1}

Im i

ib -

—ib—

Abbildung 5.1: GauBl’sche Zahlenebene: Komplexe Zahl z und konjugiert komplexe Zahl

zZ.

Betrachtet man nur komplexe Zahlen mit Imaginérteil gleich Null, so sind dies gerade die
reellen Zahlen, d.h. es gilt
R C C.

Mit Hilfe der Gaufy’schen Zahlenebene kénnen wir die komplexen Zahlen auch als Vektoren

interpretieren. Der Betrag der komplexen Zahl z = a + ib ist definiert als
|z| := Vab + b2,

was gerade der Liange des Vektors vom Nullpunkt zur komplexen Zahl a + b in der
Gaufy’schen Zahlenebene entspricht.

Mit komplexen Zahlen kann man normal rechnen, wenn man i? = —1 beachtet.

Rechenregeln:

(i) Seien z; = a3 +1ib; und ze = as+iby komplexe Zahlen. Die Summe z = z; + 25 lautet

Z=21+ 2 = (CL1 + Zbl) + (CLQ + ZbQ) = (a1 + ag) + ’l(bl + bg),
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86 KAPITEL 5. KOMPLEXE ZAHLEN

also Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2) und Im(z1 + 2z2) = Im(z1) + Im(z2).
Die Differenz z; — zo wird analog gebildet.

(geometrische Interpretation: Vektoraddition)
(ii) Seien z = a + ib und ¢ € R. Die Multiplikation mit ¢ lautet
c-z=c-(a+1ib) = (c-a)+i(c-b),

d.h. Re(c- z) = cRe(z) und Im(c- z) = cIm(z).

(geometrische Interpretation: Vektorskalierung)

(iii) Seien z; = aj + ib; und 2o = ay + by komplexe Zahlen. Das Produkt der beiden
Zahlen lautet
Z1 Ry = (a1 + Zbl) . ((12 + Zbg)
= ay - (ag +iby) + (iby) - (ag + ibs)
= aas + ialbz + ib1a2 + i2b11)2

= (ajag — bibe) + i(arby + byas),

d.h. Re(z1-29) = Re(z1)-Re(z2) —Im(z1)-Im(z) und Im(z1-25) = Re(z1)-Im(z)+
Im(z) - Re(z).

(iv) Sei z = a + ib. Dann gilt nach (iii)

z-Z=(a+1b)-(a—ib) =a®+b* = |z]>.

(v) Seien z; = a; + iby und zo = ag + iby komplexe Zahlen mit zo # 0. Die Division der
Zahlen liefert

z1 a; + iby

Z9 as + ZbQ
a; + Zbl Ao — sz

as + ZbQ a9 — Zbg
(CL1(L2 + blbg) + i(blag - albg)
|22

?

d.h. Re(i_;) - Re(zl)‘Re(22|)z+2‘12m(21)‘1m(22) und [m(i_;> _ Im(zl)‘R6(22|)Z;|1236(Z1)'Im(22).

Beispiel 5.1.3
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5.2. POLARKOORDINATEN 87

(1) Fir zy =3+ 2i und z0 =5 — i erhalt man:

21+ 29 = 8+ i,
21— Ry = -2+ 32,
21 Ry = 17 + 7@,
21 1 1 .
29 2 2 ’

(11) Allgemein gelten fiir z € C die Formeln

242z = 2Re(z),
z—z = 2ilm(z).

Beachte, dass zwei komplexe Zahlen z; = a; + ib; und 2o = as + iby genau dann gleich

sind, wenn Real- und Imaginérteil gleich sind, d.h.
Z1 = 29 <— a1 = ay und b; = bs.

Bemerkung 5.1.4
Die komplexen Zahlen versehen mit der tblichen Addition + und der Multiplikation -
erfiillen wie die reellen Zahlen Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz. Die Zahl
0 ist das Nullelement und die Zahl 1 ist das Einselement der komplexen Zahlen. Dariiber
hinaus existiert zu jeder komplexen Zahl z ein additiv inverses Element (ndmlich —z) und,
falls z # 0 gilt, ein multiplikativ inverses Element (ndmlich 1/z).
Ubung: Weise die Regeln A1-A4, M1-M} und D aus dem Abschnitt iber reelle Zahlen

nach. n

Bemerkung 5.1.5
Anders als die reellen Zahlen sind die komplexen Zahlen nicht angeordnet, d.h. es gibt i. A.
keine Ordnungsrelationen < oder > zwischen zwei komplezen Zahlen. Man kann also fiir
zwet beliebige komplexe Zahlen nicht sagen, ob eine kleiner oder grifer ist als die andere.

Fiir reelle Zahlen ist dies natiirlich moglich. [

5.2 Polarkoordinaten

Die Darstellung z = a + ib einer komplexen Zahl nennt man Normalform von z. Man

kann komplexe Zahlen jedoch auch in sogenannten Polarkoordinaten durch ihre Léange
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88 KAPITEL 5. KOMPLEXE ZAHLEN

und den Winkel ¢ € [0,27) zwischen der reellen Achse (Realteil) und dem Vektor vom
Nullpunkt zur Zahl z = a + ib beschreiben, vgl. Abbildung (5.2

a=|zlcosp, b=|z|sing — 2z =|z] (cosp +isingp).
Im i
1
12 o
T ! |lzIsin @
| h \) | L,
| | | >
lzlcos @ Re

Abbildung 5.2: Gaufy’sche Zahlenebene: Komplexe Zahl z und Darstellung in Polarkoor-

dinaten iiber Lange und Winkel.

Satz 5.2.1

Jede komplexe Zahl z = a + b ldsst sich in Polarkoordinatenform
z =1 (cosp + isinyp)

mit r > 0 und ¢ € [0,27) darstellen. Fiir z # 0 ist die Darstellung eindeutig. ]

Definition 5.2.2
Der Winkel ¢ in der Polarkoordinatendarstellung von z heifft Argument von z, in

Zeichen: ¢ = Arg(z). n
Das Argument von z = a + ib berechnet sich mit Hilfe der Beziehung
b b
tanp = - =— @ = arctan —,
a a

wobei beriicksichtigt werden muss, in welchem Quadranten z liegt, und der Fall a = 0
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5.3. EULER’SCHE FORMEL 89

muss gesondert betrachtet werden. Es ergibt sich

( arctang, fira > 0,b > 0,
R fira=0,b> 0,
p=< T+ arctan%, fiir a < 0,
37”, fir a =0,b <0,
\ 27T+arctang, fiir a > 0,b < 0.

Fiir a = b = 0 ist das Argument nicht eindeutig definiert.

Beispiel 5.2.3
Die Zahl tb, b > 0, lautet in Polarkoordinatendarstellung

ib="0- (cosg+ising).

Die Zahl —1 — @ lautet in Polarkoordinatendarstellung

) )
—1—i:\/§-(cos£+isin£).

5.3 Euler’sche Formel

Mit der von Euler eingefithrten komplexen Exponentialfunktion
exp(ip) 1= €'¥ := cos p + isin p

laB3t sich z schreiben als

z=a+bi = |z]exp(ip).

Damit 148t sich die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; = |z1]| exp(ip1) und 2z =

|zo| exp(ips) sehr schon geometrisch darstellen. Das Ergebnis lautet (nachrechnen!)

21 -2 = |21| - |22 - exp(i(p1 + @2)),

d.h. das Produkt zweier komplexer Zahlen ist eine Drehstreckung mit der Linge |21]-|z2|
und dem Winkel ¢ + @9, vgl. Abbildung
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Im A
VARREYS) T
ER T
Z9 21
T |22
| 1]
Y1+ P2 -
(ps
| | | -
T T T T

Abbildung 5.3: Gaufi’sche Zahlenebene: Multiplikation komplexer Zahlen z; und z, als
Drehstreckung.

Mit Hilfe der Interpretation der Multiplikation zweier komplexer Zahlen als Drehstreckung
ergibt sich sofort der folgende Satz:

Satz 5.3.1 (Euler-Moivre Formel)
Sei z = r(cos p + ising) gegeben. Dann gilt

2" =r"(cos(ny) + isin(nyp))
fiirn € N. [

Die Euler-Moivre Formel ist niitzlich, um Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus zu
gewinnen.
Beispiel 5.3.2

Aus z = cosp + isin g ergibt sich durch Ausmultiplizieren
2% = (cosp +isin)? = (cos? ¢ — sin? ) + i(2sin p cos ).
Die Fuler-Moivre Formel liefert

2* = cos(2¢) + isin(2¢p).
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Vergleich von Real- und Imagindrteil liefert

cos(2p) = cos®p —sin? ¢,

sin(2¢) = 2sinpcos p.

5.4 Nullstellen quadratischer Gleichungen und Polynomnullstel-

len

Mit Hilfe der komplexen Zahlen lassen sich die Nullstellen quadratischer Polynome ange-

ben. Betrachte dazu die Polynomgleichung
ar* +br+c=0 mita #0.

Die Nullstellen x; und x5 sind gegeben durch die bekannte Formel

—b+Vb? —4dac
2a ’

Ti2 =

Ist die sogenannte Diskriminante D = b* — 4ac gréBer oder gleich Null, so sind die
Nullstellen x; und x5 reelle Zahlen.
Mithilfe der komplexen Zahlen ist die Losungsformel aber auch im Fall D = b? — 4ac < 0

verwendbar. Die Nullstellen z; und x5 sind dann komplexe Zahlen.

Beispiel 5.4.1
Fir
> —4x+5=0

liefert die Formel die Nullstellen
4416 —2 1
T1s = # — 24 SVd=2£V-T=24i

Damit besitzt die Gleichung die beiden komplexen Nullstellen 2 + i und dessen konjugiert
komplexe Zahl 2 — 1. [

Es gilt folgender Satz:

Satz 5.4.2
Jedes quadratische Polynom ax® + bx + ¢ mit Koeffizienten a,b,c € R, a # 0, hat genau
zwei Nullstellen 1,19 € C, die eventuell zusammenfallen. Es gilt az® + bx + ¢ = a(x —

x1)(z — x9). =
Der Satz gilt analog auch fiir allgemeine Polynome:
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Satz 5.4.3 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom vom Grad n
() = apt" + ap_12™ 4 arr + ag

mita; € C, j=0,1,...,n, a, # 0 besitzt iber C genau n Nullstellen xy, ..., x, (mehrfa-
che Nullstellen werden nach ihrer Vielfachheit gezihlt) und es gilt

Pn(x) = an(z — 1)+ (x —20) = @ H:c—xj

FEine solche Darstellung von p, nennt man Zerlegung von p, in Linearfaktoren. Die

Terme (x — ;) mit j =1,...,n heiffen Linearfaktoren von p,. m

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ein Polynom n-ten Grades also hochstens n
reelle Nullstellen, aber stets genau n Nullstellen in den komplexen Zahlen. Es gibt leider
nur in Spezialfillen, etwa fiir quadratische Gleichungen, explizite Formeln zur Bestimmung
der Nullstellen.

(© 2013 by M. Gerdts



Kapitel 6

Vektorrechnung

Das Ziel dieses Kapitels ist es, Vektoren einzufithren und geometrisch zu motivieren.
Dariiber hinaus werden Konstrukte wie Skalarprodukt, Kreuzprodukt und Spatprodukt

eingefiihrt, die in den Ingenieurwissenschaften haufig Anwendung finden.

Wir unterscheiden im Folgenden zwischen skalaren Groéfien und Vektoren. Skalare
Grofen sind reelle Zahlen und beschreiben zum Beispiel die Zeit, die Dichte, die Lange,
die Temperatur, die potenzielle oder kinetische Energie eines Objektes. Skalare Grofien
lassen sich auf der Zahlengeraden darstellen, sie enthalten jedoch keine Information iiber
Richtungen. Damit sind skalare Groflen geeignet, um zum Beispiel die Grofle einer auf
einen Korper einwirkende Kraft anzugeben, aber sie sind nicht geeignet, um die Richtung

der einwirkenden Kraft anzugeben.

Hier kommen Vektoren ins Spiel, die in der Physik zum Beispiel eine auf einen Korper
wirkende Kraft, ein Drehmoment, eine Stromungsrichtung, eine Geschwindigkeitsrichtung
oder eine Beschleunigungsrichtung darstellen. Vektoren enthalten neben ihrer Lénge ins-
besondere eine Richtungsinformation und wir stellen uns Vektoren geometrisch als ge-
richtete Pfeile in einem ebenen oder rdumlichen kartesischen Koordinatensystem mit
Ursprung 0 vor, vgl. Abbildung [6.1 Zur geometrischen Veranschaulichung der Begrif-
fe beschrénken wir uns weitestgehend auf den 2-dimensionalen (ebenen) Fall, man kann

Vektoren aber vollig analog auch in n-dimensionalen Rdumen betrachten.

Bemerkung 6.0.4 (Schreibweisen)
Fiir Vektoren haben sich die verschiedensten Schreibweisen eingebiirgert. In dieser Veran-

staltung schreiben wir einen Vektor stets in der Form x. Alternative Schreibweisen sind:

o x (keine besondere Kennzeichnung als Vektor; wird hdufig in der Mathematik be-

nutzt; es muss aber klar gesagt werden, dass x ein Vektor ist.)

e x (fett geschriebene Buchstaben)

e x (unterstrichene Buchstaben)
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Y

- ai
a =
(0 e il Qs

Y

Abbildung 6.1: Geometrische Darstellung von Vektoren: Einheitsvektoren €1 und €5 sowie

Vektoren @ und —d.

Das 2-dimensionale (ebene) Koordinatensystem (bzw. die Ausrichtrung dessen Achsen)

wird durch die beiden senkrecht aufeinander stehenden Einheitsvektoren

. 1 ., 0
61Z:[0] und 6222[1]

Héufig bezeichnet man €1 auch mit é; und €3 mit €,, um die Assoziation mit der z- bzw.

festgelegt.

Bemerkung 6.0.5

y-Achse herzustellen. [

- a1
a .=
a2

im zweidimensionalen Raum ist definiert durch seine Komponenten oder Koordinaten

Ein Vektor

a; € R, die den Anteil in Richtung des Einheitsvektors ¢7 (also in x-Richtung) angibt,
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6.1. MULTIPLIKATION MIT SKALAREN 95

und as € R, die den Anteil in Richtung des Einheitsvektors €5 (also in y-Richtung) angibt.
Die komponentenweise Darstellung eines Vektors @ mit Komponenten a; € R und a, € R
bezieht sich dabei immer auf das fest gewédhlte Koordinatensystem, das bei uns immer
das bekannte kartesische (d.h. rechtwinklige) Koordinatensystem sein wird, welches durch

die Einheitsvektoren €7 und €5 aufgespannt wird.

Bemerkung 6.0.6
Durch Parallelverschiebung eines Vektors erhalten wir beliebig viele Vektoren mit derselben
Ausrichtung und derselben Ldnge, die lediglich in verschiedenen Punkten des Koordinaten-
systems starten. Alle diese Vektoren werden als gleich angesehen. Als Stellvertreter dieser

Klasse von Vektoren wdhit man den vom Ursprung 0 ausgehenden Vektor. [

Zwei Vektoren @ und b sind genau dann gleich, wenn ihre Komponenten gleich sind, d.h.

b
[a1]:[1] <= a; = by und ag = bs.

Q2 bo

6.1 Multiplikation mit Skalaren

ein Vektor. Die Multiplikation mit einem Skalar A € R ist definiert als

xazA[all:[A'“].
(05} )\'CZQ

Geometrisch handelt es sich um eine Skalierung der Lange des Vektors, wobei die Richtung

.o ai
Sela:[

a2

des resultierenden Vektors im Fall A > 0 gleich der von @ und im Fall A < 0 entgegengesetzt

0
ol
Satz 6.1.1 (Rechenregeln)
Seien @ und b Vektoren und \ und W reelle Zahlen. Dann gelten die folgenden Distribu-

zu @ ist. Im Fall A\ = 0 entsteht der Nullvektor 0 =

tivgesetze:
(a) A+ p)d = \d+ pud

(b) N@+Db) =A@+ A\b
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6.2 Vektoraddition

— b —
Seien d = [ @ ] und b = ' | Vektoren. Die Summe von @ und b ist definiert als
a2 2
R a b a; +b
a+b=| "1+ =",
Qo bg as + b2

d.h. es wird also komponentenweise addiert. Geometrisch ergibt sich die Summe zweier
Vektoren mit Hilfe einer Parallelverschiebung, vgl. Abbildung 6.2

Y

Abbildung 6.2: Geometrische Darstellung der Addition von Vektoren durch Parallelver-

schiebung.

Mit Hilfe der Einheitsvektoren e; und €5 lasst sich der Vektor
- aq
a =
a2

a1

darstellen als

a = a16] + ag€s = [ +

Satz 6.2.1 (Rechenregeln)

Seien d, b und & Vektoren. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:
(a) Kommutativgesetz: @+b=b—+a

(b) Assoziativgesetz: (@ +b) +¢=a+ (b+ &)
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6.3 Lange eines Vektors

Die (euklidische) Lénge des Vektors

- ai
a =
a2

ist nach dem Satz von Pythagoras gegeben durch

]l := 4/ ai + a3.

Der Operator || - || (genannt Norm) ordnet hierbei jedem Vektor seine euklidische Lange

zu. Ein Vektor mit Lénge 1 heiit normiert.

Alternative Schreibweisen: Haufig schreibt man anstatt ||@|| auch |a| oder a (vor allem

in Physik gebrauchlich) oder einfach a.
Bemerkung 6.3.1

Man kann die Linge eines Vektors auch anders definieren, etwa durch ||@||y := |a1| + |az|
(Manhattan-Abstand) oder durch ||@]|s := max{|ai|, |as|}. "

Satz 6.3.2 (Rechenregeln)
Seien @ und b Vektoren und A € R. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(a) Dreiecksungleichung: |||@| — ||bl|| < |@+ b|| < ||@|| + ||b]|

(b) [IAall = |Alllall

6.4 Ortsvektoren und Verbindungsvektoren

Der Vektor vom Koordinatenursprung zum Punkt P = (py, p2) heifit Ortsvektor von P

P1
P2
Fiir zwei gegebene Punkte P = (p1, p2) mit Ortsvektor p'und @ = (q1, ¢2) mit Ortsvektor

¢ heifit der Vektor
qa— N
q2 — P2

Verbindungsvektor von P nach (). Er hat die Lange

und ist durch

—

gegeben.

— —

17— 21 = V(a1 — p1)? + (g2 — ps)?
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und gibt den Abstand der Punkte P und () an.

Beispiel 6.4.1 (Parameterdarstellung einer Geraden)
Sei P ein gegebener Punkt mit Ortsvektor p und 7 # 0 ein Richtungsvektor. Die durch die
Vektoren

F(t) = p+tF, teR,

gegebenen Ortsvektoren liegen alle auf der Geraden
g:={Z(t) [t € R}

durch P mit Richtung 7.

)
=l

Y

Abbildung 6.3: Darstellung einer Geraden.

Beispiel 6.4.2 (Parameterdarstellung einer Ebene)
Sei P ein gegebener Punkt mit Ortsvektor p und 71,73 # 0 Richtungsvektoren. Die durch
die Vektoren

f(tl,tg) ::ﬁ—l—tlﬁ +t27“_é, tl,tg € R,
gegebenen Ortsvektoren liegen alle auf der Ebene
FE = {f(tl,tg) | ti,t9 € R}
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Abbildung 6.4: Darstellung einer Ebene.

6.5 Skalarprodukt (Inneres Produkt)

Wir haben bereits gesehen, wie die Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor aus-
sieht. Es stellt sich die Frage, ob auch Vektoren miteinander multipliziert werden kénnen.
Dies kann auf verschiedene Arten erfolgen. Wir beginnen mit dem Skalarprodukt zweier

Vektoren und betrachten spiter das Kreuzprodukt.

Definition 6.5.1 (Geometrische Definition des Skalarprodukts)

Das Skalarprodukt (auch Inneres Produkt genannt) (@,b) zweier Vektoren @ und b
st definiert als

—.

(@,b) == ||| - [|bl] - cos ¢,
wobei ¢ den zwischen @ und b eingeschlossenen Winkel bezeichnet.

Alternative Schreibweise: Hdufig findet man auch die Schreibweise @- b anstatt (a,b).
n

Bemerkung 6.5.2
Beachte, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren eine reelle Zahl und nicht etwa ein Vektor

1st! n

Stehen die Vektoren @ und b senkrecht aufeinander, d.h. gilt ¢ = +90°, so gilt cosp =0

-

und damit auch (@, b) = 0.
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Definition 6.5.3 (Orthogonalitit, Orthonormalitit, Normalenvektor)

(a) Zwei Vektoren @ # 0 und b # 0 heifien orthogonal (in Zeichen @ L b), wenn

—

(a,by =0 gilt.

—

(b) Zwei Vektoren @ # 0 und b # 0 heifen orthonormal, wenn (@,b) = 0 und ||@|| =
16| = 1 gelten.

(c) Ein Vektor it der Lange ||7i|| = 1, der senkrecht auf einer Geraden oder einer Ebene
steht, heifst Normalenvektor.

]
Beispiel 6.5.4 (Skalarprodukt der Einheitsvektoren)
Fiir die Finheitsvektoren
. 1 . 0
€1 = , €y =
o T
gilt
<€za€]> _513 (Zuj S {071})7
wobei
{ 1, fallsi=j,
5,']' =
0, sonst
das Kronecker-Symbol bezeichnet. [

Beispiel 6.5.5 (Arbeit im Kraftfeld)
Es soll die Arbeit berechnet werden, die von einem homogenen Kraftfeld an einem Massen-
punkt verrichtet wird, der sich entlang einer Geraden von A nach B durch das Kraftfeld
bewegt. Analoge Anwendungen ergeben sich bei der Betrachtung von Elektronen in einem

Magnetfeld oder eines geladenen Drahtes in einem elektrischen Feld.

P

QO\ I |

A B

|

Y

§=AB

Die am Massenpunkt verrichtete Kraft lautet
W= |[F[ - [[5]] - cos(p) = (F, 5).

(© 2013 by M. Gerdts



6.5. SKALARPRODUKT (INNERES PRODUKT) 101

Diese Formel kann man sich wie folgt tiberlegen: Interessant fiir die Arbeit ist derjeni-
ge Kraftanteil von ﬁ, der in Richtung von § wirkt. Dazu zerlegen wir F in einen zu §

parallelen Anteil F. (Projektion von F auf §) und einen zu § senkrechten Anteil FL:

Satz 6.5.6 (Rechenregeln)
Seien @, b und & Vektoren. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:
(a) Kommutativgesetz: (@,b) = (b, a)
(b) Distributivgesetz: (@, b+ &) = (@, b) + (@, &)

(c) Zusammenhang von Linge und Skalarprodukt: (@, d) = ||al|?

BB 1cilc (a) und (c) ergeben sich sofort aus der Definition.

Fiir Teil (b) nutzt man folgende geometrische Betrachtung:

S

¥

|
|
bz = ||b]| cos ¢ a

Im linken Bild ist bz := ||b]| cos ¢ die Lénge der Projektion des Vektors b auf den Vektor
a. Fiir das Skalarprodukt gilt dann

-

(@,b) = |lal| - |B]] - cos = || - ba-

Analog gilt fiir ¢
(@,c) = |laf| - ca.
und fiir b+ &
(@b +2e) = |d] - (b+c)a,

wobei (b + ¢)z die Lénge der Projektion von b+ & auf @ bezeichnet.

(© 2013 by M. Gerdts



102 KAPITEL 6. VEKTORRECHNUNG

Aus dem rechten Bild ist ersichtlich, dass
ba +ca = (b+ ¢)z
gilt. Damit folgt
(@b+e = lal-(b+ca

@] - (ba + ca)

@]l - bz + [|l| - ca

= (a,b)+ (a,o).

Beispiel 6.5.7 (Hesse’sche Normalform einer Geraden)
Sei i € R? ein Vektor mit ||7i]| = 1 und ¢ € R eine gegebene Zahl mit ¢ > 0. Die Menge

g=A{7 € R*| (i, 7) =}

beschreibt eine Gerade im R?, welche in der sogenannten Hesse’schen Normalform

dargestellt ist. Die Gerade enthdlt den Punkt cii wegen
(i, eniy = c||7i|| = c.

Desweiteren verliuft die Gerade g senkrecht zu 1, denn fiir beliebige &,y € g gilt

(M, 2 —9) = (,Z) — (,§) =c—c=0.

Im dreidimensionelen Raum R3 kénnen Ebenen in analoger Weise durch die Hesse’sche

Normalform beschrieben werden. [

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann ohne den Cosinus berechnet werden. Seien dazu

s b
c?:au?ﬁ—az@}:[al] und b=b163+52€§=[ 1]

a2
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in Koordinatenform gegeben. Mit Hilfe der Einheitsvektoren, des Kommutativgesetzes

und des Distributivgesetzes folgt dann

-

(d,b) = (a1€1 + az€3,b1€1 + baé3)
= (a1€1 + az63, b1€1) + (a1€] + as€3, byé3)

= (a1b1) (€1, €1) +(azby) (€3, €1) +(arbe) (€1, €3) +(azbs) (€3, €3)
=1 =0 =0 =1
= a1b1 + agbg.

Damit ist folgender Satz bewiesen, der analog auch fiir allgemeine Vektordimensionen gilt:

d’z[all und g:[bll.
(45} b2

(@,b)y = ||| - ||b]| - cos ¢ = a1by + asbs.

Satz 6.5.8

Gegeben seien Vektoren

Dann gilt

Fiir Abschétzungen ist der folgende berithmte Satz niitzlich, der ebenfalls fiir allgemeine

Vektordimensionen gilt:

Satz 6.5.9 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)
Fiir Vektoren @ und b gilt

—

(@, b) |12

< [la]

bzw. in Koordinatenschreibweise

la1by + aghy| < \/a% +a3 - \/b% + b3.

Mit Hilfe von Satz kann das Skalarprodukt leicht berechnet werden. Definition [6.5.1]
kann dann benutzt werden, um den Winkel zwischen zwei Vektoren geméfl

-

@, b)

@] - [lo]

coS @ =

zu bestimmen.

Beispiel 6.5.10 (Winkel zwischen Vektoren)
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(a)

(b)

Beispiel 6.5.11 (Winkel zwischen Geraden und Ebenen)

(a) Sind 1 und r3 Richtungsvektoren von zwei Geraden g, und go, so erfillt der Winkel
© zwischen den Geraden die Gleichung

(ri,73)

COS (Y = —— —.
AT

(b) Sind n} und ny Normalenvektoren von zwei Ebenen Ey und Es, so erfillt der Winkel
@ zwischen den Ebenen die Gleichung
(n1,m3)

COS (P = ———"——.
AR

(c¢) Ist ii ein Normalenvektor der Ebene E und 7 ein Richtungsvektor der Geraden g,
so erfillt der Winkel ¢ zwischen der Ebene und der Geraden die Gleichung

ﬂ_@)_ (1, 7)

sin ¢ = cos (—
2 R

St
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Bei der Umkehrabbildung von cos zur Bestimmung von ¢ ist es in obigen Fdllen diblich,

den kleineren Winkel zu wdhlen, also ¢ aus [0,7/2] zu wdhlen. "

6.6 Kreuzprodukt (Vektorprodukt, AuBeres Produkt)
Das Skalarprodukt ist nicht die einzige Moglichkeit, eine Multiplikation von Vektoren

gleicher Dimension zu definieren. Eine weitere Moglichkeit bietet das sogenannte Kreuz-
produkt zweier Vektoren im R3, welches als Resultat wieder einen Vektor im R? liefert.
Das Kreuzprodukt wird haufig in der Mechanik zur Beschreibung von Momenten und

Winkelgeschwindigkeiten verwendet.

Definition 6.6.1 (Kreuzprodukt, Vektorprodukt, AuBleres Produkt)

Seien
aq bl
a= az y g = b2
as b3

Vektoren im R®. Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt, AuBeres Produkt) @ x b ist
definiert als

a2b3 — a3b2
axb:= a3b1 — a1b3
arby — ashy

Satz 6.6.2 (Eigenschaften)
Das Kreuzprodukt ¢ = a x b zweier Vektoren a, b € R3 besitzt folgende Figenschaften:

(a) € ist orthogonal zu @ und b, d.h. es gilt (¢,@) = (¢,b) = 0.
(b) Die Vektoren d, b und € bilden ein Rechtssystem, d.h. wenn Daumen und Zeige-
finger der rechten Hand in Richtung d und b zeigen, dann zeigt ¢ in Richtung des

angewinkelten Mitterfingers.

(c) Es gilt |@| = ||@]| - ||b]| - sin ¢, wobei ¢ den zwischen @ und b eingeschlossenen Winkel
bezeichnet. Damit gibt ||| gerade den Flicheninhalt des von d@ und b aufgespannten

Parallelogramms an.

Beispiel 6.6.3 (Flicheninhalt eines Dreiecks)

Betrachte ein im Raum liegendes Dreieck, dessen Eckpunkte durch die Ortsvektoren w, v, w €
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R3 beschrieben werden. Der Flicheninhalt ist dann gegeben durch

F = S|l(@ = @) x (7 = ).

£y

g

\j

<y

Beispiel 6.6.4 (Drehmoment)

Greift eine Kraft F im Punkt 7 (gemessen vom Schwerpunkt des Korpers) an einem

drehbaren, starren Korper an, so ergibt sich das Drehmoment

M =7 x ﬁ,
vgl. Abbildung. v}
]
%7777;\;777
L F

Der Betrag des Drehmoments betrigt | M|| = ||7]] - | F|| - sin ¢, wobei ||F|| -sin¢ gerade die
auf 7 senkrechte Kraftkomponente von F ist. Der Vektor 7 bzw. dessen Linge ||| wird

auch als Hebelarm bezeichnet. n

Beispiel 6.6.5 (Bahngeschwindigkeit)
Die Winkelgeschwindigkeit & ist ein Vektor, der die Drehachse und Geschwindigkeit einer
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Rotationsbewegung angibt. Die Richtung von & ist dabei senkrecht zur Rotationsebene.
Bewegt sich ein Teilchen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit auf einer Bahn mit Radi-

usvektor 7, so ergibt sich dessen Bahngeschwindigkeit ¥ aus
V=W XT,

siehe Abbildung (Quelle: Wikipedia).

-

@

ht
<l

Durch Nachrechnen (bitte machen!) ergeben sich folgende Ergebnisse fiir die Einheitsvek-

toren €7, €5 und €3:

€1 X €] = €3 X €5 = €3 X €5 = 6,
1xeéy=—(épxe) = é,
€1 xe3=—(€3xé1) = —é3,
€ x e3=—(€3 X é) = €.

Diese Ergebnisse legen die Vermutung nahe, dass das Kreuzprodukt paralleler Vektoren
den Nullvektor ergibt. Desweiteren zeigt sich, dass das Kreuzprodukt nicht kommutativ
ist, sondern dass das Vertauschen der Reihenfolge der Vektoren zum entgegengesetzten

Kreuzprodukt-Vektor fiihrt. Diese Beobachtungen gelten allgemein:
Satz 6.6.6

Seien d, b und & Vektoren im R®. Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Sind @ und gpamllel, d.h. es gibt A\ € R, A\ £ 0, mit @ = )\g, so gilt @ x b=0.

(b) Rechenregeln:

axb = —(Hxﬁ),
(A@) xb = d@x () = A@xb),
Ax(b+d) = axb+axd
(@+b)xé = AxC+bxé
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(c) Es gilt die GraBmann-Identitit

—

i x (bx &) = (a@db— (ab)c.
(d) Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ, d.h. im Allgemeinen gilt
(@xb)xé#adx (bxa).
(Finde ein Beispiel hierfir! Finde auch Spezialfille, fiir die Gleichheit gilt!)

Mit Hilfe des Kreuzprodukts kann die Hesse’sche Normalform einer Ebene leicht berechnet

werden.

Beispiel 6.6.7 (Berechnung der Hesse’schen Normalform einer Ebene aus der
Parameterdarstellung)
Gegeben sei ein Ortsvektor p € R® und zwei Richtungsvektoren 11,75 € R3, die die Ebene
E aufspannen. Ein Normalenvektor fiir die Ebene ist dann durch

L T1IXT

n= ==y

I71 % 73]

gegeben. Eine Darstellung der Ebene in Hesse’scher Normalform lautet dann
E:{f€R3|<ﬁ,f—]§>:0}7

wobei der Vektor i aus Konventionsgriinden noch mit —1 multipliziert werden muss, falls
(1i,p) < 0 ist (Beachte, dass mit i auch —7 ein Normalenvektor ist!). Insbesondere ist

|(71, p)| der Abstand der Ebene zum Ursprung. =

Beispiel 6.6.8 (Richtung der Schnittgeraden zweier Ebenen)
Betrachte zwei sich schneidende Ebenen mit Normalenvektoren ny, s € R3. Gesucht ist
die Richtung 7 der Schnittgeraden der Ebenen.
Offenbar ist 7" dann orthogonal zu ny und ny, d.h. wir suchen einen Vektor, der senkrecht

auf beiden Normalenvektoren steht. Fin solcher Vektor ist gegeben durch

—

r= n_i X Na.

Jedes Vielfache von 7 ist ebenfalls geeignet. [

Beispiel 6.6.9 (Abstand eines Punktes von einer Geraden)

Die Gerade g liege in Parameterform
g={7eR®|Z=p+tr,t € R}

mit Ortsvektor ' und Richtungsvektor 7 # 0 vor.
Gesucht ist der Abstand d des Punktes () mit Ortsvektor ¢ zur Gerade g.
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Es gilt
d = ||q—pllsine,
I@=p) <7l = [lg=pl - I7] - sing = d]|],
. la-p <
I171]
]

Beispiel 6.6.10 (Abstand windschiefer Geraden)
Gegeben seien die Geraden g, und go in Parameterform
g = {feR|F=p; +tr,teR]},
g = {TeR®|¥=p;+trs,t € R},

wobei 11 und r5 nicht parallel seien.
Gesucht ist der Abstand d der Geraden.

Wir betten die Gerade in parallele Ebenen

B = {ZeR’|Z=pi 4+t +tars, t, 2 € R},
B, = {feR®|F=py+tir] +tors, 1,1, € R}

(© 2013 by M. Gerdts



110 KAPITEL 6. VEKTORRECHNUNG

ein und bestimmen den Abstand der Ebenen.

Es gilt
d = |p2—pillcos g,
n = =£(r1 x7r3),
cos - =
193 — pill - (17|
und damat
p—pn)y 2Py —p,m x ) (0 — P, X )
d= = =
7] l71 > 73| I71 > 73|
Nicht parallele Geraden mit Abstand d > 0 heiffen windschief. [

6.7 Spatprodukt

Das Spatprodukt setzt sich aus Kreuz- und Skalarprodukt zusammen.

Definition 6.7.1 (Spatprodukt)
Fiir gegebene Vektoren d, g, ¢ € R? ist das Spatprodukt [, b, ] definiert durch

Fur
ai by 1
6 = a9 s b = bQ s 5: Co
as b3 C3

ergibt sich durch Nachrechnen die Formel

[a, g, C—] = (a2b3 — a3b2)01 + (G3b1 — albg)CQ + (a162 — a2b1)03.
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Das Spatprodukt ist niitzlich, um Volumina von geometrischen Objekten zu berechnen.

Beispiel 6.7.2 (Volumen eines Parallelepipeds)
Gegeben sei ein durch die Vektoren d, 5,56 R3 aufgespanntes Parallelepiped (Spat), vgl.
Abbildunyg.

. A
axb
cA
____________________ v/ h
a
Gesucht ist das Volumen V' des Parallelepipeds. Es gilt
V=|axb|-h
mit h = ||c]| - | cos p|. Mit Hilfe des Skalarprodukts folgt
7% D (@ x b,¢)
COs @ = fa X_, ’E} — h = T
[l@ < of| - ]l 1@ x o]

und damit

V=laxb|-h=|@5a|.

Tetraeder spielen eine wichtige Rolle in der Finite Element Methode (FEM) zur numeri-
schen Losung partieller Differentialgleichungen, welche u.a. Stromungsvorgéinge, Authei-

zungsprozesse und Transportprozesse beschreiben.

Beispiel 6.7.3 (Volumen eines Tetraeders)
Gegeben sei ein durch die Vektoren d, I;, ¢ € R? aufgespannter Tetraeder, vgl. Abbildung.

Das Volumen des Tetraeders betrigt dann

1
V==
6
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Beispiel 6.7.4 (Fluss durch eine Fliche)
Gleichmdflige Stromung einer Fliissigkeit mit Geschwindigkeitsvektor v durch die von den

Vektoren @ und b aufgespannte Fldche:

Wie grofs ist der sogenannte Fluss, d.h. das Volumen V', welches pro Zeiteinheit dt durch

die Fldche fliefit?
Das in der Zeit dt durch die Fliche stromende Volumen betrigt

V = (@ x b, d)|dt = | [5,5,5} dt.
Damit lautet der Fluss

%: (@ x b, )| = | [5,6,17} .

Satz 6.7.5 (Eigenschaften)

(a) Das Spatprodukt ist genau dann Null, wenn die drei Vektoren in einer Ebene liegen.

(b) Das Spatprodukt [d, E,E] ist grofser Null, wenn die d, b, C ein Rechtssystem bilden,

und kleiner Null, wenn sie ein Linkssystem bilden.

(c) Die Vektoren kionnen zyklisch vertauscht werden, ohne den Wert des Spatprodukts

zu dndern, d.h.
(@b, = [¢.d.b] = [b,¢,al.

(d) Werden die Vektoren antizyklisch vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen des

Spatprodukts, d.h.
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6.8 Lineare Abhingigkeit und lineare Unabhingigkeit
Betrachte die Vektoren

2| |1

ol 1|

— 1 —
T = 1 ) Tg =

Offenbar kann man den Vektor Z; durch die Vektoren Z's und '3 ausdriicken:

seams=[2]-[1]-] 4]

Man sagt, die Vektoren &y, ..., 75 sind linear abhéngig.

Bei den Vektoren
R 1 . 2
T = , To =
! 1 o

gelingt dies jedoch nicht; man kann weder ¥, noch #s durch ein Vielfaches des jeweils

anderen Vektors ausdriicken (“Z; und 7 sind nicht parallel”). Man sagt, die Vektoren 'y

und 5 sind linear unabhéngig. Allgemein definieren wir wie folgt:

Definition 6.8.1 (Lineare Unabhingigkeit, lineare Abhingigkeit)

Seien m > 2 Vektoren ¥y, ..., %, gegeben.

(a) Die Vektoren Ty, k = 1,...,m, sind linear unabhingig genau dann, wenn aus
der Darstellung

0= ZA,@ = NI+ AT
k=1

stets folgt

(b) Die Vektoren @y, k = 1,...,m, sind linear abhingig genau dann, wenn es Zahlen
e, K=1,...,m, gibt, die nicht alle Null sind und

0=> M =MT1+ ...+ Anin.
k=1
erfillen.

Beispiel 6.8.2
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(a) Die Einheitsvektoren €1, €3 sind linear unabhdngig.

(b) Die Vektoren

1 1 1
1], -1 1, 1
0 0 1
sind linear unabhdngig.
(c) Die Vektoren

0 1
1], 0 |, 1
0 -1 1

sind linear abhdngig, denn es gilt

1 0 1
—| 1]+ 0 |+]|1]|=0
0 -1 1
[
Sind die Vektoren 771, ...,7,, linear abhingig, so 143t sich stets einer dieser Vektoren als
Linearkombination der iibrigen Vektoren darstellen, da es dann Zahlen Aq,...,\,, gibt,

die nicht alle Null sind, mit
0=MT1+ ...+ AnT.

Ist dann etwa A, # 0 fir k € {1,...,m}, so folgt

1 m

Ty = ——)\k E : AT
Jj=
JF#k

Eine solche Darstellung ist nicht moglich, wenn die Vektoren linear unabhéngig sind.

6.9 Vektoren im R"”

Nachdem wir uns bisher auf den ebenen bzw. rdumlichen Fall beschrankt haben, verall-
gemeinern wir den Vektorbegriff nun auf n € N Dimensionen. Fiir n > 3 versagt die
geometrische Vorstellungskraft, allerdings spricht mathematisch nichts dagegen, n Zahlen

in einem gemeinsamen Vektor der Dimension n zusammenzufassen und damit zu rechnen.

Definition 6.9.1 (Vektor, Dimension, Komponenten, Nullvektor, Skalar)
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(a) Firn € N undn Zahlen x1,. .., x, heifit

X1

X2

81
I

Tn
(Spalten-)Vektor. n bezeichnet die Dimension des Vektors.
(b) Die Zahlen x4, ..., x, heifen Komponenten des Vektors.
(c) Vektoren der Dimension n =1 heiffen Skalar.

(d) Ein Vektor, dessen Komponenten alle Null sind, heifft Nullvektor und wird mit 0

bezeichnet.
(e) Werden die Komponenten x1,...,x, nebeneinander in der Form
(o
geschrieben, so spricht man von einem Zeilenvektor.

(f) Die Vektoren

1 0 0

- 0 . 1 . :
€1 = 3 €2 = . ) ) En =

: 0

0 0 1

heiffen Einheitsvektoren des R™.

Bemerkung 6.9.2
Im Folgenden verstehen wir unter einem Vektor stets einen Spaltenvektor. Falls nichts
anderes gesagt wird, sind die Komponenten eines Vektors stets reelle Zahlen. Wir schreiben

T € R" fiir einen n-dimensionalen Vektor mit reellen Komponenten. [

Zwei Vektoren ¥ und 7 sind genau dann gleich, wenn ihre Komponenten gleich sind, d.h.

= : — =y firi=1,...,n.
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Vektoren unterschiedlicher Dimension sind also niemals gleich!

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar und die Addition zweier Vek-

toren gleicher Dimension sind komponentenweise definiert:

T AT

A = :
. | Az,

T [y | [ 21+
S I _ :

Tn | Yn | L Tn + Yn

Fiir Vektoren unterschiedlicher Dimension ist die Addition nicht definiert!

Durch Nachrechnen ergibt sich

Satz 6.9.3 (Rechenregeln)
Seien a, b und & Vektoren gleicher Dimension und X\ und p Zahlen. Dann gelten folgende

Rechenregeln:
i+b=0b+ad (Kommutativgesetz)
(@+b)+c=a+ (b+ ) (Assoziativgesetz)

a+0=a (Neutralitat des Nullvektors bzgl. Addition)

a+ (—6;) =0 (Ezistenz eines additiv inversen Vektors)
AMpad) = (A\w)d (Assoziativitit bei Multiplikation mit Skalaren)

M@+ b) = Aa+ \b (Distributivgesetz 1)

(A4 p)a =M+ pa (Distributivgesetz II).

Spater werden wir den Spie umdrehen und einen Vektorraum (also eine Menge von
Vektoren) dadurch definieren, dass in einem solchen Raum genau die Rechenregeln in
Satz gelten. Dies kann auf sehr allgemeine Mengen fithren, deren Elemente formal
als Vektoren bezeichnet werden, die aber nichts mehr mit der iiblichen geometrischen
Vorstellung von Vektoren zu tun haben miissen. Dennoch kann man mit diesen Vektoren
wie in Satz[6.9.3] angegeben rechnen.

Die folgende Normdefinition gilt fiir reelle und komplexe Vektoren:

Definition 6.9.4 (Norm (Linge) eines Vektors)
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Die (euklidische) Norm (Linge) des Vektors

X1

8y
I

In

st definiert als

1Z] = V]aal? + . [l

FEin Vektor & mit ||Z|| = 1 heif$t normiert. n

Fiir Vektoren # mit reellen Komponenten koénnen die Betrige in den Termen |z4]?, k =
1,...,n, in Definition [6.9.4] auch weggelassen werden.
Die Normabbildung || - || besitzt folgende Eigenschaften:

Satz 6.9.5 (Normeigenschaften)
Seien T und if Vektoren gleicher Dimension und A\ eine Zahl. Dann gelten:
IAZ]] = [A] - {1]]
|Z+ gl <|Z]| + |¥]] (Dreiecksungleichung)
12+ g1l = (2] = [l
|Z|=0 <= &=0

Analog zu Satz ist das Skalarprodukt auch fiir n-dimensionale Vektoren definiert.

Definition 6.9.6 (Skalarprodukt)

Fiir reelle Vektoren
X U1

=\ : und =
T Yn

ist das Skalarprodukt (Z,y) definiert als

<f7 :J) = Z TilYi-
=1

Satz 6.9.7 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

Fiir alle Vektoren T und 1 gleicher Dimension gilt
(@l < [I1Z]] - N171]-
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Bemerkung 6.9.8

(a) Die geometrische Definition des Skalarprodukts aus Definition mit

(@,9) = 12|l - 71| - cos
gilt unverdndert.

(b) Sind die Komponenten von T und y komplexe Zahlen, so muss die Definition des

Skalarprodukts modifiziert werden zu
<f7 ?7) = Z xiE)
i=1

um die wichtige Eigenschaft (Z,T) > 0 zu erhalten.
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Kapitel A
Griechisches Alphabet

In den Naturwissenschaften werden verschiedenste Symbole zur Bezeichung von Variablen
verwendet. Reicht das deutsche Alphabet nicht aus, so werden gerne auch griechische

Buchstaben verwendet. Hier sind die wichtigsten:

Q alpha | 3 beta v, T gamma
9, A delta |e,¢ epsilon | ¢ iota

1 mu v nu ¢ zeta

w, ) omega | \, A lambda | n eta

K kappa | £, = xi 0,19, theta
P, 0 rho 0,2 sigma | x chi

T tau
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