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1 Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der linearen Viskoelastizitdt im Zeitbereich und soll den
Leser in die rheologische Materialmodellierung einfiihren. Es werden dazu die elementaren
Modelle, welche aus Feder- und Déampferelementen aufgebaut sind, formuliert und
diskutiert. Anhand von graphischen Darstellungen des zeitlichen Materialverhaltens in
Diagrammen soll das Verstdndnis fiir die Anwendbarkeit der unterschiedlichen Modelle
unterstiitzt werden.

Es werden zuerst die Materialgleichungen fiir die klassischen Modelle, die wegen dem
zeitabhéngigen Dampferverhalten als Differentialgleichungen formuliert werden, numerisch
mit Hilfe von Matlab gelost. Im anschliekenden Kapitel werden die zugehorigen Losungen
analytisch hergeleitet. Nach der klassischen Materialbeschreibung folgt die Behandlung der
Modelle mit fraktionalen Elementen. Die Arbeit schliekt mit der Vorstellung eines Zeit-
Feuchte-Verschiebungsprinzips fiir Werkstoffe die sich feuchte-rheologisch einfach
verhalten. Mit diesem Prinzip ist das Materialverhalten eines feuchteabhéngigen
Werkstoffes, iiber das zeitliche Mekfenster hinaus, beschreibbar.
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2 Materialmodelle

Materialmodelle zur Beschreibung des anelastischen Materialverhaltens sind in der
Fachliteratur ([6],[7],|8]) bereits ausfiihrlich behandelt worden. Trotzdem werden hier die
elementaren Modelle vorgestellt, die zugehorigen Differentialgleichungen formuliert und
sowohl numerisch als auch analytisch gelost. Die Losungen fiir die klassischen Modelle
(Modelle ohne fraktionalen Elementen) werden dafiir mit Exponentialansétzen formuliert.
Die Anwendung der Differentialoperator-Rechnung bzw. Laplacetransformation zur Losung
der DGL, wie sie in den Arbeiten von [7] behandelt werden, bleibt bei den klassischen
Modellen unberiicksichtigt. Erst bei den fraktionalen Materialmodellen wird die elegante
Diffenentialoperator-Rechnung  vorteilhaft angewandt. Die  Bezeichnung  der
Materialmodelle folgt nicht der unterschiedlichen Benennung in der Fachliteratur, sondern
wird hier auf eine neutrale Bezeichnung, die durch jene von W. Fliigge [7] ergénzt wird,
reduziert.

Die numerische Losung der Modellgleichungen wird zuerst behandelt, da mit ihnen das
zeitliche Verhalten iiber den Belastungszeitraum hinaus einfach dargestellt werden kann.
Die Modellgleichungen in der Form von Differentialgleichungen wurden mit Matlab unter
Anwendung des DGL-Losers ode23 oder ode45 gelost. Mit den gewonnenen Relaxations-
und Retardationsdiagrammen sollen damit die unterschiedlichen Materialmodelle leichter
nachvollziehbar werden.

2.1 Maxwell-Modell

Mit dem Maxwell-Modell (Maxwell fluid) kann durch die Reihenschaltung von einem
Feder- und einem Dampferelement die elastische und irreversible viskose Forménderung
beschrieben werden.

E
~T— e —-

—— e
g(’ gm

Die Gesamtdehnung & besteht dabei aus der elastischen Dehnung &, und der viskosen

Dehnunge, e =¢, + ¢, (1.1)
Das Kriftegleichgewicht (kinetische Beziehung) liefert fiir die Spannungen: o =0, =0,
Die konstitutiven Beziehungen werden aus der Materialgleichung fiir die Feder e, =%
(Hooke’sche Beziehung) und dem materiellen Zusammenhang fiir den D&mpfer &, _
(Newton’sches Fliekverhalten) gebildet. Mit der Zeitableitung der Gesamtdehnur?g
& =¢, +¢, wird die Materialgleichung ¢ + % o =F¢ (1.2)

-6 -
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in der Form einer Differentialgleichung gewonnen. In Abhéngigkeit von den aufgebrachten
Spannungs- bzw. Dehnungsprozessen ist die DGL analytisch (z. B. bei konstanten
Spannungs- und Dehnungsprozessen) bzw. numerisch (bei komplexen Beanspruchungen)

l6sbar.

Nachfolgend wird das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir das Maxwell-Modell bei
einer Spannungs- bzw. Dehnungsbelastung, welche in Form einer Trapezbelastung (lineare
Zunahme — konstanten Belastung — linearen Abnahme) aufgebracht wird, dargestellt
und beschrieben.

Maxwell-Modell (Spannungssprung)

€
de/dt [
””” c
— 7 “do/dt [
|1
5L | i
‘ |
10k i
|
151+ | _
-20 | “ | |
0 20 40 60 80 100
time
Maxwell-Modell (Dehnungssprung)
40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
(e}
30 — do/dt| |
€
T 7 dgl/dt
20 B
|
10} 1

50 100

150 200 250 300 350 400 450 500
time

Der qualitative
Dehnungsverlauf gibt sehr
anschaulich  die elastische
Anfangsdehnung der Feder,
die  daran  anschlielende
viskose Dehnung und danach
die elastische Riickfederung
mit einer bleibenden
Deformation im  D&ampfer
wieder.

Der Spannungsverlauf zeigt
den raschen elastischen
Anstieg der Spannung und
darauf folgend die Relaxation
wéhrend der konstant
gehaltenen Dehnung. Bei der
Dehnungsentlastung geht die
Spannung in den
Druckbereich iiber und
relaxiert dort gegen Null.
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2.2 Kelvin-Voigt-Modell

Beim Kelvin-Voigt-Modell (Kelvin solid) werden ein Feder- und ein Dampferelement
parallel geschalten.

E

WA

54>

Die Gesamtdehnung ¢ entspricht der elastischen Dehnung &, und der viskosen Dehnung
&.

&= 80 = giu
Das Kriftegleichgewicht (kinetische Beziehung) liefert fiir die Spannungen im Kelvin-
Voigt-Element: o =o0,+0, Die konstitutiven Beziehungen werden aus der

Materialgleichung fiir die Feder ¢, 201:70 (Hooke’sche Beziehung) und dem materiellen

Zusammenhang fiir den Dampfer ¢, = Tin (Newton’sches Fliekverhalten) gebildet. Aus
n

dem  Kriftegleichgewicht  ldsst sich  somit die  Materialgleichung  bilden:

c=F-¢+n-é,=FE-¢+n-¢ (1.3)

Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir das Kelvin-Voigt-Modell bei einer
Trapezbelastung wird nachfolgend graphisch dargestellt und beschrieben.

Kelvin-Voigt-Modell (Spannungssprung)
10 T T T T T T T
‘ T

Die Dehnung bildet sich vom
Anfang bis zum Ende der
Belastung kontinuierlich aus
8 und weist keine markante
elastische Anfangsdehnung
auf. Nach der Entlastung

! geht die Dehnung zuriick auf
4 | . Null.

.10 | | | Il | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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> Kelin-Voigt Model (Dehnungssprung) | welches durch die Feder

bestimmt wird, ab. Bei der
Dehnungsentlastung geht die
Spannung kurzfristig in den
Druckbereich und  springt
wiahrend der Entlastung auf
Null. Durch die Entlastung
geht die Federdehnung auf 0
zuriick. Der Dampfer muss
den gleichen Weg zuriicklegen
und erzwingt somit, abhéngig
ol | | | von seiner Viskositat und der
Dehnrate, eine entsprechend
hohe Spannung.

100 -

80

60

40 |

20 |

20+

-60 I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

time
Die Spannung steigt anfangs, bedingt durch den Dampfer
stark an und fallt danach auf ein Spannungsniveau,

Mit diesen sehr einfachen Materialmodellen (Maxwell und Kelvin-Voigt) kann das
viskoelastische Verhalten eines Materials nicht realistisch wiedergegeben werden. Erst
durch geeignete Anordnung und FErhohung der Anzahl der Elemente ergeben sich
hoherwertigere Materialmodelle, die das Materialverhalten in einem bestimmten (Zeit-)
Bereich realistischer wiedergeben. Nachfolgend werden Dreiparametermodelle, ein
Vierparametermodell, die Reihenschaltung von Kelvin-Voigt-Modellen und die
Parallelschaltung von Kelvin-Voigt-Modellen diskutiert.

2.3 Dreiparametermodelle

2.3.1 Modell A

In diesem Modell A (Dreiparameter solid) wird ein Maxwell-Element parallel zu einer
Feder geschaltet.

& En
E, n
LU A—
- ' |
o, & o, &
—— —_——
E,

gcl o
&
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Die Gesamtdehnung & entspricht der Dehnung ¢, in der Feder 1 und der Summe der
Dehnungen ¢, + ¢, im Maxwell-Element: ¢ = ¢, = ¢, + &,

Im Maxwell-Element liegt ein geschwindigkeitsabhéngiger Anteil o, der Spannung, auch
Uberspannung (overstress) genannt, vor. Sie ist ebenso wie die Spannung in der Feder 1
0.1, die auch Gleichgewichtsspannung genannt (equilibrium) wird, eine innere Spannung

des Dreiparametermodells. Zusammen stehen sie mit der &ukeren Spannung o im

Gleichgewicht: o =0,, + 0, Fir die konstitutive Beziehung dieses Modells ist aus den

mechanischen  Beziehungen der  Einzelkomponenten eine  Gleichung zwischen
Eingangsdehnung ¢ und Ausgangsspannung o (oder umgekehrt) herzuleiten. Ausgehend

vom Kréftegleichgewicht c=0,,+0, kann mit O =6, By =¢-F,,
: : L . 5, O —0, B :
O-OV = 77 : 81‘11 = E2 : 86‘2 ) gin =& 862 und 8e2 = O-OV = = = i - _18 dle
/ E2 E2 E2 E2
Materialgleichung in Form einer DGL gewonnen
. E2 . El * E2
werden:6 + —2o = (£, + E,)- 6+ —=¢ (1.4)

n n
Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir das Dreiparametermodell bei einer
Trapezbelastung wird nachfolgend graphisch dargestellt und beschrieben.

Dreiparameter-Modell-A (Spannungssprung)

12 : ‘ : ‘ ‘
€

10“ | 7?:/6“ 7 Die elastische Dehnung bei

\ \ Be- und Entlastung ist

81 1 deutlich erkennbar. Danach

| schlielt jeweils eine viskos

6‘* 1  dominierte Deformation an.

Es bleibt keine irreversible
4‘* | 1 viskose Deformation zurick.

L L 1
0] 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100
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Dreiparameter-Modell-A (Dehnungssprung)

20 :
- g(y/ " Die anfangliche Spannungs-
15 —— . |4 zunahme zufolge des
Dampfers relaxiert auf ein
ol | Spannungsniveau welches
| durch die Federn bestimmt
| | wird. Bei der Entlastung geht
5 | 1 die Spannung in  den
| Druckbereich iiber und
0 | relaxiert von dort auf Null.
5l ]
% 10 20 2 4 s e 7 8 90 10

time

Beim Modell A verbleiben somit nach der Entlastung keine Dehnungen bzw. Spannungen.

2.3.2 Modell B

In diesem Modell B (Dreiparameter solid) wird ein Kelvin-Voigt-Element in Reihe mit
einer Feder geschaltet.

Die zugehorige Materialgleichung wird ebenso iiber die Kompatibilitait und das
Kraftegleichgewicht, in dhnlicher Form wie vorhin, hergeleitet. Sie lautet fiir das Modell B:
s+t E, PEIREO (1.5)

n n
Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir das Dreiparametermodell bei einer
Trapezbelastung wird nachfolgend graphisch dargestellt und beschrieben.

11 -
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Dreiparameter-Modell-B (Spannungssprung)

12 T T T T T
e
10} \ et ]
‘ (e}
|
8 -

Dreiparameter-Modell-B (Dehnungssprung)
12 T T T T T T T

100

104 | —— do/dt
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Die elastische Dehnung bei
Be- und Entlastung ist
deutlich erkennbar. Danach
schlielst jeweils die viskose
Deformation an. Es bleibt
keine irreversible  viskose
Deformation zuriick.

Die anfingliche Spannungs-

zunahme zufolge des
Dampfers relaxiert auf ein
Spannungsniveau welches

durch die Federn bestimmt
wird. Bei der Entlastung geht
die  Spannung in  den
Druckbereich iber und
relaxiert von dort auf Null.

Mit Hilfe der Diagramme ist das dquivalente Verhalten der linearen Dreiparameter-Modelle
A und B zueinander einfach nachvollziehbar. Mathematisch begriindet sich dies durch
dieselbe Struktur der Differentialgleichungen (1.4) und (1.5). Thre Materialparameter lassen

sich durch Koeffizientenvergleich ineinander umrechnen.

2.3.3 Modell C

-12 -
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In diesem Modell C (Dreiparameter fluid) wird ein Kelvin-Voigt-Element in Reihe mit
einem Dampfer geschaltet.

Die =zugehorige Materialgleichung wird ebenso iiber die Kompatibilitit und das

Kriftegleichgewicht, in dhnlicher Form wie vorhin, hergeleitet. Sie lautet fiir das Modell C:
E 0':771.772‘§+E.7726" (1.6)

=+, =+ 1, =+,

Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir das Dreiparametermodell bei einer

Trapezbelastung wird nachfolgend graphisch dargestellt und beschrieben.

o+

Dreiparameter-Modell-C (Spannungssprung)
10 T T T T T T T

E— 1 Die, bei Null beginnende,

Dehnung wird anfangs durch
die Feder und die D&ampfer
bestimmt. Danach verformt
sich nur mehr der Dampfer
n,. Bei der Entlastung ist der
elastische Anteil der Feder
4 erkennbar. Die Deformation
im Dampfer 7, bleibt als

irreversible Deformation
erhalten.

- 13-
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Dreiparameter-Modell-C (Dehnungssprung)

— doldt )
S - Die spontane Spannungs-

zunahme zufolge der Dampfer

relaxiert bei konstanter
Dehnung auf Null. Bei

Entlastung geht die
Spannung in den
Druckbereich iber und

| relaxiert von dort ebenfalls
auf Null.

L L 1
0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

2.3.4 Modell D

Im Modell D (Dreiparameter fluid) wird ein Dampfer parallel zu einem Maxwell-Element
geschaltet.

| e
ge 6‘1'11/

E

m,

=

—WW——=

o, & A
B —

,
]
=

Die zugehorige Materialgleichung wird ebenso iiber die Kompatibilitdit und das
Kréaftegleichgewicht, in dhnlicher Form wie bei den bisherigen Modellen, hergeleitet. Sie

lautet fiir das Modell C: & +77£0 =1, & +%E € (1.7)

1 1
Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir das Dreiparametermodell bei einer
Trapezbelastung wird nachfolgend graphisch dargestellt und beschrieben. Auch hier ist das
Modellverhalten der Dreiparameter-Modelle C und D, wegen derselben Struktur der
Differentialgleichungen (1.6) und (1.7), &quivalent zueinander. Ihre Materialparameter
lassen sich ebenfalls durch Koeffizientenvergleich ineinander umrechnen.

- 14 -
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Dreiparameter-Modell-D (Spannungssprung)
10
‘ T T ‘ T T T T T

T dg/dt

Dreiparameter-Modell-D (Dehnungssprung)
20 T T T T T T T

100

15j, — do/dt

-15+

-20 I I I I I

| | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0
time

2.3.5 Diagramme der Dreiparametermodelle

100
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Universitat

Die, bei Null beginnende,
Dehnung wird anfangs durch
die Feder und die D&mpfer
bestimmt. Danach verformen
sich nur mehr die Dampfer 7,
und 7,. Bei der Entlastung
ist der elastische Anteil der
Feder erkennbar. Die
Deformation in den Dampfern
n, und 7, bleibt als
irreversible Deformation
erhalten.

Die spontane  Spannungs-
zunahme zufolge der Dampfer
relaxiert bei konstanter
Dehnung auf Null. Bei

Entlastung geht die
Spannung in den
Druckbereich iiber und

relaxiert von dort ebenfalls
auf Null.

Nachfolgend werden die einzelnen Diagramme fiir die Dreiparametermodelle bildlich
zusammengefasst um einen anschaulichen Uberblick iiber das mechanische Verhalten der

einzelnen Modelle zu bekommen.

- 15 -
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Dreiparameter-Modell-A (Spannungssprung)

10 T T T T T T T T T T
€
— dg/dt

8 —_— u
6 4
4t 4
2t 1775, E;=5, E,=5 i
0

2 I I I I I I I I I

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
time
Dreiparameter-Modell-B (Spannungssprung)
10 T

T . . . ™ . . .

-2 I I Il Il Il Il 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time
Dreiparameter-Modell-C (Spannungssprung)
30 T T
. ]
dg/dt
— i
n,=15, n,=15, E=5
5 . .
0 50 100 150

time
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Dreiparameter-Modell-A (Dehnungssprung)
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5 4
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Dreiparameter-Modell-B (Dehnungssprung)
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Dreiparameter-Modell-D (Spannungssprung) Dreiparameter-Modell-D (Dehnungssprung)
14 T T 15 T T T T T T

12} 1 —— doldt
—— dy/dt 10l M

1) ‘ 1 ‘

‘ ‘ =10 1,75, E=1

n,=15, n,=15, E=5

\‘ -10+

E I I I I I | | | I | |
0 50 100 150 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time time

2.4 Vierparametermodell (Burger-Modell)

In diesem Vierparameter-Modell (Vierparameter fluid) wird ein Kelvin-Voigt-Modell mit
einem Maxwell-Element in Reihe geschaltet.

&2

Eina &l Einl

&

Die zugehorige Materialgleichung wird ebenso iiber die Kompatibilitait und das
Kriftegleichgewicht, in &hnlicher Form wie bei den bisherigen Modellen, hergeleitet. Sie

lautet fiir das Burger-Modell: ¢ + (5 + M) s Mo- =F &+ Ms (1.8)

m 7, -1, 7,
Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir das Vierparametermodell bei einer
Trapezbelastung wird nachfolgend graphisch dargestellt und beschrieben.
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Vierparameter-Modell (Spannungssprung)

35 T T T T T
e
30 — dg/dt | |
G
25 |
20 |
15 -
10y, B
5y B
\ 1,720, n,=5, E;=1, E;=5
(o] =
5 i
-10 1 1 1 1
60 70 80 90 100
Vierparameter-Modell (Dehnungssprung)
10 T T T T T T
(e}
8 — do/dt | |
€
1,=20, n,=5, E;=1, E;=5 i
| 1 1 1 1
(0] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

2.5 Diskrete Spektren

der Bundeswehr

Universitat

Die, bei Null beginnende,
Dehnung wird anfangs durch
die Federn und die Dampfer
bestimmt. Danach verformt
sich nur mehr der Dampfer
7, . Bei der Entlastung ist der
elastische Anteil der Federn
erkennbar. Die Deformation
im Dampfer 7, bleibt als

irreversible Deformation
erhalten.

Die Spannung, welche
anféanglich zufolge der

Dampfer rasch  zunimmt,
relaxiert stark und wiirde bei
ausreichender Belastungs-
dauer auf Null relaxieren. Bei
der Entlastung geht die
Spannung in den
Druckbereich iber und
relaxiert von dort auf Null.

Die bisher beschriebenen Feder-Dampfer-Modelle beschreiben das Materialverhalten
qualitativ. Fiir eine realistische Beschreibung des Materialverhaltens miissen diese Modelle
um eine Vielzahl von Federn und Dampfern erweitert werden. Diese Parallelschaltung von
Maxwell-Elementen bzw. die Reihenschaltung von Kelvin-Voigt-Elementen mit einer
weiteren Feder wird unter dem Begriff ,Diskrete Spektren” zusammengefasst.
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2.5.1 Kelvin-Voigt-Kette mit Feder

Durch eine ,Kelvin-Voigt-Kette mit Feder, in welcher eine Feder und n Kelvin-Voigt-
Elemente in Serie geschaltet sind, kann das zeitabhéngige Materialverhalten iiber einen
langeren Zeitraum beschrieben werden. Die Anzahl der Kelvin-Voigt-Elemente bestimmt
dabei die Lange des Zeitbereiches. Die Kelvin-Voigt-Kette mit Feder eignet sich besonders
zur Beschreibung von Kriechphdnomenen.

E, E, E
" i i
<25 i L . o
& 2 &
&y & I &, | [ &,

- Fad —

Nachfolgend wird die Materialgleichung fiir die Kelvin-Voigt-Kette hergeleitet. Die
Gesamtdehnung ¢ entspricht der Summe der Dehnung in der Feder ¢, und der

Dehnungen in den Kelvin-Voigt-Elementen ¢,: ¢ = g, + Zg j
Jj=1
Das Kréftegleichgewicht fiir die Kette lautet:
c=0,=0,=..=0,mit 6, =F,-¢,und o, =F, -g,+n,-¢ fir j 21
Mit dem Differential-Operator 0, ldsst sich die Spannung durch o =(Z, +7,-0,) ¢,

J
darstellen und nach Umstellung die Dehnung in den Kelvin-Voigt-Elementen

e, = +n, -0,)"" - o ausrechnen. Eingesetzt in die Gesamtdehnung ¢ = g, + Zgj ergibt
Jj=1

dies die Materialgleichung in Form einer DGL: ¢ = g, + Z(EJ +n,-0,)" -0

J=1

Erklarend sei hier angefiihrt, dass die Anwendung des inversen Differentialoperators auf
eine Funktion F'(¢) einem Integral iiber diese Funktion F(¢) entspricht. Dies wird

nachfolgend fiir die Dehnung &, = (&, +1,-0,)" - o erortert:

s E 1 2 .
Mit dem Ansatz e” folgt fiir die DGL & +—+-¢ =—o0: (81 e’ ] =—o-e’
Ui Ui

Zweimal nach der Zeit partiell integriert und mit der Anfangsbedingung o (0) =0 folgt:
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t 5
= —J‘ ! o (s)ds Der Bezug zwischen inversem Differentialoperator und dem
%
Integral kann nun leicht nachvollzogen und auf eine beliebige Funktion £ (¢)
5 B ”’)
verallgemeinert werden: (£, + 1, -0,)”" = —J-e g (s)ds
/)

Fiir die Kelvin-Voigt-Kette (n=2) mit Feder lautet die zugehorige Materialgleichung;:

srB by 808 L 1) (BE BE (1.9)
Ui P 1, m o -1, m -1, By

Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir diese Kelvin-Voigt-Kette (n=2) mit Feder
bei einer Belastung durch einen Spannungssprung bzw. Dehnungssprung wird nachfolgend
graphisch dargestellt und beschrieben.

Diskretes Retardatlonsspektmm Feder mit 2 K-V-Elementen (Spannungssprung)
10 T T T
\

.
— 1 Die Dehnung wiirde bei

ausreichend langer Belastung
asymptotisch  gegen einen
Grenzwert konvergieren.
Nach der Entlastung geht die
Dehnung auf Null zuriick. Es
bleibt keine irreversible
. Deformation zuriick.

1,720, n,=30, E;=2, E;=5, E;=5

\
%
|
ol
|
%
|
%

1 1 1 1
(0] 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100
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Diskretes Relaxationsspektrum, Feder mit 2 K-V-Elementen (Dehnungssprung)

50 T T T T T T T

c
do/dt
€

10§, | 1,720, 1,=30, E=2, E;=5, E;=5

2.5.2 Maxwell-Kette mit Feder

der Bundeswehr

Universitat

Die Spannung, welche
spontan zufolge der Dampfer
rasch zunimmt, relaxiert auf
ein Spannungsniveau welches
durch die Federn bestimmt
wird. Bei der Entlastung geht
die  Spannung in  den
Druckbereich iiber und
relaxiert von dort auf Null.

Ebenso kann mit einer ,Maxwell-Kette mit Feder”, in welcher eine Feder und n Maxwell-
Elemente parallel geschaltet sind, das zeitabhéngige Materialverhalten iiber einen langeren
Zeitraum beschrieben werden. Die Anzahl der Maxwell-Elemente bestimmt dabei die Lange
des Zeitbereiches indem sich das viskoelastische Materialverhalten quantitativ beschreiben

lakt. Die Maxwell-Kette mit Feder eignet

Relaxationserscheinungen.

!

)
<

Nachfolgend wird die Materialgleichung

fiir

die

sich besonders zur Beschreibung von

Maxwell-Kette hergeleitet. Die

Gesamtdehnung ¢ entspricht der Dehnung ¢, in der Feder #, und den Dehnungen ¢, in

den Maxwell-Elementen: ¢ =g, = ¢, =... = ¢,
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Das Kriftegleichgewicht fiir die Kette lautet:

11
o=0,+ Zaj mit o, =k, -5, und o, =F,-¢,,=n,-¢,. =n,-0¢&,; fur j =1
Jj=1

Mit der Dehnung der Maxwell-Elemente &; =¢,  +¢;

in,J

und dem Weg im Déampfer

Epny = (77J. -0, )71 "0, kann die Spannung im Maxwell-Element aus

=E,-¢-E(n,-9,) -0, durch o, =E,-n,(E +n,-0,) ¢

beschrieben werden. Daraus ldsst sich die Materialgleichung in Form einer DGL gewinnen:

o=k -¢5,;,=L -s-F ¢,

GzE)-g+ZEj-77j(Ej+77j-8[)71-5' (1.10)
JA1

Maxwell-Kette (n=2) mit Feder

Die zugehorige Materialgleichung lautet:

&+(£+§)'O‘-+M'O_:(Eh+E1+E2)'é+[£(EI]+E2)+§(EI)+E’1)].6\+EO'E'EQ)-g
h Th -1, n n, -,

Das Spannungs- und Verformungsverhalten fiir diese Kelvin-Voigt-Kette (n=2) mit Feder
bei einer Belastung durch einen Spannungssprung bzw. Dehnungssprung wird nachfolgend
graphisch dargestellt und beschrieben.

Diskretes Retardationsspektrum, Feder mit 2 Maxwell-Elementen (Spannungssprung)

12 T T T T
€
10 T oy . .. .
| — s Die Dehnung wiirde bei
. ausreichend langer Belastung
[ | asymptotisch gegen einen
ol | Grenzwert, konvergieren.
Nach der Entlastung geht die
Dehnung auf Null zuriick. Es
al =20, =30, E=2, E,=5, E=5 /
e 755 bleibt keine irreversible
Al | Deformation erhalten.
0, -
_2 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250
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Diskretes Relaxationsspektrum, Feder mit 2 Maxwell-Elementen (Dehnungssprung)

60 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : :
- O
S0 — doldt ]
a0l —e | Die Spannung, welche
anfanglich zufolge der
30r ] Dampfer rasch  zunimmt,
20 1“ J relaxiert auf ein
o I\ 1420, 1,30, E 2, E,5, E 5 | Spannungsniveau welches
\ 2o durch die Feder E, bestimmt
o N~ | wird. Bei der Entlastung geht
-0} : ] die  Spannung in  den
0l | Druckbereich iiber und
relaxiert von dort auf Null.
30- |
40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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3 Materialmodelle und deren analytische Losungen:

Die bisher formulierten Materialmodelle sind fiir eine nicht numerische Behandlung
analytisch zu 16sen. Dazu werden die Differentialgleichungen mit einem Exponentialansatz
erweitert und abhéngig von der Belastungsfunktion (stetig differenzierbar) durch
Integration gelost. Beispielhaft werden nachfolgend das Maxwellelement, das Kelvin-Voigt-
Element und die mechanisch interessanteren Dreiparameter-Modelle A und B sowie die
Maxwell- und Kelvin-Voigt-Ketten behandelt.

3.1 Maxwell-Element

E
(o3

\ &, \ Ein \

3.1.1 Dehnungsgesteuerter Prozess — Relaxationsfunktion

E

¢
Durch die Erweiterung der Material-DGL & +£-0' = F¢ mit dem Ansatz e’ wird die
n
DGL gelost:
Eﬁ Et Et El‘ Et Eﬁ ) El‘ E El‘
oe" +—.ce" =Fée" —>|oe" | =Fe" . Aus |ge’ | =ge” + —¢ge” kann fiir die
n n

z, N\ z,
rechte Seite der DGL ge” = (86”7 ] — —c¢e geschrieben werden. Durch Integration der
n
DGL und mit den Anfangsbedingungen (o (¢) =0, &(¢) =0) folgt die Losung:
E E ¢ o E

a(t)e;t = Eg(t)e;t — Ige?gds
n
0

E
-=¢
Nach partieller Integration und Multiplikation mit e ” erhélt man:
E
—(t-s)
o)

¢
o(t)= J.Ee éds
0
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3.1.1.1Sprungfunktion

Yo fir 0<t<T, o )=
Fiir die Dehnungsbelastung &(¢) =471, 7, wird fiir
g fir T,<t — €£t)=0
E
=t
7, >0 und fiir ¢>7] als Spannungsantwort o(¢)=£FEe "¢, bzw. die
E
=t
Relaxationsfunktion G (¢) = Fe " erhalten.
Maxwell-Element (Dehnung=Sprungfunktion)

55 T T T T T T T

ol — <] Die Grenzwerte sind:

o) ol ltl_r)rola(t)zEgo, ltl_r)ga(t)zo

40t \

351 ‘\

f 1 Die Spannung relaxiert auf

ol \ 1=75, E=5, ;=10 7 Null.

20

15+

10— - — - N T T s s —

5t \ i

I I \H L
0

3.1.2 Spannungsgesteuerter Prozess — Retardationsfunktion

E E

—t : —t
Die DGL {ae” ] =Fe" & (s. o.) wird nach der Dehnrate & umgestellt und danach

integriert. Mit den Anfangsbedingungen (o (¢) =0, &(¢) =0) folgt die Losung:

E

&= iei’? (ae”tj —>e(t) = %{a(t) +§}[0(5)d5}

E

3.1.2.1 Sprungfunktion

S S

. -t fir 0<¢t<T, — o(t)= _
Fiir die Spannungsbelastung o(¢) =< 1, 7, wird fur

o, fir T, <t — o()=0

7, >0 und fir ¢>7, als Dehnungsantwort &(¢)= (% +lt] o,, bzw. die
n

Retardationsfunktion J (¢) = (% + ltj erhalten.
n
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Maxwell-Element (Spannung=Sprungfunktion)
20 T T T T T T

— - Die Grenzwerte sind:
18+ o o
16} ] lime(¢) =—2, lime(¢) =0
t—0 F N otow

14+ T

-~ . . .
ol ~ 1 Die Dehnung ist also eine
10 - lineare Funktion der Zeit

e
8r i
-
6 - i
- - n=75, E=5, 50=10

4+ - 4
2" 1
0 L L L L L L L L L

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

3.2 Kelvin-Voigt-Element

E

WA

((l‘4>

3.2.1 Dehnungsgesteuerter Prozess — Relaxationsfunktion

Direkt aus der DGL o (¢) = Ee(¢)+né(¢) kann die Spannungsfunktion abgelesen werden.

3.2.1.1 Sprungfunktion

% £o

t fir 0<t<T, — &)=

Fiir die Dehnungsbelastung &(¢) =471, 7, wird fiir
g fiir T,<t — €£t)=0

7, — 0 und fiir ¢ > 7, als Spannungsfunktion o (¢) = E¢, erhalten.

Es ist dabei zu beachten, dass fiir den Zeitbereich 0 < ¢ <7, der Grenzwert der Spannung

fiir 77 — 0 unendlich ist.
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Kelvin-Voigt-Element (Dehnung=Sprungfunktion)

50

Die Grenzwerte sind:

45/ AT llig)la(t):Ego,

40 + .

35| i ltljga(t):Ego

30+

- 1=75, =5, 5,710 i Die Spannung ist konstant.

20+

15+

00— - — = — — = — = — — = —

L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

3.2.2 Spannungsgesteuerter Prozess — Retardationsfunktion

) FE ¢ .
Die Differentialgleichung wird nach &(¢)+—e&(¢) = a(9) umgestellt und mit dem Ansatz
n n
EL‘ EL‘ ‘ 1 Et
e’ erweitert. Die sich daraus ergebende DGL | ge” | = —oe” wird integriert und mit
n

den Anfangsbedingungen (o (¢) =0, £(¢) =0) erhélt man:

t E ¢ FE
——(t—s) = (t-5)
)= 5o0)= e ot ds= {1-677 (s ds

3.2.2.1 Sprungfunktion

S0t fir 0<t<T, — o()=2
Fiir die Spannungsbelastung o(¢) =< 7} 7, wird fir
o, fir T, <t —> o(t)=0
1 _EAI«
7, -0 wund fiir ¢>7, als Dehnungsfunktion &(¢) =7 l-e” |o,, bzw. die

£,

Retardationsfunktion J(¢) = %[1 —e " J erhalten.
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Kelvin-Voigt-Element (Spannung=Sprungfunktion)
12 T T T T T T T

— Die Grenzwerte sind:

10 lim z(¢) = 0, lim () :%

Die Dehnung konvergiert

6f 1 gegen einen Grenzwert
=75, E=5, 5,=10

| | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

3.3 Modell A

& &
E, 7
—IWW—=
- '
o, o, &
——————— —_—
E,
—g- 6‘” —
- . -

3.3.1 Dehnungsgesteuerter Prozess — Relaxationsfunktion

Die zugehorige lineare DGL lautet: 6 + éa =(E, +F,) -+ L 5,
n n

&

B,

Durch die Multiplikation mit e’ und unter Beachtung der Produktregel kann fiir die

£, £, 5,
linke Seite (0' e’ J =c-e” +==2.0-e" und fir die rechte Seite
n

_ B, B, 5, B,
((E1+E2)-3+M5].e” geschrieben werden. Mit [e-e" J =-e” +&-£‘e’7
n n

£y

E. E.

E. 5 e o . . .

und daraus F,-—2-g-e” =F, - (8'6’” J—g-e” folgt fiir die rechte Seite:
n
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5, By By
(E,+FE,)-é-e" +FE, -{g e’ J —F, -¢-e"” Die in diesem Sinn umgeformte Gleichung
z, 5, z,
lautet nun: |o-e” | =E -|g-e” | +E,-¢-e" bzw.

integriert mit j . olt)e’ —o(0)=F,-£(t)-e" —E,-£(0)+ [, e é(s) ds
Mit o(0) i 0 und £0)=0 geht die Gleichung tiber in
o(t)=F, -&(t)+ .[EQ PR - &(s) ds . Durch die Erweiterung des Integranden um den 1.
¢ By
Term erhélt man die zeitabhéngige Spannung of(¢) = I[El + F, ~e_’7'<t_5)] - &(s) ds  fiir
beliebige dehnungsgesteuerte Prozesse &(¢). Sie Wird0 auch verkiirzt in der Form
o(t) = jG (¢t —5)-&(s) ds angegeben, wobei G(¢—s) als Relaxationsfunktion bezeichnet
0

wird.

Das Verhalten der Spannung o(¢) wird nachfolgend fiir verschiedene Belastungen

betrachtet. Dabei werden drei Arten von Belastungsfunktionen (Trapezform,
Sprungfunktion und Exponentialfunktion) ausgewertet.

3.3.1.1 Trapezform:

T — t

) LT,

Der Dehnungsverlauf wird anfangs durch eine lineare Zunahme, einer darauf folgenden
konstanten Dehnung und einer anschlielfenden linaren Abnahme beschrieben.

Dot fir 0<t<T, - g(t):%

1 1

g fir T, <t<T, — &t)=0
&

Sop S fir T<t<T, > Ht)=-2
N 7 T

0 fir T,<t
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Dieser nicht stetig differenzierbare, durch drei Segmente beschriebene, Dehnungsverlauf

erfordert fiir die Berechnung des Spannungsverlaufes o(¢) eine Integration tiber die
einzelnen Zeitbereiche.

t Ey
——2(t-s)
0<¢<1T: a(t):I(E1+E2-e” ]-&ds
0

n
c B
a(t)—F"lEl t+n.[1—e z H—f(t)
1
7 £y t £,
: -2(t-s) | g 22 (¢s)
T <t<T;: a(t)zj(E1+E2-ev ]-—Ods+'[[EI+E2-e” J.Ods
0 ]71 7
A E,
& *7'5 71]
a(t):?‘ E -T,+n-e” -|e" —1||=£f(¢,T))
1

i L)) g . By ¢ i) P
a(t)=j E+E,-e” ~?0ds+j E+E,-e” ~0dS+I E +E,-e" : —?0 ds
T 1

1 )

E. FE. E.
80 _724; 727“1 50 TZ(TZ_f)
o()=- | By-Ti+n-e’ -le’ —1|=—- | B(¢-T)+n-|1-e - £(¢,T,,T,)

1

2 NP g T T —%u—s) & ¢
E+E,-e" -?ds+£(...)-0ds+j B+ Bye? |- ds+7[3(...)-0ds

1 7 1

E; E;
2 A 20
a(t)zf- E-T+n-e’ -|e" -1 T

Die graphische Auswertung der einzelnen Integrale wird im nachfolgenden Bild dargestellt.
Der Relaxationsverlauf ist identisch mit der numerischen Losung.

Evl(];—];)'i')]-e n -[677 Y J:|:f(t,];,];,];)
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Dreiparameter-Modell-A (Dehnungssprung); Integralldsung

100 - ‘ | }
\ —  %u
\ Ot2
| . o
\\w\'"w Oy
50 \‘ il
T T
n=75, E,=5, E,=5
7777777 \
ok T —
\ /
\
/
///
-50 | |
0 50 100 150

time

Da fiir die wichtige Fragestellung der Identifikation von Relaxations- bzw.
Retardationskurven nur die Belastung erforderlich ist, wird bei den beiden folgenden
Prozessen die Entlastung nicht mehr betrachtet.

3.3.1.2Sprungfunktion:

Der Dehnungsverlauf wird anfangs durch eine lineare Zunahme und einer darauf folgenden
konstanten Dehnung beschrieben (dhnlich der Trapezform). Durch den Grenziibergang
7, — 0 wird die Sprungfunktion gebildet.

)

2t fir 0<t<T — &)=
&(t) =41,

g fir T, <t — £&it)=0

_ﬂ.@_s) &£ & _&.t
E +F,-e” Lds=2-|FE t+n-|1-e”
1 T

Mit der Bedingung 7, -0 bzw. ¢ —>0 im Zeitbereich 0<¢ <7 ergibt sich:
olt)=¢,-(E +E,).

&
1

0<t<T: oft)=

O C—y
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VA E2 t EZ
i ——2(t-s) & ——2.(t-s)
T <t: ot)=[| E,+B,-e " Lds+ [| B+ B, e .0 ds
q T 7
Mit der Substitution s =7, -x — ds =1 -dx geht das Integral iiber in

; B2 i-13x)

G(t)=j E+E,-e” & dx.
0

Durch den Grengziibergang 7, -0 erhalt man:

1 ,E’.[» ,&.5

o(t) =J(E1 +E,-e” ]'6‘0 dx =g, -(El +E,-e” J bzw. o(t) = ¢, - G(t), mit G(¢) als
0

Relaxationsfunktion.

Die Grenzwerte sind: limo (¢) = (E, + E,) &, lfima(t) =Fg,

t—0

Dreiparameter-Modell-A (Dehnung=Sprungfunktion)
110 T T T T T T T

100

90

80

70

60

50

30 a

20

n=75, E1:5, E2:5, 50:10 .

10— —

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

3.3.1.3 Exponentialfunktion:

Der Vorteil dieser Funktion ist, dass der Dehnungsverlauf stetig differenzierbar gegen den
Grenzwert geht. Damit kann der Dehnungsverlauf realistischer nachgebildet werden, da die
Dehnung im Versuch nicht schlagartig aufgebracht wird, wie dies bei der Sprungfunktion
angenommen wird. Zu beachten ist, dass die tatsdchliche Aufbringung der Belastung
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herstellerbedingt verschieden ist und nur annéhernd einer Exponentialfunktion entsprechen
wird.

gt)=¢-(1-e™) fir 0<t —>&t)=¢g-ae"

Der zugehérige Spannungsverlauf o(¢) wird durch Integration gewonnen:

o(t) =

O C—y

_&A(;_S) Cms —at 77 —at ——=t
E+FE,-e” g rare ds=g¢g,- El-(l—e )+E2-a-—- e —e”
E,-a-n

Der Spannungsverlauf o(¢) weist gegeniiber der Trapezform einen kontinuierlichen
Ubergang im Anfangsbereich auf.

Dreiparameter-Modell-A (Dehnung=Exponentialfunktion)
90 T T T T T T T

ﬁ - - &
80| | —

70/ ]

60 .

50 -

40| i

30} 8

20

—

10, — —  —
| =75, E,=5, E,=5, £,=10, a=0.9

0 | 1 | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

time

3.3.2 Spannungsgesteuerter Prozess — Retardationsfunktion

Die zugehorige lineare Material-DGL lautet:
EFE, 1 . E,
£ = -0+ o
77'(E1+E2) E1+E2 77'(E1+E2)

c+

- 33 -



Thomas Ranz der Bundeswehr

LRT 4 Universitat
Institut fiir Mechanik

E\E,

Durch die Multiplikation mit e”***2)  und unter Beachtung der Produktregel kann fiir die
EIEZ ¢ : E1E2 ¢t E E E1E2 ¢t
linke Seite | g7 ) | =g R L 1T Lol o AR) ynd fiir die rechte Seite
n- (B, + E,)

BE,
( ! -0+ 5 0'] - e it E) geschrieben werden. Mit der Beziehung
E + E, n-(E, + E),)

E\F, p ° E\FE, ¢ EE £\ E, "
o-e" PR | —gLertArR) T2 5. o) ypd der sich daraus ergebenden
n-(E + E,)
B\ By E\Ey + E\E, +
Gleichung L'O‘ B E) L. o - e rh) —L-o"-e”'(E”E?) folgt fiir die
n-(E, +E,) E, E,
1 ey, Bt | _ L e
rechte Seite ———— G- 4 — .| g. ™A | _ 5. "B ) Die DGL lautet
E +E, E1 E,
BE, Y 1 1 _EE 1 BB,
nun: | g-e" AR | = —— _ _ —_|.5."A) 4 | 5. AR bzw. integriert
E+E, FE E1
t
mit J
0
E\E, . 1 E\E, y t E\Ey -t
g(t)-e" PP — g(0) = —- o(s) - e"PTE) +J' "B 6(s) ds
E, o\ L)+ £, E
Mit den Anfangsbedingungen o(0)=0 und £(0)=0 geht die Gleichung iiber in
1 o1 1) )
et)=—-o(t)+ j(ﬁ — E] e "R L 6(s)ds. Durch die FErweiterung des
1 1 + 2 1
Integranden um den 1. Term erhdlt man die zeitabhidngige Dehnung
Al 1 1) e | . . .
£(t) =J. E+ T E & ce TR -0(s)ds fiir beliebige spannungsgesteuerte
+
0 1 1 2 1

Prozesse. Sie wird auch verkiirzt in der Form &(¢) = | J(¢ —5)- 6(s) ds angegeben, wobei

O L

J(t — s) als Retardationsfunktion bezeichnet wird.
Das Verhalten der zeitabhédngigen Dehnung &(¢) wird analog zum vorhergehenden Kapitel

fir =~ unterschiedliche  Belastungsfunktionen  (Trapezform,  Sprungfunktion  und
Exponentialfunktion) ausgewertet.
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3.3.2.1 Trapezform:

Der Spannungsverlauf wird anfangs durch eine lineare Zunahme, einer darauf folgenden
konstanten Spannung und einer anschlielfenden linearen Abnahme beschrieben.

O O
—Lt fir 0<t<T7, — o(t)=—>

X 7
o, ftir T,<t<T, — o(t)=0
So.n Dt hir T, <t<T, - o(t)=-22
LT 7
0 fir T, <t

Dieser nicht stetig differenzierbare Spannungsverlauf erfordert zur Berechnung des
zugehorigen Dehnungsverlaufs &(¢) eine Integration iiber die einzelnen Zeitbereiche. Die

abschnittsweise Integration, analog dem vorhergehenden Kapitel durchgefiihrt, liefert fir
die einzelnen Abschnitte:

__ BB,
~0., i—l-[l—e (B +E) ]] zf(t)

Oy
., |E E

o |7 BB, BB,
T <t<T,: &t)==L. —l—i-e (B, +Ey) (eq-(El#—Ez) _1J Zf(t,Tl)

I | B
T,<t<T,

5 A5, 55, BB
€(t)=@-{£_.en(@+@> B _||_% | =D wmem | e - £(tT,T)
L\E E L| B E o

7, <t

BE , ( _EBB , BB ,

o |L n é?@)’ (E?B)Tl G |\ L= N ms) | aEmm " "
&(t):?. E_E.eﬂ SMEE) T _q - T_E,en | M EE) T g = (4,11,
1 1

Die graphische Auswertung der einzelnen Integrale wird im nachfolgenden Bild dargestellt.
Der Retardationsverlauf ist identisch mit der numerischen Lisung.
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Dreiparameter-Modell-A (Spannungssprung); Integrallésung

12 ‘ ‘
— - gy
10 | T ey
|
‘ T &
!
8, L
(e}
|
|
6 | .
|
4t i
|
2t | n=75, E,=5, E,=5 i
- — ]
0 et
0 50 100 150

3.3.2.2 Sprungfunktion:

Der Spannungsverlauf wird anfangs durch eine lineare zeitliche Zunahme und einer darauf
folgenden konstanten Spannung beschrieben (dhnlich der Trapezform). Durch den
Grenziibergang 7, — 0 wird die Sprungfunktion gebildet.

Oy Oy

-t fiir 0<t<T, — o&(t)==L
o(t)={ 1, T,
o, fir T, <t — o()=0

__hE
0<t<T S(t)ﬂ'{i—l-[l—e”wﬁ@) j]f(t)

Nach Bildung des Grenziibergangs 7, —- 0 bzw. ¢ — 0 ergibt sich fiir den Zeitbereich
%y

0<¢ <17, die Dehnung &(¢) = Y
1 + 2

1, <t:
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4 BB (i—s _ BE, (t—s
5(t)=J I R SR I P -ﬁd5+j N B e P
E \EBE+E E T E \E+E E

I

Mit der Substitution s =7, -x — ds =7 -dx geht das Integral iiber in

1 E\E,
— -(L‘—TI-X)
g(t) :J L+ —1 _L .e n(E+Ey) 'G() dx.
E, E+FE, E

Durch den Grenziibergang 7; — 0 erhélt man:

1 BB o+ _ EE .
&(t) = _[ = + 1 e "R L5 dx = o, - 1 + 1 1 o METE)
E E +E, F E, E +FE, E

bzw. &(t) = o, - J(¢), mit J(¢) als Retardationsfunktion.

Die Grenzwerte sind: lim&(¢) = o, _ , lime(¢) = %o
t—0 El + l;’2 t—o E’1

Dreiparameter-Modell-A (Spannung=Sprungfunktion)
12 T T T T T T T

&

10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

3.3.2.3 Exponentialfunktion:

Der Vorteil dieser Funktion wurde bereits im vorherigen Kapitel erortert. Der
Spannungsverlauf wird durch nachfolgende Funktion beschrieben:
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O-(t):O-O-(l_efﬂ»t) fﬁf OS{,‘ %G‘(t):o'o-a-eia.[

Der zugehorige Dehnungsverlauf £(¢) wird durch Integration gewonnen:

4 1 E; ié(t_‘q) N 1 B E n H B, B
(s(t)zj- ———2 e lg.ae”ds=g-a —(1—6‘”) : L el _gnt
\ B E(E+E) E-a E-BE-an(H+E) K

Der Spannungsverlauf o(¢) weist gegeniiber der Trapezform einen kontinuierlichen

Ubergang im Anfangsbereich auf.

Dreiparameter-Modell-A (Spannung=Exponentialfunktion)
12 T T T T T T T T T

&

10—/

|
|
| n=75, E,=5, E,=5, 5,=10, a=0.9
|
I

3.4 Modell B

&1 &

E,
o, & o, &
-7 —hin =2~
U
2
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Das Modell B wird nur fiir die Sprungbelastung ausgewertet, da durch die Belastung in
Trapezform bzw. durch eine Exponentialfunktion analoge Resultate zu Modell A gewonnen
werden.

3.4.1 Dehnungsgesteuerter Prozess — Relaxationsfunktion

E\+FEy
Mit dem Ansatz e 7 und den Anfangsbedingungen (o (¢)=0, &(¢)=0) wird die
Differentialgleichung & + Ma =F,-¢+ Ma fiir den Spannungsverlauf gelost:
n n
t 2 E1+E2
j j (¢-s)
J(t)=ﬂg(t)+j‘E—ze " £(s)ds
E +E, o L)+ £,
3.4.1.1Sprungfunktion
20 &

. 2.t fir 0<t<T, - &t)== .
Fir die Dehnungsbelastung &(¢) =4 7] T, wird fiir
g fir T, <t — €£t)=0
—E1+E2t

EE. E
7, >0 als Spannungsfunktion o (¢)= (E L 2? % 2E e Jgo bzw. die
1 + 2 1 + 2

2 _El‘*'Ezt
Relaxationsfunktion G (¢) = EEIE;; + EE2 = e "7  erhalten.
1 + 2 1 + 2

2
Die Grenzwerte sind: limo (¢) = Eby By &, limo (¢) = _EE, &,
£0 E +E, t—>0 E +E,

Dreiparameter-Modell-B, (Dehnung=Sprungfunktion)

I 1

401 \ 1

35¢ \ _

30l Ny i

251 I

20 1
15+ 1
10— - — - — — — — — - —

5L N=75, E,=5, E,=5, £,=10 i

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

time
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3.4.2 Spannungsgesteuerter Prozess — Retardationsfunktion

Aus der nach der Dehnung umgestellten Differentialgleichung & + ﬂe = La' + Ma

n E, nk,
E\+E),

wird mit dem Ansatz e 7 und den Anfangsbedingungen (o (¢)=0, &(¢)=0) der

Dehnungsverlauf bestimmt.

() =~ o (1) + fi@_ee““”')ja'(s)ds

E, o B,

3.4.2.1Sprungfunktion

S0t fir 0<t<T, — o6(t)=2

Fiir die Spannungsbelastung o(¢) =< 7} 7, wird fir
o, fir T, <t —> o(t)=0

2 1

Ay,
7, — 0 als Dehnungsfunktion &(¢) = [E’L + Ei{l—e 7 J] 0,, bzw. die Retardationsfunktion

2 1

11,
J(t)=—+—|1-e " | erhalten.
E F

Die Grenzwerte sind: lime(¢) = S lime(¢) = ErE o,
t—0 f% t—>0 lz[%

Dreiparameter-Modell-B, (Spannung=Sprungfunktion)
12 T T T T T T T

I <

(¢

10

n=75, E;=5, E,=5, co=lO

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
time
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3.5 Diskrete Spektren

Die analytische Loésung von diskreten Spektren, damit sind die Maxwell- und die Kelvin-
Voigt-Ketten gemeint, wird nachfolgend behandelt.

3.5.1 Maxwell-Kette

E,
il
|

&

Mit der Maxwellkette kann die Relaxation sehr gut und einfach beschrieben und analytisch
ausgewertet werden. Die Berechnung der Retardation ist weniger einfach und wird daher
nachfolgend nicht behandelt.

Die Gesamtdehnung fiir die Maxwell-Kette ist e=¢ =¢, +¢

in,j

und das
Kriftegleichgewicht  ergibt, in Spannungen ausgedriickt, o =0, +i0'm,’ ;- Die
=1
Gleichgewichtsspannung o, tritt dabei in der Feder £F;, und die %Jberspannung
o, = iam,’ ; in den Maxwell-Elementen auf. Die Uberspannung in den einzelnen
J=1

Maxwell-Elementen wird durch das lineare Elastizititsgesetz der Feder £, bzw. die lineare

Viskositdat im Dampfer des Elementes in der Form o beschrieben.

ov.j

=FE;-e8,,=1,-¢

in,j
Die gesuchte Uberspannung in den einzelnen Maxwell-Elementen in Abhingigkeit von der
o, ; o

ov.J ov.J

Dehnung &(¢) wird aus £, =E—&,;, — w - &—- zu
J m;
6 =B i-Tiio g it o mit 1 = sefunde
ov,j = ovj = Ly ov.j = getunden.
; 7 E,
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£

¢ t\*
5 : 1 B o 5
Durch die Erweiterung mit e’ folgt [GOVJ +—'O'0VAJ.J-6' / =(am,j e JJ =L, -e’-¢.
T, ’ '
J
¢ t £ S
Integriert mit J- und o, ;(0) =0 ergibt sich o,, ;(¢)-e” -0, (0)=FE, .[ e” -&(s) ds. Die
0
Uberspannung lésst sich somit durch o, (t)=FE, J. s) ds ausdriicken. Durch das

Einsetzen in  das  Kréftegleichgewicht erglbt sich  flir die  Spannung

, _(t=5) ¢ n _(t=5)
o(t) = E, - &(t) + | {ZE g ]-é‘(s) ds = [ {EU+ZEJ e 7 ]-a‘(s) ds bzw.
o\ /=1
IG’(t - s) ds mit der Relaxationsfunktion G(¢ —s) = E, + ZE e U
J=1

Durch diese Relaxationsfunktion kann nun mit 2n+1 Materialparametern das
viskoelastische Materialverhalten beschrieben werden. Mit zunehmender Anzahl von
Elementen kann das Material iiber einen langeren Zeitraum entsprechend genauer
beschrieben werden. Jedoch ist mit zunehmender Anzahl von Materialparametern ein
zunehmender Aufwand zur Bestimmung dieser Parameter verbunden.

3.5.1.1 Sprungfunktion:

St fir 0<t<T o =2

f(0)=1T, 7
g fir T, <t — £&t)=0

Die Auswertung des Materialmodells fiir eine Sprungfunktion wie im vorhergehenden
Kapitel fiihrt auf den Spannungsverlauf:

(-9)
J.( +ZE K ]E(S) dS:gﬂ-[EO+ZEj-e ’J bzw. o(t) =& - G(¢) mit der

J=1

t

Relaxationsfunktion G(¢) = £, + ZE e
Jj=1

Im nachfolgenden Diagramm wird die Relaxation durch eine Maxwell-Kette (n=2)

wiedergegeben.

J
J=1

Die Grenzwerte sind: lti_r)Iol(T(t) = (EO + ZE.jé‘O, li_r)ga(t) = F,g,
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Maxwell-Kette, n=2, (Dehnung=Rampenfunktion)
120 T T T T T T

100 1 d

60 | i
4\ 1,=20m,=30, E,=2, E,=5, E,=5, £,=10 -

20} B .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

3.5.1.1.1 Ableitung der Dreiparametermodelle A und D

t

Aus der Relaxationsfunktion G(¢) = E, + ZE -e 7 fir die Maxwell-Kette konnen die
Jj=1
Relaxationsfunktionen fiir die Dreiparametermodelle A und D sofort abgeleitet werden.

Modell A

|—— E"ﬁP E —
E, 7
i —==—

E,

Y

&l

&

Mit n=1 folgt die Relaxationsfunktion: G(¢)=E,+ E,-e " = E,+ E,-e "

Modell D
— & Eiit
E 7,
A o, &
,
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Mit n=2, £, =0 und £, = o folgt fiir die Relaxationsfunktion: G(¢) = F, -e ™
Zu beachten ist, dass sie der Relaxationsfunktion des Maxwellelementes entspricht. Fiir
& =const. ist die Spannung im Dampfer 7, null.

Die Grenzwerte sind: ltiir()lo'(t) = FEg,, 1&120‘(1?) =0

3.5.1.2 Exponentialfunktion:

Der Dehnungsverlauf &(¢) wird durch nachfolgende Funktion beschrieben:

Dreiparameter-Modell-D (Dehnungssprung)

50,
.|
401} |
B

30

E, =5, n,=50, n,=75, £,=10

time

S(t) =& (1 — efa-t) fiir 05t - g(t) =g -a- et

Der zugehérige Spannungsverlauf o(¢) wird durch Integration gewonnen:

o(t) = j

E, +iE/ e Y

J=1

=)

—-a-s _ . _ .
grare " ds=E,-¢—¢, €
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Maxwell-Kette, n=2, (Dehnung=Exponentialfunktion)
35 T T T T T T

30/ H

25 r \\ 1

201
15 -

o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
time

Die Spannung o(¢) beginnt im Anfangsbereich bei Null, durchliuft ein Maximum und

relaxiert im Anschluss. Verglichen mit der Sprungfunktion, bei der die Spannung von
einem Maximum startet, wird durch die Anregung in Form der Exponentialfunktion ein

anderer Spannungsverlauf beschrieben.

3.5.2 Kelvin-Voigt-Kette

)
o, E, o,
A )
N N NP AN
m, m, n,
= 1 1 = ]
- " T - ' T - ' T
~ & & & &,
&

Kontrar zur Maxwell-Kette ldsst sich mit der Kelvin-Voigt-Kette die Retardation sehr gut
und einfach beschreiben. Die Relaxation hingegen l&sst sich damit weniger einfach
beschreiben und analytisch auswerten. Daher wird sie nachfolgend nicht behandelt.

Die Gesamtdehnung & entspricht der Summe der Dehnung g, in der Feder £, und der

n n
Dehnungen ¢; in den Kelvin-Voigt -Elementen ¢,: ¢ = & + Ze =&t zgm_ ;
Jj=1 J=1
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Die Dehnung ¢&; in den Kelvin-Voigt-Elementen entspricht wegen des Démpfers einer

inelastischen Dehnung ¢, = ¢,

in,j *

Das Kréftegleichgewicht fiir die Kette lautet:

c=0,=0,=..=0,mit o,=E,-§,und o =0,=FE,-¢,,+n,-&,, fir j>1.
L1 o, n; o L5
Daraus folgt mit &, +—-¢,, =—-, 7,=—- und Multiplikation mit e":
’ T. ’ n. E.
J J J
¢ \* ¢ ¢
. olt . olt .
Eppe’ | = ()ef= () e’
1 b1,
Mit
£y k2 o (¢) kd 1 Ly Y ki
o(t)-e” | =c(t)-e” +—=-e" > o(t)-e’" =—-|o(t)-e” | ——-o(¢)-e”
¢ B, E; E;

Y Y ‘
folgt: [31.1”. -eT-fJ 2%-[0@)@7“} —%-o‘(t)-er-"

J J

Die Integration mit den Anfangsbedingungen ¢, ;(0)=0, o, (0)=0 fiihrt auf die

O Ly

zeitabhéangige inelastische Dehnung:

O'(t) ‘1 _(t=3) ‘1 _(t=5)
5j11,j(t)27—_([5j'€ K 'O.'(S)dSZ_([E' l-e 7 -d(S)dS

J J

Fiir die zeitabhéngige Gesamtdehnung ergibt sich somit:
_(t=5)

t g ,@ t n
8([7)—%:)4-_[2%'[16 K4 J-a’(s)ds—-[ ELO+Z;%-[16 K4 ] -6 (s)ds

0

3.5.2.1 Sprungfunktion:

S0t fir 0<t<T, — 6(t)=

o(t)=1{T,
o, fir T, <t — dt)=0

|9

Die analoge Anwendung der Sprungfunktion wie im vorhergehenden Kapitel fiihrt auf den
Dehnungsverlauf:
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0 J=1 =

ARSI . 1 &1 L
g(t)_J'EOJFZE.(le -6 (t)ds =0, - EO+]Z_;‘E/ l1-e bzw.
_t
&(t) = o, - J (¢) mit der Retardationsfunktion J(¢) = L + ZL l-e ¥
Eo J=1 Ej

Im nachfolgenden Diagramm wird die Retardation durch eine Kelvin-Voigt-Kette (n=2)
wiedergegeben.

Die Grenzwerte sind: lime(¢) = S lime(¢) = (Ei + iELJ o,
0 J=1 =

t—0 EO t—m

Kelin-Voigt-Kette, n=2, (Spannung=Sprungfunktion)
12 T T T T T T T

10

nl=20,n2=30, EO=2, El=5’ E2=5, 00210

o 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

time
3.5.2.1.1 Ableitung der Dreiparametermodelle B und C

Aus der Retardationsfunktion J(¢)= € + ZEL .

0 J=1 =

12
[1 —e " J fiir die Kelvin-Voigt-Kette

kénnen die Retardationsfunktionen fiir die Dreiparametermodelle B und C sofort abgeleitet
werden.

Modell B
E<'II e2
A .
o, & o, &
U

—

‘

e
Ein

&
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Mit n=1 folgt die Retardationsfunktion: J(¢) = Ei + Ei : (1 —e " J
0 1

Modell C

o, &

Mit n=2, E;=o0 und F,=0 folgt fiir die Retardationsfunktion:

E
1 ——kt t
J(t)=— |1-e " |+—
() E[ : ]

1
Die Grenzwerte sind: lime(¢) =0, lime(¢) =
t—0

t—0

Dreiparameter-Modell-C (Spannung=Sprungfunktion)
12 ‘ ; ;

10

I

6" El:5' n1:50, n2:500, 00210 4

0 20 40 60 80 100
time

3.5.2.2 Exponentialfunktion:

Der als Beanspruchung vorgegebene Spannungsverlauf o(£) wird durch nachfolgende
Funktion beschrieben:

o(t) = o, .(1 - e’”") fir 0<t —o(t)=0, a-e"

Der zugehorige Dehnungsverlauf £(¢) wird durch Integration gewonnen:
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5

_t
&(t) = o, - Ei-(l—e’”)-k EL (1—6*1%)_1&;./7' .[eﬂw‘_eq]
4 J

0 J=1

Kelin-Voigt-Kette, n=2, (Spannung=Exponentialfunktion)
12 T T T T T T T T T

10

K n,=20.m,=30, E=2, E,=5, E,=5, 5,=10, a=0.9

0 | 1 | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

time

Die Dehnung startet bei Null und geht asymptotisch einem horizontalen Endwert
entgegen. Im Vergleich zur Sprungfunktion, bei welcher die Dehnung von einem Grenzwert
grofser Null startet, ergibt sich hier ein anderer Verlauf.

3.6 Kontinuierliche Spektren

Anstelle von diskreten Spektren, die fiir eine umfassende Approximation eine hohe Anzahl
von Maxwell- bzw. Kelvin-Voigt-Elementen erfordern, koénnen kontinuierliche Spektren
verwendet werden. Thr Vorteil besteht darin, dass nur wenige Parameter und eine
Verteilungsfunktion eingefiihrt werden, um viskoelastische Materialeigenschaften zu
beschreiben.

Die Anwendung von kontinuierlichen Spektren beschrinkt sich hier auf die
Sprungfunktion, da fiir die Exponentialfunktion keine anwendungsfreundliche Ld&sung
gefunden werden konnte.
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3.6.1 Dehnungsgesteuerter Prozess

3.6.1.1 Sprungfunktion

Als Alternative zu einer durch ein diskretes Spektrum (Z,,7,) beschriebenen

Relaxationsfunktion G(¢ +ZE % kann mit der Verteilungsfunktion g(7) die

© ¢
Relaxationsfunktion durch ein kontinuierliches Spektrum gemif G(¢) = E, + J. g(r)-edr
0
dargestellt werden.

Sn gQ() gog und

Nachfolgend werden die drei Verteilungsfunktionen g, (7)==,
T

g, (7) = B0 iy jhrem giiltigen Wertebereich 7, <7<7 diskutiert. Aulerhalb dieses

3 min max
T
Bereiches wird g,(7) = g,(7) = g,(7) =0 gesetzt.
g(r) =22
T

Durch Einsetzen der Verteilungsfunktion wird aus G(¢) = E, + g, I l-49 dr  die
T

zugehorige Relaxationsfunktion
~t/ Ty

S

1 NS T (=) o ¢
G(t) = E, + 8y j o edS—E)+g()1( J. —-e’ds - I —-e'ds |= E, — g, | Ei| — |- Ei| —

—0 min max

min

. e ¢ . :
mit der Substitution —— =5 —> —sz = ds als Integralexponentialfunktion oder
T T

-1 2. 2' 3-3!

_ —ts)  [fwmin
als  Reihenlosung  G(¢) = E, + g, - {lns P (=t ) ( S) ] mit  der
1

1 1
Substitution —=s — —-—dr =ds erhalten. Diese Losungen werden aufgrund ihrer
T T

komplizierten Darstellungsformeln nicht weiter behandelt.

85 (T) i"oz :

max

t
Das Integral der Relaxationsfunktion G(¢)= £, + g, j i?-e ‘drz wird durch die
T

Lo . e .
Substitution — =5 gelost: G(¢) = E, + gt“z l: ) r} Der Parameter g, wird aus dem
T
Grenzwert G (0) bestimmt. Die Zahlenwerte fiir 7, und 7, werden hier geméil
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Toin = I und Tpx = T gewahlt. Die kontinuierliche Relaxationsfunktion, abgeleitet von
der 1 diskreten2 Relaxationsfunktion lautet somit:
G(t)= E, + (G(O) - EO) " Tinin * inax |:€_T,:M, _ e_‘rni“ }

t (T = Toin)
g (7) = % :

. o1 . :
Nach dem Einsetzen, der Substitution — =5 und der Parameterbestimmung, in analoger
T

Weise wie vorhin, wird die Relaxationsfunktion erhalten:

9. o 2. 2] ¢ _
Y T P I

2 2 2
t ’ (z—max - z-min ) T T

max min
Kontinuierliches Relaxationsspektrum

10

— 9;70p,/7

9,590,/

9(x)
»

4+ _ 3 N
Tmin_4’ Tmax_6 - *——\\\\\
2 : ‘ ‘
4 4.5 5 55 6
T
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Relaxationsfunktion mit kontinuierichen Spektren

Olonti Spekt 9./
—— — Okonti Spekt 9,07 |-

Onaxwell

e

diskretes: 1,=20, n,=30, E;=2, E;=5, E,=5, g5=1 .
kontinuierl.: g, =120, g ,=576, 1 . =4, t__ =6

Weitere Verteilungsfunktionen in Form einer Geraden, einer Parabel und einer
Exponentialfunktion wurden untersucht. Sie fiihrten jeweils auf eine Reihenl6sung, deren
Anwendung wegen der komplizierten Darstellung nicht in Betracht gezogen wurde.

3.6.2 Spannungsgesteuerter Prozess

3.6.2.1 Sprungfunktion

Aus der durch ein diskretes Spektrum  dargestellten  Retardationsfunktion
t

J (t) ——+Z {1—6’ g J wird mit der Verteilungsfunktion j(z) bzw. dem

x ¢
kontinuierlichen Spektrum die Retardationsfunktion .J(¢) = EL + I J(7)- (1 —-e ’] dr

gefunden.
Mit der Erkenntnis aus dem vorhergehenden Kapitel werden nun die Verteilungsfunktionen

J,(7) = Ji2 nd Js(7) = J”“ behandelt.
T

2
Jo (T) J02 :
7’

Nach dem Einsetzen, der Substitution —=s und der Parameterbestimmung fiir j,, 7
T

und 7, wird die Retardationsfunktion erhalten:
-52-

min



Thomas Ranz der Bundeswehr

LRT 4 Universitat
Institut fiir Mechanik

1 1 T. T - S
J t = 4+ J 1. 1 + min max Tiin Tinax
( ) EO ( (OO) EO j |: t- (rmax - z-min) [e ¢ J:|

, J
Js (7) :£:

. e 1 . ..
Ebenso nach dem Einsetzen, der Substitution —=s und der Parameterbestimmung fiir
T

Jozs T und 7. wird die Retardationsfunktion erhalten:

1 1 2.7 2. 2 ¢t ¢
J(t) = — 4 J (w) _ | 1 + - Tm1n2 Tmax . e Tonin L + 1 —e T t n 1
E, E, L - (z’max - T, ) T T

Retardationsfunktion mit kontinuierlichen Spektren

1
el h
os- / 7
// Eionti Spekt i?
— — Eonti Spekt gozlr3
0.6 —/ _ n
EKelvin-Voigt
(e}
0.4+~ .
diskretes: 1,=20, n,=30, E;=2, E;=5, E;=5, 545=1
0.2 kontinuierl.: j,,=4.8, j,=23.04, 7 . =4, 7 =6 -
o | | | | |

| | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
time

Abschliekend ist anzumerken, dass die Approximation von diskreten Spektren durch
kontinuierliche Spektren ein relativ einfacher Prozess ist. Umgekehrt kann ebenfalls ein
kontinuierliches Spektrum durch ein Diskretes approximiert werden.

Auch die Berechung der Relaxationsfunktion G(¢) und Retardationsfunktion J(¢) ist bei

bekannter Form der Verteilungsfunktionen g(7) und j(7) relativ einfach. Umgekehrt ist
die Berechnung von g(7) und ;j(7) aus experimentell ermittelten Funktionen G (¢) und

J (t) wesentlich schwieriger [6].
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4 Viskoelastisches Materialmodell mit fraktionalem Element

Die linearen Materialgleichungen fiir die Elastizitit o = £ -& und Viskositit o =n-¢&
konnen auch in Form einer Ableitung ausgedriickt werden [3]:

d’e 0 £ Elastizitét

a7 {1 2 Viskositit
Die Einschrinkung der Ordnung der Ableitung auf natiirliche Zahlen einschliellich 0
(neN,) soll fallen gelassen werden und auf reelle Zahlen 0 <1 <1 erweitert werden.

oc=F-1"-

Dadurch kann ein hybrides Materialmodell, welches sich zwischen einem reinen elastischen
und viskosen Verhalten bewegt, beschrieben werden. Die zugehorigen Relaxations- und
Retardationsfunktionen sind Potenzfunktionen, welche die FEigenschaften von vielen
Werkstoffen mit wenigen Parametern iiber einen grolen Zeitbereich beschreiben konnen.

4.1 Fraktionale Integration und Differentiation

t
Das fraktionelle Integral (3] der Ordnung B, F,(t)= ;J.(t - S)ﬁ_l -£(s)ds, mit der

T(B)s
Euler’'schen Gammafunktion I'(f), ldsst sich aus der wiederholten Integration der
p(t) fiir0 <t <o

; herleiten. Dabei stellt die Stammfunktion ) (¢) das n-
Oftir£<0

Funktion £(¢) = {

n-1 )

fache Integral von £ (¢) dar. Die Verallgemeinerung £, (¢) =

lasst sich aus £ ( j f(s)ds und F,, (¢)= I ) ds, unter Beriicksichtigung der

Produktregel und der Integratlon nach variablen Integrationsgrenzen [4|, entwickeln. Die

t
zweite und dritte Stammfunktion, F(t)= J.(t —s5)-f(s)ds und

0

,
t)= %I(t —5) - f(s)ds, lassen diese Verallgemeinerung einfach nachvollzichen.

Durch die Euler’sche Gammafunktion TI'(z)=(z-1)! und die Einschrinkung
n=p0, >0 und LeR wird das fraktionelle Integral der Ordnung [ zu

,
Fy (¢)= ﬁj(t — S)/)Ll -f(s)ds erhalten. Durch die Substitution (¢-s)=u und der
0

anschliekenden Riickbenennung der Integrationsvariable u — s kann fiir das fraktionelle

Integral der Ordnung S auch £} (¢) = ﬁ Lof (¢ —s) ds geschrieben werden.

(ﬂ)I
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t
Die Funktion £ (¢) wurde somit durch die Integration F, (t)=jFﬁ_1 (¢) ds erhalten.
0

Umgekehrt kann auch eine Funktion F,(¢) durch gewdhnliche Differentiation,

d| F
F, (t) %ﬁl, bzw. fraktionelle Differentiation,
d”| F ¢ " e
F (t)= I 7‘”,,1”( ) = ! . ‘J.(S)_a ' £(t-s)ds, gebildet werden. Es ist
de” Mca+m de

dabei zu beachten, dass nun —« die Ordnung der Ableitung ausdriickt. Fiir die lineare
Viskoelastizitdt ist 0 < <1 (analog 0 < n <1 ) gefordert und mit —a + m >0 (damit das

—o+m-1

t
Integral j(s)

0
singulér) ist m =1 zu setzen. Die fraktionelle Differentiation kann nun formuliert werden:

ds existiert muss —a + m—1> —1 sein; das Integral ist somit schwach

oder nach t differenziert:

t

sy £ (¢=s) ds :ﬁ-i(t—s)a F(s) ds

0

£,(t)=

F(l a)

4.2 Fraktionales Dampfungselement

Das fraktionelle Dampfungselement wird nachfolgend symbolisch dargestellt und
diskutiert. Seine konstitutive Beziehung ist abhéngig von den Parametern £ und «
(t =1s stellt eine Normierungsgroke dar). Fiir a =0 ergibt sich das linear elastische
Verhalten einer Feder, fiir &« =1 das viskose Verhalten des Dampfers und fiir 0 < & <1 ein
viskoelastisches Materialverhalten.

o o
T [}

L & "

4.2.1 Dehnungsgesteuerter Prozess

wird nun durch eine

Das Materialgesetz o =F£-1" — L ‘
d¢ 1 = Viskositét

Differentialgleichung beschrieben. Daraus lasst sich das Materialgesetz fiir das fraktionale
Déampfungselement ableiten:

o()=rce CLEOI Bx f e syas= (- s) é(s) ds

de” F(l a) o

d’e {O 2 Elastizitit
n =
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Als  Belastungsfunktion  wird nur die Sprungfunktion betrachtet, da die
Exponentialfunktion keine praktisch anwendbare analytische Losung zulédsst. Beispielhaft
fir die Losung weiterer Materialmodelle mit fraktionalem Dampfungselement wird
nachfolgend der Losungsweg mit der Sprungfunktion als Belastung beschrieben.

St fir 0<t<T o =2

o(0) =17, 7,
g fir T, <t — £&t)=0

w & :
0<¢<T: o(t)= A(t=-s5)" 2L ds mit 0 <a <1
' F(l_a) '[[ 1
Substitution: u = (¢ -s) = o(t)= Bt &, j.u_“ du
rl-a) 1, 4
o(t) = 20 B pe it T 50 baw. ¢ — 0 fiir 0< ¢ < 7] folgt:
r2-a) 7T,
05=0—>(7(0)=E.g0
lim o (£) r(2)
t -0
50 a=1—>0(0)=ow
E t
T <t: t)= t— & ds t—
< o () F(l—a) I( 5 T, +r(1 a) i( s)"-0ds
a t
Substitution: u = (¢ -s) - o(t)= S I u* du
T1 e

Bt g .L‘H’—(t—Tl)

o(t)=

mit 7, — 0 folgt:

r(l-a) 7, 1-
7(0)= s (5] =460

Somit wird fiir die Belastung durch eine Sprungfunktion die Relaxationsfunktion

G (¢ )—m [Zj erhalten. Sie ist eine monoton fallende Potenzfunktion, die fiir
a

t > 0 gegen o und ¢ — o gegen 0 geht.
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Relaxation mit fraktionellem Dampfungselement, (Dehnung=Rampenfunktion)

35 Die Grenzwerte sind:

(e} . _ . _
— | me(@=e limo(t)=0
o5l | Die unendliche Spannung

| €2, 0,001 fallt anfangs sprunghaft ab

und relaxiert, stark von ¢,

abhingend rasch bzw. sehr
langsam gegen Null.

Das Verhalten des
fraktionalen Elementes
entspricht einem fluidartigen
Element.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

4.2.2 Spannungsgesteuerter Prozess
L [e0)]
dtll

o . . . P a4 e()]
lasst sich alternativ auch durch ein fraktionelles Integral ja(t) =F-r IT bzw.

Das, durch die fraktionelle Ableitung beschriebene, Materialgesetz o (¢) = £

n 0 é Elastizitat — S(t) = %
J. O-(t) = (t) ausdriicken. Wie vorhin bereits
1 £ Viskositéit — &(t)= A
n

gezeigt, wird das fraktionelle Integral der Ordnung p einer Funktion £ (¢) durch

_ 4" [ £, (0)] _ 1 a4

F, (¢) 1 F(prm) A -VO[(S)ﬂHH1 f(t—s)ds beschricben. Fiir das

lineare Materialgesetz muss —1 < <0 und m =1 gelten. Damit lasst sich die Dehnung

N—"

1 .
E.TIJ

e(t)=

e(t) des fraktionellen Déampfungselementes in Form von
t

e(t)= E-lrﬂ .F(ll-i-ﬂ) -.([(t—s)ﬂ o (s)ds = IJ(t—s)-o"(s) ds schreiben.

Mit der Sprungfunktion als Belastungsfunktion fiir die Spannung wird fiir die Dehnung

8(t) = m . (éj * 0 und die Nachgiebigkeitsfunktion J(t) = m . (%j

erhalten. Die Dehnungsfunktion &(¢) und die Nachgiebigkeit .J(¢) stellen eine monoton
steigende Potenzfunktion dar.
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Retardation mit fraktionellem Dampfungselement, (Spannung=Rampenfunktion)

35 T T T T

!

#

30+

25+ !

20

15+

10

EO=2, aoZO.Ol

80 90

4.2.2.1Riickbildung nach Entlastung

100

der Bundeswehr

Universitat

Die Grenzwerte sind:
lime(¢) =0, lime(¢)
t—0

t—0

o0

Die Dehnung beginnt bei

Null.  und  nimmt  mit
steigendem Wert des
fraktionalen Ableitungs-
parameters @, zu. Die
Dehnung wéchst iiber alle
Grenzen, da die
Potenzfunktion fiir ¢ — o

den Grenzwert o besitzt.

An dieser Stelle ist das fluide
Verhalten des fraktionalen
Elementes erkennbar.

Die, bei Betrachtung einer Gesamtbelastung (Be- und Entlastung), aufkommende Frage,

wie sich das fraktionale
beantwortet.

Element nach der Entlastung verhdlt wird nachfolgend

Die besondere Eigenschaft des fraktionalen Elementes ist, dass es bei Belastung ein
fluidartiges und bei Entlastung ein solidartiges Verhalten besitzt. Das bedeutet, dass die
Dehnung bei Entlastung zur Génze reversibel ist. Dieses Verhalten wird nachfolgend auch

analytisch gezeigt.

Fiir die gegeben Gesamtbelastung in Trapezform

S0t fir 0<t<T, — o(t)==L
7 7
o, fir T,<t<T, — o(t)=0

o(t) =
o, o, . :
— T ——-t fir T,<t<T, —> o) =
7 5T ) 3 (¢)
0 fir T,<t

wird das zeitliche Verhalten des fraktionalen Elementes fiir die Zeit 7} < ¢ betrachtet.

1 . 1
E-° T(1+a)

e(t)=

0

.j(t_

s) -o(s)ds > &
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T

1

8@)1?7“111+a):f@—sy-gﬁds+f@—sf-0ds+f@—sf-ﬂ%%)ds+j@—sf-Ods

7

77}
a O ( P o,
e(t)- E-r* T(l+a)=|(t—s) -=Lds+ |(¢—5) (——0] ds
Jemor gl
Mit der Substitution s = 7,x — ds = 7;dx folgt:
1 /1
e(t)- E-r*-T(l+a) It Tx)" o, dx - I(t—TlX)a-O'OdX
0 LT
1
Fir den Grenziibergang 7, — 0 wird fiir den ersten Term ITHI[I) (t-T,x)" -0, dx = tc,
1= 0
erhalten. Der zweite Term ist wegen seiner Integrationsgrenzen einer Grenzwertbildung zu
unterziehen. Dazu wird eine weitere Substitution ¢ - 7/x = u - —7,dx = du durchgefiihrt:

T/7 T, 1 1 1
I (t—]IX) 'UOdX: Iu“du:m[(t—ﬂ) —(LL—];) :|

/1, -1,
nnn

Die Grenzwertbildung 7; — 7, und 7] — 0 liefert den unbestimmten Ausdruck o Mit

Hilfe der Regel von de 1'Hospital wird der Grenzwert (¢-7;)" fiir den zweiten Term

gefunden. Die gesamte Dehnung wird somit durch £(¢) = T (;0(1 ) -[t“ —(¢ - TQ)a}
7. T(l+a

beschrieben. Fiir ¢ — o ist ihr Grenzwert, unter Anwendung der Regel von de 1 Hospital,
gleich Null. Damit ist das solidartigen Verhalten des fraktionalen Elementes nachgewiesen.

4.3 Materialmodell mit fraktionellem Dampfer

Durch die Kombination des fraktionellen Dampfers mit Federn und D&mpfern koénnen
erweiterte Materialmodelle mit hoherer Parameteranzahl gebildet werden.

4.3.1 Fraktionelles Element in Reihe mit Feder

O o
~T -

. e
84’ ‘ gm

&
Fiir a =1 -entspricht das Modell dem Maxwell-Element. Aus o =0, =0, und

E=¢&,t¢,

)

mit ¢, (¢) = Lt J-a(t) und ¢, (¢) = o(?) , wird folgende Materialgleichung
E-t” ’ E,

gewonnen:

P JEA O Sy s A O

FE-t° E, Fa1° I'(l+a

)I(t s) o (s)ds

0
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4.3.1.1 Dehnungsgesteuerter Prozess

Die Dehnung wird in Form einer Sprungfunktion aufgebracht.
St fir 0<t<T o )=

e(t) =417, 7
g fir T, <t — £)=0

Die zugehorige Spannungsantwort wird nachfolgend behandelt.

t
Der zweite Term = .lr —- F(11+ 2 .[.).(t —5)"-o(s)ds aus der Materialgleichung wird

partiell integriert,

1 1 -j;(t—s)a'a'(s) ds = 1 (¢- -J(S)|;+ja-(t—s)a_1'0(5) dS}

E-t* T(l+a) F-t” F(l+a)

und nach dem Finsetzen der Integrationsgrenzen erhalt man den Term zu

1 _
t— . ds.
o F(a) I( 5)" -o(s)ds
Aus der umgeformten Materialgleichung
t
o(t)+ T j-(t ~5)"" -o(s)ds=E,-¢(t) ldsst sich o(f) nicht explizit
E-1% T'(a) 3

ausdriicken. Diese implizite Materialgleichung stellt eine Volterra-Integralgleichung mit
schwach  singuldrer =~ Kernfunktion dar. Die zugehorige Losung lautet  [3]:

s e el R

Sie kann mit Hilfe der Mittag-Leffler-Funktion £, (x)= Z in die Form
k:OF(ak +1)

o(t) = E, j ( (t_sj -ﬂ}é(s) ds gebracht werden.

0 E

Fiir die oben angenommene  Sprungfunktion wird die  Spannungsantwort

o(t)=E, ¢ {]i}ﬁ{_(ga}k} —E -5 F, (—(TQJQJ und die

a k a
Relaxationsfunktion G (¢) = £ {;}ﬁ : {—(%) } } =FE,-E, {— (%) j erhalten.

4.3.1.2 Spannungsgesteuerter Prozess

Direkt aus der Materialgleichung kann die Dehnungsantwort auf die Spannungsbelastung
gewonnen werden. Fiir die Sprungfunktion lautet die Dehnung;:

-ty (3 | ey (om0
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Die Dehnungsfunktion &(¢) bzw. die Nachgiebigkeit J(¢) stellen eine monoton steigende
Potenzfunktion dar.

4.3.2 Fraktionelles Element mit paralleler Feder

E 0

WA

E, r°

|

“784"

Dieses Modell dhnelt, bzw. entspricht fiir a =1, dem Kelvin-Voigt-Modell. Die zugehorige
Materialgleichung wird aus dem Kréaftegleichgewicht o =0, +0, mit o, = £ -¢ und

o, (t)=F-t° M gewonnen: o (t)=E, -&(t)

Lé(s)d
1 “é(s)ds

F(l a) J.(t

4.3.2.1 Dehnungsgesteuerter Prozess

Fiir die Belastung mit einer Sprungfunktion in der Dehnung wird die im folgenden
beschriebene Spannungsantwort erhalten:

St fir 0<t<T o =2

f(6) =17, i
g fir T,<t — £)=0

& & .
0<¢<T): O'(t):EO-FOt (1 2 .([(t s) -?d5m1t0<a<1

a t
Substitution: 7 = (¢ —s) — J(t)zEO-i-t+E;T-i-ju’“ du
7 r(l_a) 1
O'(t)ZE .i.t+E'—T.ﬁ.t1—“
7, "Te-a) 7
Fir die Grenzfalle ¢ =77 , 7, - 0 und a =0 bzw. a =1 folgt:

04:O—><7(O):E0-go-|rE'€0
}HI{l)G(Z’) r(2)
-0 a=1-0(0)=
1 <t
E-t* ‘
o(t)=FE, ¢ + (t-s5)" -2 ds+ | (¢t-s)"-0ds
P r(1-a) ! X (1-a) l
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ju“du

1

Substitution: u = (¢ —s) = o(t)=E,-& +

~ |;o

E-t” .i'tlf’l—(t—Tl
rl-a) T, l-«a

o(t)= B, & +%Gj e {E +ﬁ(§” - G(1)

Somit wird fiir die Belastung durch eine Sprungfunktion die Relaxationsfunktion

—1_ ( 1E ) (EJ erhalten. Sie ist eine monoton fallende Potenzfunktion.
-

l-a
) mit 7] — 0 folgt:

o(t)=E, ¢ +

G(t) =F, +

4.3.2.2 Spannungsgesteuerter Prozess

Fir den spannungsgesteuerten Prozess ist der zweite Term der Materialgleichung

d”| e(¢
w(t)=FE-7° % durch fraktionelle Integration umzuformen:

¢
£(t) = — -11"‘ ) F(ll-i- - .([(t —s)" -0, (s)ds. Durch das Einsetzen von
G, (t)=0c(t)— E, - £(t) erhilt man:
c(t)4—— 1 -j(z—s)“.Eo.g(s)dsz L j .6 (s) ds
E-t T(l+a) 3 E -t F(1+a i

Die partielle Integration

j(t—s)a-Eo-é(s) ds=(t-5)" - E,-&(s )t—j( ~a)-(t-s)" -&(s) ds liefert:
g(t)+ﬁi(t—s)m'5(s)ds=E.Ta_11_(1+a)-j:(t—s)“-d(s)ds:E-Q(t)

Diese Materialgleichung stellt wieder eine Volterra-Integralgleichung mit schwach
singuldrer Kernfunktion dar. Thre Losung lautet:

g(t):E"j)‘{gF(a]l(+1) [ (- S} }J'a (¢ - S)al 6 (s) ds mit ?L“ZE?(;“

Mit Hilfe der Mittag-Leffler-Funktion £ (x) z T (ak+1) wird sie in die explizite Form
=T (ak+

L t—sja E ) { a
s(tY=F-|F | - S| ———— 6 (s) ds ebracht. Wegen des Integrals
-8 fa (5] ) [ etras : :
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J-# o (s)ds ist die Losung nicht vorteilhaft anwendbar und es wird daher an
vt —s

dieser Stelle auf das nichste Kapitel verwiesen.

4.4 Linearen Viskoelastizitdt - Volterra Integralgleichung

Wie im vorhergehenden Abschnitt (4.3.2) gezeigt wurde, ist eine explizite Losung fiir die
Dehnungsantwort des fraktionalen Kelvin-Voigt-Modells nicht direkt bestimmbar. Daher
wird in diesem Kapitel fiir den Zeitbereich ein Losungsansatz fiir Integralgleichungen mit
Hilfe von Operatoren [5] beschrieben. Damit kénnen die Ldsungen zu fraktionalen
Maxwell- bzw. Kelvin-Voigt-Ketten, und davon abgeleitet zu den Dreiparametermodellen
A und B, einfach hergeleitet werden.

4.4.1 Volterra Integralgleichung

Die allgemeine Form der Volterra Integralgleichung der zweiten Art [4] lautet:
t

u(t)=v(e)+ AIKI (t—s)u(s)ds (3.1)
0

Mit der Neumanschen Naherung kann die Integralgleichung schrittweise gelost werden:
Schritt: u, (¢) = v (¢)

t t
Schritt: u, (¢) =v(¢)+ /1J‘ K (t-5s)u,(s)ds =v(t)+ /”LJ.Kl (t—s)v(s)ds
0

Schritt: u, (¢) = v (¢)+ /lj K (t-s)u (s)ds

t

u, (¢)=v(¢)+ ﬂjl(l (t—s)v(s)ds + ﬂQ.t[Kl(t—S)erl (s —7(r)drds

0

u, (t)=v(t)+ ﬁj.Kl (¢—s)v(s)ds+ ZQj(j-Kl (r—s)K, (¢ - T)dfj v (s)ds

0

S

u, (t) = V(L‘)+ﬁjl(l (t—s)v(s)ds+/12jK2(t—s)~V(s)ds

mit K, (¢ — ) :jKI (r-s)K, (¢t —7)dr

Schritt: u, (¢) = v (¢)+ Zj[(l (t—s)u,(s)ds

u, (¢)=v(¢)+ lj[(l(t—s)v(s)ds+ /12j.[(2 (t—s)v(s)ds

0

+ /”tgj.lfl (¢- S)j;}(2 (s —7)(r)drds
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u, (¢)=v(¢ +/1.[K (t—s)v (s)ds+/”LQJ-KZ(t—S)V(s)ds+/13j](3(t—s)v(s)ds

mit A, ( J.K -s)K, (¢t -7)dr
Fiir die Losung kann nun angegeben werden:

u(t):V(t)+leI(t—S)V(S)ds+ﬂ?j-[(?(t—s)v(s)ds+/13j-[(3(t—5)v(s)d5+...
u(t)=v(t) ZAJ (t=s)v(s)ds =v(t)+

n=1

R(t s)v(s)ds = (1 - R*) v(t) (3.2)

O C—y —+

mit der Resolvente R(¢—s)= ZZ“K (t-s) (3.3) bzw.

dem Volterra Operator R : R -v(t)= jR(t —s)v(s)ds (3.4)
Fiir die Gleichung (3.1) gilt: 0
V(t):u(t)—/lj-](l(t—s)u(s)ds:(1—1K*)'u(t) bzw. u(t)=(1-AK)"-v(¢) (3.5)

mit dem Volterra Operator K : K -u(t) =

K (t—s)u(s)ds.

O Sy

Fiir die Resolvente R(¢—s) gilt ebenso:

R(t-s)= 2/1”1( (t—s5)=AK (1+ K + K, +...)

n=1

n=1

R(t-s)= z/l”[( (t—s)= /IKl[l-l-Kl+j-K1(T—S)Kl(lf—l')dl'-l-j-K2(T—S)K1(t—T)dT...J

R(t-s)=AK [1+R(t-s)] baw. R = AK (1+R")
Durch Gleichsetzen von (3.2) und (3.5) wird eine weitere Beziehung zwischen den Volterra
Operatoren K und R~ geschaffen.

(1-2K") =(1+R) (3.6)

Mit ihr kann fiir R auch geschrieben werden:

R =K (1+R)=2K" (1-2K")" (3.7)
(t _ S)a—l

Der Kern des Volterra Operators A~ lautet in unserem Fall: A, (t—s)= T und

a
die daraus zu bildenden Produkte:
(1) = [ K=o (1= e = L (e s (e ey =L
K (t—s)=|K,(tr—s)K,(t—7)dr = T t—7) dr= ,
2 L ' (1“(0())2 . I'(2a)
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Kg(t-s):jzg(r-s)zq(t—r)df il I Gl S P )

I(2a) T'(a) I'(3a)

s

K (t-s)= V=8 )"

F(ﬂa)

Damit kann die Resolvente auch losender Kern genannt, bestimmt werden:

R(t-s)= 2/1“ (=)™ (3.8)

) F(na)

4.4.2 Fraktionale Materialmodelle - Volterra Integralgleichung

Das fraktionale Integral bzw. Differential kann durch den Kern des Volterra Operators &
beschrieben werden:

]if(t) = j(r(—)alf(s ds = IK (t—s)f(s)ds = K, -£(t) ... fraktionales Integral (3.9)

a)

d* _d m = J (t —s)f(s)ds =K, - £(t) ... frakt. Differentiation
de”  deyT(1- a)
(3.10)

Die Bezichungen der Operatoren & und R in (3.6) und (3.7) gehen somit iiber in:

N
(1—/1K;)1=1+R*@[1—;tjj =1+ R (3.11)

R*:1K2(1+R*):AK;(1—AK;)_1@R*:/lff (1+R*):AT (1—/1? J (3.12)

Damit sind Materialmodelle mit fraktionalen Elementen im Zeitbereich mathematisch
einfach zu beschreiben. Dies wird im nachfolgenden Kapitel ausfiihrlich diskutiert.

4.4.3 TFraktionale Materialmodelle

4.4.3.1 Fraktionales Maxwellelement
E, E, r°

olt)

0

Die konstitutive Beziehungen sind fiir die elastische Dehnung ¢, (¢)= und die

inelastische Dehnung ¢, (¢) =

4.4.3.1.1 Spannungsgesteuerter Prozess — Retardationsfunktion
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a

t
Aus der Gesamtdehnung ¢ =¢, +¢, ergibt sich &(¢)= G;j ) + El — 'J.O'(t) und mit
0 T

t _ a-1
(3.9) wird &(¢) = o(?) - El — J.(t 9) o (s)ds erhalten. Partielle Integration fiihrt
T

£, y T(a)
t _ a
die Dehnung tiber zu: &(¢) = o(?) - j (¢-5) o (s)ds (3.13)
E, FE- - T'(l+a)
o, g,

20t fir 0<t<T, — o(t)=
Fiir einen Spannungssprung o(¢) =< 1] 7, ergibt sich

o, fir T, <t —> ot)=0

o, o, AN
die Gesamtdehnung: ¢(¢)=—2+—2>">——.|—| =J(¢) -0 3.14
: : . 1 1 tY
mit der Retardationsfunktion J (¢)=| —+———-| — (3.15)
E, E-T'(l+a) \1
Retardation fraktionelles Maxwellelement, (Spannung=Sprungfunktion) Die Grenzwerte sind:
35 T T T T T T T T T
| - - % —
] — lg%g(t)_E()’ ll_I)gg(t)—oo
30 J' (xOZO.Q c| |
=l ‘ =7 | Die Dehnung beginnt mit
,J 403 - einem von £, abhangigen
ool | P N | Dehnungssprung und nimmt
J‘ P mit steigendem Ableitungs-
s parameter a, zu.  Die
o 0,=0.1 |
ly Y= e ool Dehnung geht gegen oo, da
oh - _ 52F2e0% | gie  Potenzfunktion  den
| Grenzwert o besitzt.
sl | Das Verhalten des
fraktionalen Maxwell-
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Elements entspricht einem

|
6 0 2 30 4 50 60 /0 8 90O 10 flyidartigen Element.

4.4.3.1.2 Dehnungsgesteuerter Prozess — Relaxationsfunktion

a

Aus der Gleichung o (¢) = E, -¢,(t) = B, (e(t) - &, (¢)) = Eye(t) - EEO - -IO‘(Zf) folgt die
T

a -1
explizite Form fiir die Spannung: o (¢) = E (1 + EEOT“ . I j e(t)
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EO

Mit (3.11) und -A = ~
E-r

lasst sich fiir die Spannung

o(t)= (1 +R ) (¢) = [ (¢) + J-R(t s)e (S)dSJ und weiter durch das Einsetzen der

Resolvente
t o (t S)na—l t . ( )u (t )1104—1

o(t)=FE,-|e(t)+ A ~—F—-¢(s)ds : + —-1|-g(s)ds

(¥ o(m P w} { J[ o1 oo
schreiben. Durch partielle Integration wird fiir die Spannung der Ausdruck

t S)II(Z

o(t)=E,- ( j ( -&(s)ds erhalten. (3.16)

(¢) ;[ ,,Z(; I'(na+1) (M

o €

20.¢ fir 0<t<T, o lt)==2
Fiir den Dehnungssprung &(¢) =< 1) 7, ergibt sich die

g fir T,<t — &)=0
n 1 t no E t (24
S t =F, - - —— | g =K -E|-—2—] |-¢ 3.17
pannung zu O-( ;{;( j (110{+1)(Tj 0 0 a|: E( j :| 0 )

und die Relaxationsfunktion zu

G (t) = Z‘;( jm(éj _E -, {__o(éﬂ. (3.18)

FE
) X]{
Dabei wurde die Mittag-Leffler-Funktion £, (x) = Z— beriicksichtigt.
ST (ak+1)
Mittag-Leffler-Funktion
o o R - a=09_____ ‘
‘ ‘ | =01
08—~ B P - x
S o6 e A R
w® | | | | |
04F - R LRt Foemmmm-- B !
P AN S S
0 | | | |
-100 -80 -60 -40 -20
t

Die fiir die fraktionalen Modelle interessanten Grenzwerte der Mittag-Leffler-Funktion
sind:
lim £, (¢) = ltl_r)rolEa (¢) =

t—>—00
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Relaxation fraktionelles Maxwellelement, (Dehnung=Sprungfunktion)

22 Die Grenzwerte sind:
- T & . _ . _

20t ol 1t1_1>1010'(t)—E080, lljga(t)—()

18+ :

161 |/ Die Spannung fallt anfangs

ul | sprunghaft ab und relaxiert,
stark von ¢, abhingend

121 .

E,=2, E=2, ¢=0.01 rasch bzw. sehr langsam
gegen Null.

Auch hier ist das fluidartige
Verhalten des fraktionalen
Maxwell-Elements erkennbar.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

4.4.3.2Fraktionales Kelvin-Voigt-Modell

E,

o o
———————— ——
E t°
[

e

Die konstitutiven Beziehungen lauten fiir die Gleichgewichtsspannung o, (¢) = £ - £(¢)

o L de(n)] . . .
und die Uberspannung o,, (¢)=E -7 G Aus dem Kréftegleichgewicht folgt die

o]
d¢

4.4.3.2.1 Spannungsgesteuerter Prozess — Retardationsfunktion

Spannung o (t)=o0,(t)+0, (t)=E,-c(t)+ E-1°-

a a -1
Durch fraktionale Integration kann die Dehnung &(¢)= LI I (1+ y I J o(t)

F-r FE-r
gewonnen  werden. Mit  (3.12) und der  Abkiirzung -1 = EEO ~ folgt
T
t
e(t) = —ELR*O'(L‘) = —ELJ.R(t —-s)o(s)ds und weiter durch das Einsetzen der
0 00

Resolvente
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o(s)s = _Ei-t[z

(E z' ) (tr_(il:;_l '

o(s)ds.

0 0 n=1 0 o n=l
Mit partleller Integration wird fiir die Dehnung der Ausdruck
t _ no
=—— ( j (¢=5) -6 (s)ds erhalten. (3.19)
EO VS \E ) T(na+1)
. St fiir 0<¢t<7, - o‘-(zf)zﬁ . _
Fiir einen Spannungssprung o(¢) =< 7] 7, ergibt sich
o, fir T,<t — o6(t)=0
die Gesamtdehnung;:
0 _E n 1 t na E t a
e(t)=-20 ( Oj (—j =2-pg, ——0(—j =J(t)-0, (3.20)
E, SV E ) T'(na+1) \7 E, E\r
mit der Retardationsfunktion
1 na 1 E o
E, = (na+1) \r E, E\r
Die Mittag-Leffler-Funktion wurde nun in der Form
ok » k
X
X ——— =1+ ) ———  berticksichtigt.
B (x) = kzol“(akJrl) Z}r(akﬂ) &
Retardation fraktionelles Kelvin-Voigt-Modell, (Spannung Sprungfunktlon)
50 ‘ ‘ =0s Die Grenzwerte sind:
451 - — e . B . _ 0
- of | Mape(t) =0, dme(r) =5
401 p 1 0
Br 7 17 Die Dehnung beginnt bei
30" [/ 4 Null. Mit steigendem ¢, geht
sl 0?05 -7 7 © | sie frither dem, von E,
/ P . abhéngigen, Grenzwert
20 s — 7
j - entgegen.
5L, - Das Verhalten des
0 |7 «s02 | fraktionalen Kelvin-Voigt-
;/” e T T T T T T B 202 =2, g=0.01 Elementes entspricht einem
5 - - —- —-—-—-—-—-—-— -+ solid Element.
% 10 20 0 40 s 6 70 8 9 100
time

4.4.3.2.2 Dehnungsgesteuerter Prozess — Relaxationsfunktion
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. I _ . 4[e(t)]

Die aus dem Kriftegleichgewicht folgende Spannung o (¢)=E, -¢(¢)+ E -7 i

wird mit (3.10) in o(¢)=E,-(t)+E-7° ij‘ﬂ +&(s)ds und weiter in
’ e T(1-a)

o lt=s)

O'(t):E})‘g(t)'FE'T J.m

0

-&(s)ds tberfiihrt. (3.22)

St fir 0<t<T, o &t)=2

Fiir den Dehnungssprung &(¢) =47, _E ergibt sich die
g fir T, <t — £&¢t)=0

E Y
S t)=|E,+———|—| |- =G(?)- 3.23
pannung zu G( ) { o F(l—a) (tj } & ( ) &, ( )
und die Relaxationsfunktion zu G (¢) = E, + _£ (EJ : (3.24)
rl-a) \¢

Relaxation fraktionelles Kehin-Voigt-Element, (Dehnung=Sprungfunktion)
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ! Die Grenzwerte sind:

(e} .

4 limo(t)=o
€ t—0 ( ) ’
1 limo(¢) = Eyg,

— — — t—o0
EO—2, E=2, aO—O.Ol |

;=01 1 Die Spannung féllt anfangs
sprunghaft ab und relaxiert,
0g=0.3 stark von ¢, abhingend

L rasch bzw. sehr langsam,
0g=09 gegen den, von B,

58 B8 W5 a8

abhingigen, Grenzwert.
————————————————————— Auch hier ist das solidartig
Verhalten des fraktionalen
Kelvin-Voigt-Elementes

S

a
T
L

o

1 1
0] 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100 erkennbar.

4.44 Diskrete Spektren mit fraktionalen Elementen

Analog zu den diskreten Spektren aus Maxwell- und Kelvin-Voigt-Elementen (siehe
Kapitel 3.5) konnen fraktionelle Ketten gebildet werden. Von ihnen lassen sich, analog zu
den klassischen Dreiparametermodellen A und B, fraktionale Modelle A und B ableiten.
Wie bereits unter Kapitel 3.5 festgestellt, sind die Dreiparametermodelle C und D fiir die
lineare Viskoelastizitit weniger interessant und werden deswegen auch bei den
nachfolgenden fraktionalen Modellen nicht weiter behandelt.
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4.4.4.1 Fraktionale Maxwell-Kette

Gre
]
L 1
q Z-(t
1
L 1
C‘Z Z-(L
]
L 1
C -
1
L 1

|
gm,/

E

E

E

E
——— o

k
Mit dem Kriftegleichgewicht o =ZO‘I. und der Spannung in den einzelnen Maxwell-
i=0

0 E n 1 ¢ na; E ¢ a; B
elementen o, (¢) = E, Z(— 01] F(—(_j 6 =FE,-E, {— C’I (—) ]50 folgt fiir

=0 ; 110:1.+1) T \7

die Spannungsantwort der fraktionalen Maxwell-Kette:

o(t)=Y BB, [- 5 (5” 6 =36, ()- 6, baw.

i=0 i T =0

o (t) = {EOE [—%GH " iEE [— g @ }} .

mit der Relaxationsfunktion G, (#) in den einzelnen Maxwellelementen.

4.4.4.1.1 Fraktionales Modell A

&0 Eino
E, G >
—
L
o, £ o, &
~— — -
E,
&

Mit k=1, ¢, =0 und C, =0 (d. h. wegen o, =0 geht das fraktionale Element vorerst in
eine elastische Feder und mit dem Grenziibergang | = o weiter in eine unendlich steife
Feder iiber) folgt die entsprechende Spannungsantwort:
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o (¢) :{EOEQ [—5(% }El}-go bzw.
G\t

=( B\ 1 AR
tY=<F S VI [ — ) S E - =G(t)-
SR SIS S B

Relaxation fraktionelles Modell A, (Dehnung=Sprungfunktion)

.l | | | | | | ! 1 Die Grenzwerte sind:
: hmo_(t):(Eo"'Eng
E,=2. G,=10, E,=05, ¢=0.01 o >0
limo(t)=FE¢&
20r 7 t—0 ( ) 170

o=0.2

Die Spannung fallt anfangs
sprunghaft ab und relaxiert,
stark von ¢, abhingend,

rasch bzw. sehr langsam,
gegen den, von E,

abhingigen, Grenzwert.

Auch hier ist das solidartige
Verhalten des fraktionalen
Modells A erkennbar.

El/ El E/v
o, & o, &
- | e o o L -—

C o C o C o
1 1 1
| E— T T

& I & | I &,

£

Mit der Gesamtdehnung £=Zgj und der Dehnung in den einzelnen Kelvin-Voigt-

=0

Elementen ¢, (¢) = _ % (_Ef 1 (fj - &{1 -E, |:_E1' (fj

E C, ) T'(na; +1) \z E, C, \z

i n=1 b b 1

} lautet die

Dehnungsfunktion fiir die fraktionale Kelvin-Voigt-Kette:

£(0) - in{l B, {‘f (Ej} 0, = ZJ (¢)- o,

i=0 £; i \T

mit der Retardationsfunktion J, (¢) in den einzelnen Kelvin-Voigt-Elementen.
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4.4.4.2.1 Fraktionales Modell B

E,

YW

E,
o, & g, &
- Wi
C' T/I‘
1
|
817 gl

£

Mit k=1, &, =0 und C, =0 (auch hier geht das fraktionale Element durch ¢, =0 in eine
elastische Feder iiber jedoch wird durch C, =0 die Feder eliminiert) folgt fiir die

Spannungsfunktion:
1 —E, ()" 1
c(6)=11]1- £, (_j L
E, ‘N Cy \r E
Retardation fraktionelles Modell B, (Spannung=Sprungfunktion) Die Grenzwerte sind:
55 T T T T T T T T ‘4 —
= lims(¢) =22,
50+ -7 o=0.9 — - g T t—>0 |
a5 o = 11
/ lime(t)=| —+—|o,
40+ / B t—ow EO El
35, ‘ -
/ =05 - : i i
N - | Die Dehnung beginnt mit
» ,/ e einem von £ abhangigen
/ = Dehnungssprung. Mit
20r // - 7 steigendem «, geht sie friiher
e . .
5, 4J7f,f/;°3:0f2ﬁ****’4*’ 1 dem, von £, und ZF|
- =02, C.=2, E.=2, q=0.01 ..
10“Vi ffffffffff 502 G2 B2 0000 abhéngigen, Grenzwert,
5l | entgegen.
Das Verhalten des
% 10 2o 2 4 s e 7 8 o 100 fraktionalen Modells B
time entspricht ebenfalls einem

solid Element.
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5 Feuchte-rheologisch einfache Stoffe

In Anlehnung an das bekannte und sehr etablierte Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzip
in der Materialtheorie der linearen Viskoelastizitét fiir Polymere ([3],[6]) soll nun ein Zeit-
Feuchte-Verschiebungsprinzip eingefiihrt werden.

Voraussetzung fiir diese Theorie ist, dass sich der Werkstoff feuchte-rheologisch einfach
verhdlt. D. h. es wird angenommen, dass sich nur die viskosen Stoffanteile feuchteabhingig
verhalten. Die elastischen Anteile hingegen werden als feuchteresistent betrachtet. Dies
bedeutet, z. B. fiir Maxwell- oder Kelvin-Ketten, dass alle viskosen Dampfer dieselbe
Abhéngigkeit von der Feuchtigkeit aufweisen.

Fiir Werkstoffe mit einem solchen feuchte-rheologisch einfachen Verhalten kann durch das
Verschiebungsprinzip eine Hauptkurve (Mastercurve) gebildet werden. Die Hauptkurve
wird dazu aus mehreren Kriech- bzw. Relaxationskurven, welche bei verschiedenen
Materialfeuchten im Experiment gemessen wurden, im halblogarithmischen Diagramm
durch Verschiebung entlang der logarithmischen Zeitachse gebildet. Damit wird die
sogenannte Hauptkurve als Kriech- bzw. Relaxationskurve iiber einen grélkeren
Zeitmalsstab gewonnen. Sie ermoglicht eine Beschreibung des Materialverhaltens iiber das
experimentelle Zeitfenster hinaus.

Die beiden folgenden Diagramme zeigen das Potenzial dieses Verschiebungsprinzips mit
dem Ergebnis, dass das Kriechen z. B. in einem 5 mal langeren Zeitbereich beschrieben
werden kann als gemessen wurde.

Retardationsfunktion bei Feuchte Uy Zeit-Feuchte-Hauptkurve
250 | ——— 280" | | | ]
R — - -ty e
o o > "
200} {4  200F .7 i
e
e
7
: 4 150 ’ .
150 y
7 /
100} 7 1 100} / .
/ /
p /
/ /
50+ / g 50+ ,/ B
a /
L L L L O 1 1 1 1 L 1 1 L L
200 400 600 800 1000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
time time
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5.1 Feuchteabhéingige Viskositat

Die feuchteabhéngige Viskositét 7(uz) wird durch eine Viskositit 7(x,), bezogen auf die
Referenzfeuchte u,, und den Zeit-Feuchte-Verschiebungsfaktor a(u) eingefiihrt.

Feuchteabhiingige Viskositét: n(u) =n(y,)- a(u) (4.1)

Fiir den Zeit-Feuchte-Verschiebungsfaktor a(u) gilt die Normierung a(u,)=1 und
a(u)>0. Er gibt den Zusammenhang zwischen der Abnahme der Viskositit bei

Feuchtezunahme und umgekehrt, die Zunahme der Viskositédt bei Feuchteabnahme, an.

Fiir ihn gilt somit die Ungleichung j—aSO. Diese fordert, dass a(u) eine stetig
u

differenzierbare und monoton fallende Funktion von der Feuchtigkeit uz ist.

Feuchte-Viskositat-Zusammenhang

Zeit-Feuchte-Verschiebungsfaktor a

Feuchte u

Der experimentell ermittelte Zeit-Feuchte-Verschiebungsfaktor a(z) ist ein Indikator fiir

die Anwendbarkeit des Zeit-Feuchte-Verschiebungsprinzips. Nur wenn dieser Faktor im
Relaxations- und Retardationsversuch fiir einen Werkstoff ident ist, verhalt sich der
Werkstoff feuchte-rheologisch einfach.

5.2 Feuchteabhéingiger Zeitmalkstab

Das Konzept der feuchte-rheologisch einfachen Stoffe erfordert die Einfithrung eines
feuchteabhangigen Zeitmalstabes. Dieser wird durch das Differential dz = m bzw.
durch das Integral Z(t)—jL
urc g = 0 a[u (S)J

Damit ldsst sich fiir die drei verschiedenen Feuchtigkeiten u(¢)=u,, u(¢)>u, und

eingefithrt und als materialeigene Zeit bezeichnet.

u(¢) < u, der Zusammenhang zur materialeigenen Zeit bilden:

e Materialfeuchte entspricht der Referenzfeuchte:
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t
u(t) =u, > a(uo) =1>z-= .[ ds -t ¢t — materialeigene Zeit = reale Zeit

valu) alu)

e Materialfeuchte > Referenzfeuchte:

u(t)>u, »>a(u)y<l—z=

( >1 — materialeig. Zeit lauft schneller als reale
alu

Zeit
e Materialfeuchte < Referenzfeuchte:

u(t)<u, > alu)>1—->z= <1 — materialeig. Zeit liuft langsamer als reale

a(u
Zeit

Fiir Werkstoffe deren Materialmodelle beziiglich der materialeigenen Zeit z(¢) formuliert

sind, gilt fiir die Zeitableitung von Spannung o(z) und Dehnung &(z) gemék der

Kettenregel:
&(2) = ‘;_CZ’Z- - o"(z)a(lu) baw. é(z) = j—jz' - g'(z)a(lu)

5.3 Modell A mit feuchteabhéngiger Viskositat

Nachfolgend wird exemplarisch am Modell A die Materialgleichung, welche beziiglich der
realen Zeit ¢ und der Feuchtigkeit u (beriicksichtigt in Form der feuchteabhingigen
Viskositét 7(uz)) formuliert wurde, in eine Gleichung in Bezug auf die materialeigene Zeit

z(t) bezogen auf die Referenzfeuchte u, (beriicksichtigt in Form der Viskositit bei

Referenzfeuchte n (uo) ), iibergefiihrt.

5.3.1 Dehnungsgesteuerter Prozess — Relaxationsfunktion

Die Materialgleichung fiir das Modell A mit feuchte-rheologisch einfachem Verhalten wird
aus dem Kréftegleichgewicht o =0, + 0, = £ )¢ + 0,, und der Kompatibilitit ¢ =¢, + ¢,

in in D 1e

gewonnen. Fiir die inelastische Spannung gilt: o, = E¢, = B (e -¢,)=n(u)é

. . . . . . O
inelastische Dehnung lautet: E,=E—E, D&, =E—¢E, =E—— Aus dem
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1

Kriftegleichgewicht o= Ee+n(u)é, = Ee+n( )[ ij = Fe+n(u) {5 —%(d - Eog)} wird
1

nun die Materialgleichung gewonnen: & (¢) + £ o(t)=(E,+E)é(t)+ %g(t) (4.2)
n(u) n(u)

Sie entspricht der klassischen Materialgleichung fiir Modell A und ist nur um eine

feuchteabhingige Viskositit 7(uz) erweitert worden.

Bei Einfiihrung der materialeigenen Zeit, d. h. ¢ — z(¢), geht die DGL {iber in:

o' (2)+ Do (2) = (B, + B (2) + 2P ¢ () (4.3)
7(u) 7(u)

Sie entspricht ebenfalls der klassischen Materialgleichung fiir Modell A, jedoch mit einer

materialeigenen Zeit z(¢) und der Referenzfeuchte u,.

Die Losung der DGL erfolgt analog wie beim klassischen Modell mit Exponentialansatz
) iy {ee-5(9)
und lautet: o(z) = I E, + Ee "™ -&'(¢)dg (4.4)

0

mit z( j und ¢(9) = f

a[u(s] L alu(s)]

5.3.2 Spannungsgesteuerter Prozess — Retardationsfunktion

Aus (4.2) wird durch Umstellen die Material-DGL mit Feuchteabhéngigkeit bei realer Zeit
BB ()= () 4—2 (1) (45)
n(u)(EO +E1) E,+ E| 77(11)(E0 +E1)
Formuliert man sie relativ zur materialeigenen Zeit z(¢) bei der Referenzfeuchte u,, so
lautet die DGL:
EOEI El
n(u) (£, + ) n(u)(E, + £,)

t) __&E
1 1 1 (2(t)-<(9))
und die zugehorige Losung: &(z)= | |— ( ——]e oo )5 -£5) -o'(¢)dg  (4.7)
!)- B, \E+EE

0

gewonnen: &(¢)+

1
E,+ E|

g'(z)+ o'(z)+ o(z) (4.6)

e(z) =

5.4 Maxwell-Kette

g, &
——

(1)
=1
n,(1)
=1
n(u)

|
4

[

©w

o, &
R
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Die Uberfithrung der Materialgleichung der Maxwell-Kette, analog dem vorhergehenden
Kapitel 5.3, liefert fiir die Spannung;:

) LA
o(2)= [ | E,+ ) Ee " ¢'(¢)ds (48)

Die Uberfiithrung der Materialgleichung der Kelvin-Voigt-Kette, analog dem Kapitel 5.3,
liefert fiir die Dehnung das folgende Funktional:

(1) B (A t)-o(8

1 &1 () A0(9)
B S SN PR o(¢)d 4.9
£(2)= | 5 4E [ e J o'(5)dg (4.9)

0

5.6 Verallgemeinerung der materialeigenen feuchteabhingigen Zeit

Fiir feuchte-rheologisch einfache Werkstoffe kann die, von der materialeigenen Zeit
abhingige, Spannung o(z) bzw. Dehnung &(z) durch die Relaxationsfunktion

G [Z (¢) - g(&)} bzw. Retardationsfunktion .J [z (¢) - g(&)} verallgemeinert werden:
Z(ﬁ

) (1)
o(z)= I Glz(¢t)-¢] € (s)ds baw. &(z)= jJ[z(t)—g]-a’(g)dg (4.10)

0

5.7 Verschiebungsprinzip

Die Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Zeit-Feuchte-Verschiebungsprinzips auf
einen Werkstoff ist, dass der Werkstoff ein feuchte-rheologisch einfaches Verhalten besitzt.

Der wesentliche Grundgedanke des Zeit-Feuchte-Verschiebungsprinzips ist die, analog zum
Zeit-Temperatur-Verschiebungsprinzip empirisch gefundene, Abhéngigkeit des

Materialverhaltens von der Zeit und der Feuchtigkeit. Dieser Bezug wird durch die
t

materialeigene Zeit z(¢) :J‘ﬁ und den Zeit-Feuchte-Verschiebungsfaktor a(u)
v alu(s

determiniert.

Das Prinzip wird fiir die Retardation in der Form praktiziert, dass die zu einer
Referenzfeuchte u, gehdrende Kriechkurve als Referenzkurve J(¢,u,) gewéhlt wird. Der
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horizontale
unterschiedlicher Feuchtigkeit betragt log, [a(ui )J

Retardationsfunktionen bei verschiedenen Feuchten
22““ T T T T T T T T T

Abstand zwischen dieser Kriechkurve zu

den

der Bundeswehr

Universitat

anderen Kriechkurven bei

- J(t,uo)
J(t,ul)

20+

18F

ol u>u>u, —> a(ul)<1<a(u2) —
OHH\ L Lol L Lol L Lol L Lol
10" 10° 10" 10° 10°
time

10°

Die, bei unterschiedlicher Feuchte, gemessenen Kriechkurven J(¢,uz;) werden um ihren

logarithmierten Zeit-Feuchte-Verschiebungsfaktor log, [a(ui)] im halblogarithmischen

Diagramm entlang der logarithmischen Zeitachse verschoben.

Zeit-Feuchte-Verschiebung

Tl :
_— J(t,ul) /
20L | ----- J(t, LLZ) / a
Atuy) /
RN (ATH) /
150 o log(aluy) />
/ log )
Uy U Up>Ug>U, — a(uy)<a(uy)<l<a(ug)<alu,) / ) :
100} bzw. logfa(u,)|<logla(u,)]<O<logla(u,)|<logia(u,)] N
/o legfaug)
/ /
50l V4 2 < - log, (&) |
e IR "
// e T~ . >exkx”“x
0 (0] ‘ = ‘ : ‘ e - 2 ‘ - 3
10 10 10 10

time
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Die sich daraus ergebende stetige Kriechkurve wird als Hauptkurve (Mastercurve)
bezeichnet und beschreibt das Kriechverhalten iiber einen entsprechend grélkeren
Zeitbereich. Dieses Prinzip ist analog auf die Relaxation iibertragbar.

Zeit-Feuchte-Hauptkurve

250 b
— - - J(t,u

O) /,

200 - ) i

150 - 7 :

100 P i

O ! T R R R R | ! T R R | ! [ |
10° 10" 10° 10°

time

Die mathematische Beschreibung des Prinzips erfordert zunichst die Uberfithrung der
Spannung und Dehnung aus der materialeigenen Zeit in die Zeit der Referenzkurve:

t
Die zur Referenzfeuchte u, gehérende materialeigene Zeit ist z(¢) = j ds __¢ bzw.
a(uy) a(uy)
9 9 dg
9 . Mit der Substitution ¢ (%)= —>dg = und
SR ) T )
&l¢(9)]dgs = j—jdg = dg%;“)% =£(9)d9 baw. o'[5(9)]ds=05(9)dg folgt fiir

(4.10):
o[z(t)] jc{ U} (9)d9 bzw. &[z(t)]=¢ IJLi(uS)} c(9)dg (4.11)

Die Relaxations- und Retardationsfunktion zur selben Zeit und unterschiedlicher
Feuchtigkeit sind somit in Funktionen bei gleicher Feuchtigkeit und unterschiedlicher Zeit

G (t,u) = G[ ‘ ),uoj bzw. J(t,u) = ( @) J transformiert worden.

2

Die  Verschiebung im logarithmischen Zeitmalstab erfordert die Beziehung

G [ d } =X¢ (blog’ “ow [H(U)],ZIO) fiir die Relaxationsfunktion bzw.
a(u)’
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t 0g [ )—10; a\u .o . . .
J (—,UOJ < J (b1 B (1)-1ogs [a(u)] ,uo) fiir die Retardationsfunktion.

a(u)

Mit log, (¢) - log, [a(u)] wird deutlich, dass die Verschiebung nur im logarithmischen

Zeitmalkstab durchfiihrbar ist. Zu beachten ist, dass auf einer linearen Zeitachse mit ( )
al(u

keine Verschiebung sondern nur eine proportionale Verzerrung der Kurve erfolgt.

Im Zeitbereich ist die Verschiebungsrichtung durch das Vorzeichen der Feuchtedifferenz
Au=u,—u(t) bestimmt. Damit ldsst sich fiir die drei verschiedenen Feuchtigkeiten

u(¢)=u,, u(t)>u, und u(t)<u, die Verschiebung, beispielhaft an der Retardation,

diskutieren:

e Materialfeuchte entspricht der Referenzfeuchte:
u(t)=u, > a(u)) =1- J(t,u) = J(¢t,u,) Kriechkurve = Referenzkurve
e Materialfeuchte > Referenzfeuchte:
u (t)>u, > Au>0,a() <1—>log,[a(y)] <0 Kriechkurve verschiebt sich um

den Betrag log, [ a(u)] nach rechts.

e Materialfeuchte < Referenzfeuchte:
u,(t) <uy > Au<0,a(u,)>1—>log,[a(u,)] >0 Kriechkurve verschiebt sich um

den Betrag log, I:a(u2 ):I nach links.
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