Aufgabe 1 Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

Die Erdatmosphire besteht zu 78% aus No-Molekiilen. Wir betrachten ein Molekiil auf
der Erdoberfliache, die Fluchtgeschwindigkeit vg; fiir ein Molekiil um von der Erde in den
Weltraum zu entweichen entspricht vy = 11,18 km/s.
a) Welcher Temperatur in Kelvin wiirde das entsprechen, wenn vg; die mittlere Ge-
schwindigkeit der Molekiile wére?
b) Uberlegen Sie an Hand der Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilung, wie groB bei
T = 300K der Anteil der N,o-Molekiile ist, die eine Geschwindigkeit grofer vpg
haben.
c) Wie grof ist, bei gleicher Temperatur, der Anteil fiir Wasserstoff Molekiile Hy. Er-
klart sich damit der Anteil von Wasserstoff in der Erdatmosphére?

Angaben: My, = 28 g/mol, kg = 1,38 -1072" J/K
Losung zu Aufgabe 1

a) Zur Berechnung wird nur die translatorische Energie betrachtet,
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Die Masse eines No-Molekiils (Stickstoff *N) ist mit der atomaren Masseneinheit
u = 1,66102" kg gleich my, = 2 - 14u = 28u
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T = 140,3 - 10°K

b) Der Anteil von Molekiilen, die eine Geschwindigkeit zwischen v und v+ dv aufweisen

entspricht
dN(v) = Np(v)dv

Wobei N der Gesamtheit aller Teilchen und p(v) eine normierte Wahrscheinlich-
keitsdichte Funktion entspricht. In diesem Fall ist p(v) die Maxwell’sche Geschwin-
digkeitsverteilung.

Ex

dN(v) = NCU2€<7%>C{U = NC’U%GWZ'TH) dv (1)
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Mit C' = 4r ﬁ * dem Normierungsfaktor von p(v). Die kinetische Energie eines

No-Molekiils mit der Geschwindigkeit vg; ist

Ekiny, = 2,904-107"%]



(aus Aufgabe a)
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in Gleichung 1 ist v = vp; und dv entspricht einem Intervall das aus physikalischen
Griinden bis maximal zu Lichtgeschwindigkeit ¢ reicht

m

dv ~ Av = (299,792 - 10° — 11,18 - 10%) — = 299,780 - 1002
S
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Damit ist
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Da p(vr) > p(c) ist wird bei dieser Uberschlagsrechnung die Anzahl an Stickstoff

Molekiilen deren Geschwindigkeit grofier v ist sogar noch iiberschétzt.

c¢) Fiir das Ho-Molekiil entspricht die Masse mpy, = 2 u, damit ist
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Aus der Rechnung folgt, das sich die Faktoren Cy, und Cy, um einen Faktor von ca. 50 un-
terscheiden. Der entscheidende Unterschied liegt im Argument der e-Funktion e~ 70%%49 <
e=?01%4 Der Anteil von Hy in der Atmosphire liegt heute bei ca. 0,5 ppm. Dies liegt
an dem langen Zeitraum der Betrachtet werden muss, denn auch die Wahrscheinlich-
keit das ein Hy Molekiil entweicht ist gering. Die Atmosphéren Physiker rechnen des-
halb mit einer mittleren Aufenthaltsdauer fiir Bestandteile der Atmosphére sie betréigt
fiir Ny 2 - 107 Jahre, fiir Hy ist sie kleiner 200 Jahre. (Quelle: http://indigo.meteor.tu-
darmstadt.de/umet/script/Kapitell /kap01.html)

Aufgabe 2 Stromungsgeschwindigkeit

In ein zylindrisches Rohr wird pro Sekunde ein Liter Luft angeblasen. Die Eintrittsoffnung
hat eine Fliche von Ap = 0,2cm?, die Austrittséffnung hat eine Fliche von A4 = 200cm?.
Die Dichte von Luft soll p;, = 1,295% und die molare Masse M, = 2911%1 sein.

a) Berechnen Sie die mittlere Geschwindigkeit der Luftmolekiile am Eintritt.

b) Wie grof} ist die mittlere Geschwindigkeit der Luftmolekiile an der Austrittséffnung?

c¢) Berechnen Sie die Teilchenstromdichte j4 an der Austrittsoffnung. Ist die Teilchen-
stromdichte j4 = jg?
d) Wie viele Luftmolekiile treten pro Sekunde durch die Austrittséffnung?

e) Vergleichen Sie die Geschwindigkeiten der Stromung mit der wahrscheinlichsten Ge-
schwindigkeit der Molekiile (Hinweis: Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit der
Molekiile ist das maximum der Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilung und es

gilt: v = /2L

Loésung zu Aufgabe 2

a) Es wird ein Liter Luft (Volumenangabe) pro Sekunde angeblasen, damit

V = Agl
und
[ =vgt = l = vgt
Ag
\%4 1-1073m? m
VB = T 02 10 mEs . s

b) Das Volumen pro Zeit (Volumenstrom) am Einlass und Auslass muss gleich grof
sein.

1% A
7= Apvp = Aqvg = vy = A—jvE
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= 50— = 0,05—
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c) Eine (Teilchen)Stromdichte j entspricht der Anzahl an Teilchen N pro Zeit und

Flache,
1dN

T
Wobei % dem Teilchenstrom entspricht. Die Anzahl an Luft Molekiilen ergibt sich
aus,

m = pV

und v
m PL
= —_— :> _
M, T M
Mit der Avogadro Konstanten N4 ist die Teilchenanzahl N = N4 n. Damit ergibt
sich die Stromdichte j4 am Ausgang
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Abbildung 1: Stromungsfeld im Rohr zur Veranschaulichung des Volumenstroms
und der (Teilchen)Stromdichte.

Der Volumenstrom am Eingang und Ausgang ist gleich (vgl. Anzahl der Pfeile in
Abb. 1). Die (Teilchen)Stromdichte unterscheidet sich am Eingang und Ausgang,
zeichnet man die Trajektorien der Molekiile ein erhélt man am Ausgang weniger
Pfeile pro Flidche als am Eingang.

Vo 1,205%81.1073m?
n=Pr _ m’ B 44,655 - 10%mol

My 29107318
P Nan _ 6,022 -10%mol™'44,655 - 10~*mol _ 13451 ozt Teilchen
At 0,02m?1s m?s

d) Mit der (Teilchen)Stromdichte j4 am Ausgang (2) entweichen in einer Sekunde:

Teilch
N = jaAat = 1,345 - 10 ——2220,02m’1s = 2,690 - 10 Teilchen
m-s



e) Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit nach der Maxwell’schen Geschwindigkeits-
verteilung ergibt sich durch Extremwertbildung:
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Abbildung 2: Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung fiir drei verschiedene Tem-
peraturen. Die Flidche unter den Graphen ist immer gleich (Normierung), aber die

Verteilung wird breiter je hoher die Temperatur ist. Deshalb ist die Héhe des Ma-
ximums geringer fiir hohere Temperaturen.

Bilde die Ableitung von p(v) = Cv?e~ 27 (Hinweis:Verwende Produkt und Kettenregel!):
d mv2 m'u2 m'u2
]3(:) =Cx% <206_W + 02 % (—kﬁTUe_ 2kT>) =Ce =Ty (2 — kﬁTUQ)
Die Konstante C' # 0 auBerdem ist e~ 27 # 0. Die triviale Losung ist v = 0 diese ist aber

nicht physikalisch, da immer Restgeschwindigkeit vorhanden ist, aufler wenn der absolute
Nullpunkt erreicht ist.

= Nur die Klammer ist relevant zur Maximumsuche.

m
=92 — %=
k;TU 0

2kT
=S0v=4/—
m



Man benétigt noch die Masse eines Luftmolekiils:

M 29-107°X
= —_—= mo — 4,82 * 10_26kg
Ny 6,022-10% L

m

Bei Raumtemperatur (7' = 300K = 27°C) ist vy:

2kT, 21,38 - 10-234300K m
= = = 414,5—
TV \/ 482 - 10~ 20kg s

Bei T'= 100K = —173°C ist vy:

2T, 2-1,38~1O*23%100K_239 Jm
IV T T 482-10-%kg 7%

Bei T'= 1000K = 727°C ist vs

kT, [2-1,38-10-L11000K m
BN T _\/ 182 10 kg~ 0TS

= v = 209 = 0,503

= v; ~ 8vg ~ 8000v4

Aufgabe 3 Gravitation

Gegeben sei eine kugelférmige Massenverteilung mit homogener Dichte, p, und Radius, Ry.
Der Mittelpunkt der Verteilung sei bei r = 0.

a) Berechnen Sie das Gravitationsfeld, G(r), als Funktion des Abstands, r innerhalb
und auferhalb von Rj.

b) Berechnen Sie die Kraft auf eine Probemasse, m, als Funktion des Abstands, 7.
¢) Berechnen Sie das Gravitationsfeld fiir den Fall der Erde mit Ry = 6,375-10° m und

3

Dichte p = 5,506-£5. Die Gravitationskonstante betrigt v = 6,67408 - 10*111{?82.

d) Zeichnen Sie das Gravitationsfeld als Funktion von 7.
e) Wie grof ist das Gravitationsfeld auf dem Mond?
f) Brechnen Sie das Gravitationspotential.
)

g) Welche Gravitationskraft wirkt von der Erde auf den Mond (Masse Mond: my, =
7,349 - 10*2 kg)?

h) Welche Geschwindigkeit muss ein Korper auf der Erdoberfliche besitzen um das
Gravitationsfeld der Erde zu verlassen?

i) Sie bohren ein Loch durch den Erdmittelpunkt und springen (von der Erdoberfliche)
hinein. Welche Bewegung vollfithren Sie, wenn Sie die Reibung vernachléssigen?
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j) Nach welcher Zeit, tg, erreichen Sie die andere Seite der Erde?

Losung zu Aufgabe 3

a) Die Massenverteilung ist isotrop, d. h. keine Raumrichtung ist bevorzugt. Insbeson-
dere kann man das Problem beliebig um den Ursprung rotieren ohne es zu verdandern.
Das Gravitationsfeld, G, darf folglich nur Komponenten in r—Richtung besitzen und
ist nur vom Abstand abhéngig.

Zur Bestimmung des Gravitationsfeldes benutzt man den Gaufischen Satz fiir die

Gravitation:
/ GdA = —47?7/ p(7)dV (2)
A(r) V(r)
N—— N—————

I1 12

Als Integrationsgebiet verwendet man eine Kugel mit Radius r. Siehe auch Abb. 3.
Hierbei bezeichnet A(r) die Oberflache der Kugel und V(r) die Vollkugel, v die
Gravitationskonstante und p(r) die Dichteverteilung. Man betrachtet zwei Fille:

Integrationskugel fur

------- r< Ry

Homogene Kugel
(Radius R, und Dichte p)

.
-------

Abbildung 3: Massenverteilung und Integrationsgebiet fiir die Anwendung des Gauf3-
schen Satzes.

Fall 1: »r < R,

Da das Gravitationsfeld nur Komponenten in r—Richtung hat, steht G immer senk-
recht auf der Oberfliche A(r), (4 || G). Das Integral I1 ergibt sich als Produkt der
Oberflache der Integrationskugel und dem Betrag des Gravitationsfeldes, welcher
auf der Oberfliiche konstant ist. Die Oberfliche der Kugel ist 47 r2.

I1= / GdA = G(r) 4mr?
A(r)
Das Integral 12 integriert die Dichte iiber das Volumen der Kugel. Die Diche ist fiir
r < Ry konstant. Das Integral fv(r) dV ergibt das Volumen der Kugel, %m‘y’.

4

12 = / p(P)dV = -7 pr®
V) 3



Setzt man I1 und I2 in Gleichung 2 ein und 16st nach G(r) auf, so bekommt man:

4
G(r)= —3TYer
Fall 2: r > R,
Fiir die linke Seite von Gleichung 2 gilt das selbe wie in Fall 1.
Da r nun grofer ist, als der Radius der Massenverteilung, Ry, ist das Integral 12
konstant und zwar gleich der Masse der Kugel mit Radius Ry:

4
12— / oAV = 21 p RS (3)
V(r) 3

Setzt man I1 und 12 in Gleichung 2 ein und 16st nach G(r) auf so bekommt man:

1 R

Gr)=—gmrp—5

Fiir das Gravitationsfeld erhalten wir:
RS B (4)

7 bezeichnet den Einheitsvektor in r—Richtung. Fiir r = Ry gelten beide Ausdriicke.
Das Gravitationsfeld ist stetig in r = Rj.

Das negative Vorzeichen bedeutet, dass das Gravitationsfeld in negative r—Richtung
zeigt, also zum Mittelpunkt der Kugel. Die Gravitationkraft ist immer anziehend.

b) Die Kraft auf eine Probemasse, m, ist das Produkt aus Gravitationsfeld, é(r), und
der Masse, m:

F(r)= |

. R}
—rsmypm_g r =Ry

(5)

- {—f%ﬂ"}/me r < Ry

c¢) Hierfiir setzt man r (= Ry), Ry, v und p in Gleichung 4 ein:

- 4
IG(r = Ro)ll = 577 Ry

4 3 k
— . 6,67408 - 10712 5,506 - 10°~2 . 6,375 - 10°m
3 kg s? m?3
N
— 9811 6

d) Siehe Abb. 4.
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Abbildung 4: Gravitationsfeld— und potential als Funktion des Abstands vom Erd-
mittelpunkt in Einheiten des Erdradius, R.

e) Hierfiir setzt man r (= Ryona = 1,737 - 106m)7 v und prrona = 3,34 - 103% in
Gleichung 4 ein:

= 4
HG(T = RMond)H = 577 PMond RMond

3
4 3 k
— r.6,67408 - 10712 1334, 10328 .1 737 10%m
3 kg s2 m?3
N
— 1622~ (7)
kg

Zum Vergleich Gravitationsfeld der Erde auf dem Mond:

r = Apgrde—mond + Ro = 3,84 - 10°m + 0,06 - 10°m = 3,9 - 10°m



R

HGE_;’de(rm = gWVP 2
4 m? kg (6,375-10m)3
= . 408 - 10”1 — . L1032 22
37T 6,67408 - 10 kg 52 5,506 - 10 m® (3.9 10°m)?
N
= O’O3k_g (8)

9Erde =~ 6 - 9Mond =~ 300 - 9Erde—Mond

f) Da das Gravitationsfeld, é(r), radialsymmetrisch ist und nur von r abhéingt, be-
kommen wir das Gravitationspotential, ®, als Integral iiber das Gravitationsfeld:

O(r) =— /T G(r')dr (9)

[e.o]

Da das Potential nur bis auf eine beliebige additive Konstante bestimmt ist, konnen
wir die untere Grenze des Integrals frei wahlen. Oft wird die Konvention gewéhlt,
dass das Potential im Unendlichen verschwindet, was gleichbedeutend ist mit oo als
untere Integrationsgrenze. Wir unterscheiden wieder zwei Fille:

Fall 1: r > R,

3 o T 3 -
4 R?
=—3Typ" (10)
Fall 2: r < R,
r Ry r
O(r) = —/ G(r')ydr' = —/ G(r') dr’—/ G(r')dr'
oo  Joo , Ro
@ (Ro)
r 4 2|7
=®(Ry)+-myp | rdr'=P(Ry)+-myp T
3777 |, 3 2 |,
0
2
= ®(Ry) + 3TVP (7‘2 — R(Q))
2
=—3T7p (3R —1?) (11)

Es ergibt sich:
(12)
Das Potential ist ebenfalls in Abb. 4 dargestellt.
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g) Die Gravitationskraft ist definiert als:

3 2 - 10%*kg - 7,349 - 102k
F— WmErdemMond _ 6,6740810_11 m 5,97 0 g 7,3 9-10 g

= =1,99-10*N
A2E'rdefMoncl kg s? (3,84 : 108m)2 ’

h) Die potentielle Energie, die eine Masse gewinnt, wenn sie aus dem Gravitationsfeld
der Erde zu entfernen wird, betrigt: Eyo, = m [®(c0) — ®(Ry)] = —mP(Ry). Die
kinetische Energie einer Masse betrigt: Fy;, = %va. Setzt man E,, = Ey, und
16st nach v auf, erhilt man:

/4
v = \/—Q(I)(Ro) = R(] 2§7T’}/p

8 3 k
= 6,375 - 10°m, [ =76,67408 - 10— 11 - 5,506 - 1038
3 kg s? m?
km
=11,18— (13)
S

Die Fluchtgeschwindigkeit wird auch als zweite kosmische Geschwindigkeit bezeich-
net.

i) Die riicktreibende Kraft (Gravitationskraft) ist fiir » < Ry proportional zum Ab-
stand vom Erdmittelpunkt und zu diesem gerichtet, wie beim harmonischen Oszil-
lator, wo die riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung ist. Auch Sie werden
harmonisch oszillieren.

j) Hierzu miissen wir die Bewegungsgleichung aufstellen und l6sen: Nach Newton gilt:
Masse mal Beschleunigung ist gleich der Summe der angreifenden Kréfte: ma = mG:

T—G=0
.4
x+§7r7p-x:0
2
itw’ =0 (14)

Die Kreisfrequenz der Schwingung ist identifiziert und aufilerdem w = 27 /T (T:
Periode der Schwingung). Die andere Seite der Erde erreichen Sie nach einer halben
Periode:

T T 3T
te=1=7 “\/4.6.67408 - 10-11 225 506 - 1032
%ﬂyp e ' kgsZ ) ' m3
= 25325 ~ 42 min (15)
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