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Musterlosung Blatt 1

Aufgabe 1 Vektoren 1

Gegeben sind die Vektoren @ und b.
a) Welche Bedingung ergibt sich fiir @ und I;, damit das Skalarprodukt o) - 05 = 0 ist?
Wobei gilt v1 =a+ b und v5 = d — b.

b) Skizzieren Sie die Losung. Welche Winkel bilden @ und ¢ miteinander?

c) Beweisen Sie den Satz des Pythagoras mit Hilfe der Vektorrechnung.
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Abbildung 1: Rechtwinkliges Dreieck
Losung zu Aufgabe 1
a)
171'172;0: (5+5> . (J—E)
= (a1 + bl) (a1 — bl) 4+ ..+
= (I% + Cl,lbl — a1b1 — b% + .. 4.
) 2

b

= |a]

b) Damit das Skalarprodut gleich Null ist, muss die Bedingung gelten, dass |@| = ’5’

ist. Dann ist ¢] - ¥ = 0 und ¢; und ¥y stehen senkrecht aufeinander bzw. bilden
einen 90° Winkel.
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Abbildung 2: Thaleskreis

Dad L bist@-b=0.Es gilt also > = a® 4+ b Anmerkung: & entspricht &- & =
| |c| cos(¢). Die Vektoren zeigen in die gleiche Richtung, damit ist ¢ = 0 also
¢- ¢ = c% Das gilt analog auch fiir @ und b.

Aufgabe 2 Vektoren 11

Zeigen Sie, dass die zeitliche Ableitung 4% eines Vektors konstanter Lénge (|@| = konst.)
auf @ senkrecht steht.
Loésung zu Aufgabe 2

Da der Betrag des Vektors |d| = V@ - @ ist, ist auch @ - @ konstant. Man bildet nun die

zeitliche Ableitung von a - a:

d@@-a) _da . . da_,. da
a a T T W

da |d@| = konst. gilt ist die zeitliche Ableitung gleich Null und damit

4@
2522 — ¢
o

Da das Skalarprodukt gleich Null ist, gilt @ L ‘é—‘z.

Wichtiges Beispiel: Kreisbewegung
Der Betrag des Ortsvektors |7(¢)| ist konstant, die Masse m bewegt sich auf einer Kreisbahn.

e Der Geschwindigkeitsvektor 7(¢) = 9F steht senkrecht auf #(¢): @(t) L 7(t) und sein
Betrag ist konstant.

e Der Beschleunigungsvektor @(t) = 9 = %f steht senkrecht auf 0(t): @(t) L ¥(t) und
sein Betrag ist konstant.
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Abbildung 3: Kreisbewegung

Aufgabe 3 Vektoren III

Ein Féhrboot soll von einem Punkt A iiber einen Fluss der Breite d=100m auf einem
geraden Weg zu einem a =200 m flussabwirts gelegenem Punkt B fahren. Die Strémungs-
geschwindigkeit des Flusses betragt w=2m/s. Die Geschwindigkeit der Bootes betragt

vg=4m/s.
a) Wie lange braucht das Boot fiir die Fahrt von A nach B?
Bei Hochwasser nimmt die Strémungsgeschwindigkeit des Flusses zu.
b) Wie hoch darf w hochstens werden, damit die Fahre gerade noch von A nach B
gelangen kann?
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Abbildung 4: Die Féhre fahrt auf dem Flufl mit Stromungsgeschwindigkeit w von A
nach B

Losung zu Aufgabe 3

a) Die Geschwindigkeit des Bootesist 7= ( * | = “Z* )4 “= ) =( "= Tl
Uy UBy Wy Upy + Wy



Mit a =+~ y
sin(90° —a) = —2% = cos(a)
UB
= vp, = vp cos(a)
cos(90° —a) = =2 = sin(a)
UB
= vp, = vup sin(q)

Damit ist 7= 7 CQSW) TR
vp sin(«) 0

Berechnung der Winkel:

d 100 m
_ — g _— — 2 °©
tan(p) pling B = arctan (200m> 6,57
h = sin(y) vp
h = sin(f) w,

sin(y) = f—; sin(3)

2
v = arcsin <% sin (5)) = arcsin < m/z sin (26, 57°)> = 12,92°

VB 4m
a=v+p = 39,49°
Die Geschwindigkeit des Bootes errechnet sich durch:

2 2
U] = /02402 = 12 cos(a 4—2E + 42 sin(a :5,69E
v s s s

S

Die gesuchte Dauer der Uberfahrt ergibt sich S = |0]t, mit S = v/d2 + a2

S _ VP +a /(100 m)? + (200 m)?
G 5,693

=39s



b) Das Boot muss wegen der hoheren Stromungsgeschwindigkeit w’ nun flussaufwérts
fahren um den Punkt B noch erreichen zu kénnen. Dabei muss ¢ in Richtung AB
zeigen, |Ug| und f sind konstant.

Das Dreieck ist nun nicht mehr rechtwinklig, darum muss mit dem Sinussatz ge-
rechnet werden.
w, UB

sin(y') — sin(B)
N o_ UB
Jetzt muss ein Maximum von w(~') gesucht werden. Dazu wird die Ableitung gleich
Null gesetzt:

sin(y')

1 dw Up ,
O —_ — ——
dy" sin(p) cos(7)

Die Gleichung ist bei v/ = 90° gleich Null, deshalb ist w;q,:

vp . 4m/s m
maz = 0)=—7Fm=1=9—
v sm() 200 = 526,57 s

Aufgabe 4 Bahnkurve
Ein Rad mit dem Radius r rollt mit konstanter Geschwindigkeit des Mittelpunktes
Ug = g ( (1) ) auf der x-Achse. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 hat der Punkt P (P fest auf dem

0

Rand des Rades) die Koordinaten P = or

Welche Bahnkurve 7(t) = ( z(t) ) beschreibt der Punkt P?



Abbildung 5: Rollendes Rad
Losung zu Aufgabe 4

Als Winkelgeschwindigkeit w wird durch den iiberstrichenen Winkel pro Zeit definiert. Die
Einheit ist %. Fiir eine vollstdndige Drehung ist s = 27 r die zuriickgelegte Strecke, mit

s = vpt ergibt sich vy = 2;”, wobei T' die Zeitdauer einer Drehung ist.
Vo 2m
_—=— = W
T T

Der Mittelpunkt des Rades bewegt sich auf der Héhe r mit der Geschwindigkeit v, also

Fy(t) = ( ol )

Der Punkt P bewegt sich auf einem Kreis mir dem Radius r bezogen auf den Mittelpunkt,
also ()
R _ sin(wt
Te(t) =7 ( cos(wt) )
Die gesuchte Bahnkurve #(t) des Punktes P ergibt sich aus der Uberlagerung beider Be-
wegungen:
Fit) = (8 + () = [ 08 ) 4o (S
3 F r cos(wt)

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sollen die Koordinaten des Punkts P gleich (0, 2r) sein. Uberpriifen
durch einsetzen.
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Aufgabe 5 Freier Fall 1

Ein Stein fallt von einer Briicke ins Wasser (g = 10 ). Die Flugzeit betrigt 4,0 s. Berechnen
Sie die Hohe der Briicke.
Loésung zu Aufgabe 5

Der Ursprung des gewihlten Koordinatensystems ist beim ,,Fallpunkt®, also zo = yg =
2o = 0. Der Stein fillt von der Briicke, hat also keine Anfangsgeschwindigkeit. Somit gilt:
= vy, = vp, = 0. Wir haben nur die Erdbeschleunigung, die in negativer z-Richtung

on
wirkt. Es ergibt sich:
x 0
F=m-d=m gy | =m 0
z =9
x Vo,
ml| y | =m v,
z —gt + v,



Uomt + o
m y =m ont + yo
z —%th + Uozt + 20
Einsetzen:
z 0
=m Y =m 0
1 42
Es folgt: 2 = —1gt? = —1.103 - 425> = —80m



