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Ubung 6 - Losung

Thema: Stabilitdt von Systemen, Kiinstliche Stabilisierung

Aufgabe 1. Stabilitit von Ubertragungsfunktionen

Gegeben sind die beiden Ubertragungsfunktionen
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Aufgaben
a) Berechnen Sie die Polstellen der beiden Ubertragungsfunktionen.

b) Betrachten Sie beide Ubertragungsfunktionen jeweils in einem Standard-
regelkreis mit einem P-Regler Gr(s) = Kp. Bestimmen Sie jeweils die
Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises und deren Polstel-

len in Abhingigkeit von Kpg.

c¢) Beschreiben Sie jeweils den Einfluss der Reglerverstirkung Kpr auf die

Lage der Polstellen und die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises.

Losung Aufgabe 1.

a) Fiir die erste Ubertragungsfunktion G'(s) ergeben sich die Polstellen zu

— 46
STy A
5 25 24
2 4 4
5 1
=44/
e

Die Ubertragungsfunktion hat also zwei Polstellen mit negativen Realteilen und ist daher
stabil.
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Fiir die zweite Ubertragungsfunktion Gs(s) ergeben sich analog die Polstellen zu
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In diesem Fall ergibt sich eine Polstelle mit einem positiven Realteil, somit ist diese Ubertragungsfunktion

instabil.

Es wird in beiden Fillen der Standardregelkreis mit einem P-Regler Gr(s) = Kpr betrachtet.

Daher ergibt sich fiir die Zusammenfassung der Riickkopplung

G, =Kgr-G(s),
Grzla

und somit gilt Gy = G, da im Pfad der Riickkopplung keine Ubertragungsfunktion vorliegt
(G, =1). Somit gilt fiir die Gesamtiibertragungsfunktion

Go
1+Go’

G =

Fiir die erste Ubertragungsfunktion ergibt sich somit

Kpg
Gy =G
Y 0T 2455+6
Die Berechnung des Nenners ergibt dann
KR 82 + 5s + 6 + KR
+ G +52+55+6 s2+55+6

Fiir die Gesamtiibertragungsfunktion ergibt sich somit
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Fiir die Polstellen des geschlossenen Regelkreises gilt in diesem Fall
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Fiir die zweite Ubertragungsfunktion gilt analog

Kgr

G,=Gp= ———"—.
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Somit ergibt sich der Nenner der Gesamtiibertragungsfunktion zu

KR 82+S—6+KR
+ 6o +32—|—s—6 s24+s5—-6

und die gesuchte Ubertragungsfunktion zu
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Die Polstellen des geschlossenen Regelkreises ergeben sich zu
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Durch das Kg kann in diesem Fall beispielsweise erreicht werden, dass die Polstelle mit dem
positiven Realteil in den negativen Bereich verschoben und der geschlossene Regelkreis somit

stabilisiert wird (kiinstliche Stabilisierung).

¢) Siehe Ubungsfolien



Aufgabe 2. Algebraische Stabilitédtskriterien
Gegeben ist das folgende System in Blockschaltbild-Form

ﬂ’T_' Gr

mit den beiden Ubertragungsfunktionen Gr(s) und Gg(s). Fiir die Streckeniibertragungsfunktion
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Gs(s) sind die beiden Ubertragungsfunktionen gegeben

10
G = )
s = DG+ 6+ 9)
10- (s+5)
G = .
O GG 26+ 9
Aufgabe Schliefen Sie den Regelkreis in beiden Fillen mit einen P-Regler Gg(s) =

Kpg und iiberpriifen Sie fiir mit dem Hurwitz-Kriterium, fiir welche Kr der

Regelkreis stabil ist.

Losung Aufgabe 2.

(i) Zunichst wird die erste Ubertragungsfunktion

10

G = D619

betrachtet. Laut Aufgabenstellung wird ein Standardregelkreis mit einem P-Regler Gr(s) =
KR betrachtet. Somit ergibt sich fiir die beiden Teile der Riickkopplung

10K g

(s+1)(s+2)(s+3)’
Gr(s)=1.

Gy(s) =

Da im Riickkopplungspfad keine Ubertragungsfunktion vorhanden ist, gilt G,(s) = Go(s)

und somit fiir die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises

_ Go(s)
G(s) = TTGo(s)”
Fiir den Nenner ergibt sich
B 10KR _ (s+1)(s+2)(s+3)+10KR
LG =1 o968~ G e+ 2653



Somit ergibt sich fiir G(s)

(s+1 5+ 3) ' 10KR
(s+1)(s+2)(s+3)+10Kr (s+1 ST 3)
B 10KR
 (s+1)(s+2)(s+3)+10Kg
B 10KR
s34+ 652+ 11s+ (6 + 10KR)

G(s) =

Um einen Bereich fiir Kr zu bestimmen, in dem der geschlossene Regelkreis stabil ist, wird

nun das Hurwitz-Kriterium verwendet. Dafiir wird das Nennerpolynom N (s)

N(s)=_1 S+ 6 824+ 11 s+ (6 + 10KR) (1)
as a al

ao

betrachtet. Nach der notwendingen Bedingung fiir Stabilitéit miissen alle Koeffizienten a;
fir i = 0,...,nin (1) vorhanden sein und das gleiche Vorzeichen besitzen. Die Koeffizenten

a3 — a1 sind vorhanden und positiv, somit ergibt sich mit

6+ 10Kr >0
&K > —0.6

eine erste Bedingung an K. Zusétzlich miissen fiir die hinreichende Bedingung fiir Stabi-

litat nach Hurwitz noch die Determinanten der beiden Hurwitz-Matrizen

Hi = as

az ag
Hy =

az ai

gepriift werden. Die Matrix H; ist unabhingig von K und deren Determinante betrigt

as = 6 und ist somit positiv. Betrachten von Hy ergibt

6 6+ 10K
det Hy = det + R
1 11

=60 - 10KR.

Fiir Stabilitdt muss die Determinante von Hs positiv sein, somit ergibt sich

60 — 10K > 0

6> Kg.

Somit ist der geschlossene Regelkreis nur genau dann stabil, wenn fiir Kr ein Wert im
Bereich

—06 < Kr<6

gewihlt wird.



(ii) Jetzt wird die Ubertragungsfunktion

10- (s +5)
(s+1)(s+2)(s+3)

Gs(s) =
betrachtet. Analog zur vorherigen Aufgabe wird ein Standardregelkreis mit einem P-Regler
betrachtet, somit gilt

IOKR(S + 5)
(s+1)(s+2)(s+3)’

Gy(s) =

und da G, =1 ist gilt hier ebenfalls G, = Gy und somit

o Go(s)
G(s) = 15 Go(s) "

Daraus folgt fiir den Nenner der Ubertragungsfunktion

B 10KR(s+5) _(s+1)(s+2)(s+3) + 10KRg(s + 5)
L+ Gols) =14 o 957 3) 5+ 1)(s+2)(s+3)

Daraus folgt fiir die vollstindige Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises

G(s) = (s+1 5+ 3) _ 10KR(s+5)
(s+1)(s+2)(s+3) +10Kr(s+5) (s+1 5T 3)
_ 10KR(S+5)
s+ 1)(s+2)(s+3)+ 10Kg(s+5)
IOKR(S + 5)

s34+ 652+ (11 + 10KR) s + (6 + 50KR)
Durch die zusétzliche Nullstelle s = —5 in der Regelstrecke wirkt das K in diesem Fall
auf zwei Koeflizienten im Nennerpolynom des geschlossenen Regelkreises.

Um den Bereich fiir K4 festzulegen, fiir den der geschlossene Regelkreis stabil ist, wird

wieder das Hurwitz-Kriterium verwendet. Fiir das Nennerpolynom N(s) gilt

N(s)=_1 s>+ 6 -s>+(11 +iOKR) 5+ (6 +§9KR) (2)
as a2 a1 ao
Damit der geschlossene Regelkreis stabil ist, miissen alle Koeffizienten a; fir ¢t = 0,...,n

in (2) vorhanden sein und das gleiche Vorzeichen besitzen. Die beiden Koeffizienten a3 und

as sind vorhanden und positiv, somit muss fiir die verbleibenden Koeflzienten

a1 =114+ 10Kp > 0,
ap =6+ 50K,



gelten. Daraus folgt

Kr>-11,
Kr > —-0.12.

Fiir Stabilitdt miissten beide Bedinungen erfiillt sein, somit ist der geschlossene Regel-
kreis nur fiir Kz > —0.12 stabil. Zusétzlich miissen noch die Determinanten der Hurwitz-

Matrizen

Hi = as

az ag
Hy =

az ai

gepriift werden. Fiir die Determinante von H; gilt as = 6 und somit unabhéngig von Kpr

positiv. Fiir Hy ergibt sich

6 6+50K
det Hy = det +o0KR
1 11+ 10Kg

=604 10Kg.

Fiir Stabilitdt muss die Determinante von Ha positiv sein, somit gilt

60 +10Kgr > 0

< Kp > —6.

Da diese Bedingung bereits durch die vorher aufgestellte Bedingung Kr > —0.12 erfiillt
ist, wird der stabile Bereich von Kpg nicht weiter eingeschrinkt. Es ist also ein beliebig

grofles postives Kr wihlbar, ohne dabei die Stabilitéit zu verlieren.



Aufgabe 3. Stabilitit
Gegeben ist folgendes Blockschaltbild:

3
U(s) - > 5 1 Y(s)
- sl (s+2)(s+4) S
17 2
+
k -
Aufgaben
Y(s)

a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion Gyu = Ts) in Abhéngigkeit des

Parameters k

b) Ermitteln Sie mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums den Bereich [kpin; kmax)

von k, fiir den das System asymptotisch stabil ist.

¢) Bestimmen Sie den stationédren Endwert yo fiir den Fall u(t) = 1(¢) und

k= k"}%. Was ldsst sich fiir den Fall k = 2k, beziiglich y., aussagen?

Lésung Aufgabe 3.

a) Durch geschicktes Verschieben eines Verzweigungspunktes sowie Zusammenfassen der Riickkopplung

im Vorwiartszweig ergibt sich

- 8 1
Y(s) = 1+§% GrYerd s V)72V () — kY ()]

Durch Umformung ergibt sich dann die gesuchte Ubertragungsfunktion

1 8 P 1
Vi) =3 (s+2)(s+4)'s+1+6'5’[U(S)_(28+k)y(5)]

Ss(s+2)(s+4)(s+T7)Y(s)=16-[U(s) — (2s + k)Y (s)]
S [s(s+2)(s+4)(s+7)+16(2s+ k)] - Y(s) =16-Y(s)
16
SY(s) = s(s+2)(s+4)(s+7)+16(25+ k) Uls)-

a(s)

b) Zur Bestimmung des Bereiches von k, fiir den das System stabil ist, wird das Nennerpolynom



N(s) = s(s+2)(s +4)(s + 7) + 16(2s + k)

o A 3 2 .
= 1 s+ 13 -s°4+ 50 -s“+ 88 -s+ 16k

aq as a2 al ago

betrachtet. Nach Hurwitz ist die Ubertragungsfunktion dann stabil, wenn alle Koeffizenten
von N(s) vorhanden sind und das gleiche Vorzeichen besitzen. Die Koeffizienten a4 — a; sind

alle vorhanden und positiv. Somit muss fiir Stabilitét

16k >0
k>0

gelten. Zusatzlich miissen noch die Determinanten der drei Hurwitz-Matrizen

Hy = a3
az a
Hy =
a4 az
a3 ai 0

Hy=las a2 ag

0 as ai

betrachtet werden. Fiir die Determinante von H; gilt ag = 13, somit ist diese unabhéngig

von k positiv. Fiir die Determinante von Hs ergibt sich

13 88
det Hy = det
50
=13-88—1-88
= 562.

Diese Determiante ist auch unabhéngig von k positiv, somit ergibt sich auch hieraus keine

weitere Bedingungen. Abschliefend wird noch die Determinante von Hj gepriift

13 8 0
det Hy =det|1 50 16k
0 13 88

=13-50-88 — 882 — 13% - 16k
= 49456 — 2704k .

Durch diese Determinante ergibt sich eine zusétzliche Bedingung fiir &k, da

49456 — 2704k > 0
& 49456 > 2704k
& 18.2899 > k



gelten muss. Somit ergibt sich fiir k£ der folgende Bereich
0< k< 18.2899,

in dem die Ubertragungsfunktion stabil ist.

Es gilt fiir u(t) = 1(t), es wird also der stationéire Endwert der Sprunganwort betrachtet. Im
Laplace-Bereich entspricht der Einheitssprung einem U (s) = % Somit gilt fiir den stationdren
Endwert

Yoo = tlg& y(t) =lims- Y (s)

s—0

, 1

= ll_f)%ﬁ{' G(s) - p
-

Setzt man die Ubertragungsfunktion G(s) aus der Aufgabe a) ein ergibt sich

16
pu— 1.
Yoo = 50 (s +2)(s + 4)(s + 7) + 16(2s + k)

16
16k
_1

ok

Somit ergibt sich der stationire Endwert fiir den Fall k = knix zZu
4 4
Yoo = ~ 0.219.

o 18.2899

Fiir den Fall k = 2k wiirde sich nach dem ermittelten Ausdruck in Abhingigkeit von k
ebenfalls ein stationirer Endwert ergeben. Jedoch ist die Ubertragungsfunktion in diesem Fall
instabil, somit existiert in diesem Fall auch kein stationdrer Endwert, da der Zusammenhang

zwischen stationdrem Endwert im Zeit und Laplace-Bereich nur fiir stabile Systeme gilt.
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