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Aufgabe 1: Tankbehalter

Gegeben ist der dargestellte Tankbehéalter aus Ubung 3.)

Azu

6‘:’

—

hy

In der vorherigen Ubung 3.) wurden die folgenden linearisierten Differentialgleichungen in der
Ruhelage des Systems bei einem konstanten Zufluss q,, o > 0 bestimmt. Die A in der

linearisierten Differentialgleichung wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen

e

ha=kqg qu tkay hgt+kpq-hp
hg =Kkgp hy +kpy-hp
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Aufgabe 1: Tankbehalter

In der vorherigen Ubung 3.) wurden die folgenden linearisierten Differentialgleichungen in der
Ruhelage des Systems bei einem konstanten Zufluss q,,, o > 0 bestimmt. Die A in der

linearisierten Differentialgleichung wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen

hg =kq qu tkay hg+kpq-hpg
hg =kgp-hy+kpy-hp

Aufgaben: a) Geben Sie eine Differentialgleichung an, die den Fillstand hg in Abhangigkeit
vom Zufluss q,,, beschreibt.

b) Transformieren Sie beide gegebenen Differentialgleichungen in den Laplace-

Bereich. Geben Sie einen Ausdruck fir den Flllstand Hg (s) in Abhangigkeit des
Zuflusses an.
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Aufgabe 1: Tankbehalter

Aufgabe: a) Geben Sie eine Differentialgleichung an, die den Fillstand hg in Abhangigkeit
vom Zufluss q,,, beschreibt.
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Aufgabe 1: Tankbehalter

Aufgabe: a) Geben Sie eine Differentialgleichung an, die den Fillstand hg in Abhangigkeit

vom Zufluss q,,, beschreibt.
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Laplace-Transformation

* Ordnet einer Zeitiunkton f(t) eine andere Funition (s) im Bildbereich zu

» Eindeutig und umkehrbar (-ﬁp'ace—-ﬁerel 4
» Anwendbar bei linearen Differentialgleichungen

« Konstante Koeffizienten
» \orgegebene Anfangswerte und EingangsgrofRen
e f(®)=0furt<o0

 Differentiation und Integration gehen in algebraische Operationen tiber
» Abbilder von Differentialgleichungen ergeben algebraische Gleichungen
» Einfacheres Umformen und Verknipfen
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Transformation

Zusammenhang zwischen Zeit- und Bildfunktion

F(s) = [ F(©) - e=5tde = L{F () )
\

() = % Of_isz(s)-eStds furt=20

0 furt <o

=L7Hf ()}

» Komplexe Frequenzls =0 +ja£}nit positivem Realteil
+ s ist dimensionslos

» Schreibweise der Verknlpfung: f(t) O—e F(s) bzw. F(s) O f(t)

jQ{} Institut fur Steuer- und Regelungstechnik 7 Felix GoBmann
‘/\_/ Universitat der Bundeswehr Miinchen 05.02.2020



IR

Anwendung der Transformation

 Bildfunktion des Einheitssprunges f(t) = 1(t)
« Anwendung der vorgestellten Transformation:

00 — 1 _ 1 1
¢+ F(s) = [71() - eStdt = [—;-e St] =—2(0-1) ==
« Bildfunktion der Exponentialfunktion f(t) = et

o F(S) — fOOO e@ . e—Stdt — fOOO e—t(s—a)dt — _i . e—t(S—a)] — 1

s—a

jQ{} Institut fir Steuer- und Regelungstechnik 8 Felix GoBmann
‘/\_/ Universitdt der Bundeswehr Miinchen 05.02.2020



IR

Laplace-Korrespondenzen

» Zahlreiche haufig vorkommende Funktionen liegen in Korrespondenztafeln vor

* \ereinfacht Anwendung in der Praxis, keine Transformation notwendig

Nr. Zeitfunktion Transformierte
1 1(t) 1
s
n n!
2 t" - A(t) gn+t
1
—at —_—
3 e -1y s+a
t
1 -— 1
4 e T.
Te 1t 1+sT
1 -at), 1
5 a(l © ) 1 s(s+a)
1
1_ —t/T N t
6 ( © ) 1 s(1+sT)
1 (et _gbt). 1
! b_a(e € ) o) (s+a)(s+b)

Auszug
\ollstéandige
Tabelle als
Hilfsblatt auf
Homepage
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Eigenschaften der Laplace-Transformation

. (Linearitét:'a - f(t)oea-F(s); aif1(t) + a,f,(t) 0O—ea,F;(s) + a,F,(s)

£

— "

Verschiebung: f(t — T,) O—e F(s)-e~ STt (T, = 0)
Differentiation)f(t) O—e s-F(s)— f(0)
f(®) O s*F(s)—s-f(0)—f(0)
f() 0= s™-F(s) = Xioy s"K - fD(0)
—
Integration: fotf(r)dr O—e % - F(s)

Anfangswert: Pr% f(t) O—elim s - F(s)
- S—00

Endwert: lim f(t) 0—e lirr&s - F(s)
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Aufgabe 1: Tankbehalter

b) Transformieren Sie beide gegebenen Differentialgleichungen in den Laplace-

Aufgabe: Jec
Bereich. Geben Sie einen Ausdruck fir den Fllstand Hg (s) in Abhéngigkeit des
Zuflusses an.
\"Q'~'L(1 9. +L(CM L‘Q +k \6,4 h(’,= kﬂ.z-Ln + L(B,z' 115
F\q({) S- Hq(s) - l"ﬂ.o hB(‘“ " S “8(5)“["&0

hal) . Ha(s) ho() : Hat)
qZ«(L\ ; Qzu (5, LS- U&U) ~Ln3.° = L(Q.z “q(_g) + l(ﬁz /-IBLS{

@‘J(‘s) - L‘a\a » L(gl * QZ(,.(’S) + [,‘Q.f i HQ(S) + l(',“ ”5(’ ‘J
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Aufgabe 1: Tankbehalter

Aufgabe: b) Transformieren Sie beide gegebenen Differentialgleichungen in den Laplace-
Bereich. Geben Sie einen Ausdruck fur den Flllstand Hg (s) in Abhdngigkeit des
Zuflusses an.

l..la(s\ (S— ka,a) = L(,“ O&.LS) 1= kﬁ.ﬂ'“g(s) + \'\a.a

K h
Ha(s) = Q.. (s) ey e
n ( '(ﬂ 4) ( +(S“ L{Q‘A) BQS) (.S' t(q‘,')

Ugs)(5-Usz) = Kaa Hals) + hgo

kq,,_ kaz 1(34 ha o ¥,
Q \ L Q,0 Oﬁ
(s- kq ) )t (5-kyq,) ,B(S) > (s-ka.. : kg‘ 0

= Hgls)(s- kaa) =
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Aufgabe 1: Tankbehalter

Aufgabe: b) Transformieren Sie beide gegebenen Differentialgleichungen in den Laplace-
Bereich. Geben Sie einen Ausdruck fur den Flllstand Hg (s) in Abhdngigkeit des
Zuflusses an.

e kykaa Ledare L3 seu
“B(S)- (S (‘0“!)(-5 ((04) L(ghal(nz //() = i : ]

+ }\n\o kﬂﬂ. t+ l‘ﬁno(s‘l(ali 1 homor( LO.Squ
(s-%6.2) (s~ a,a) - ka1 Ka,

-uolléu"é;aﬂ L C“)Su,u‘t’ o,u DG é
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Aufgabe 1: Tankbehalter

Es werden weiterhin die linearisierten Differentialgleichungen aus Ubung 3.) betrachtet

hy = kg Qzu+ ka1 ha+kgi-hg
hg = kas hg+ kg, - hg

Hinweis: Im Folgenden gilt:k,y = kg1 =1, kg = kg, =—2, hyg =2, hgo=1

—

Aufgabe: c) Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf des Fiillstandes hz(t) der aus den
gegebenen Anfangswerten fiir h, o und hp ¢ resultiert. Es wird angenommen, dass
keine zusétzliche Flussigkeit in den Tank A flie3t (g,, = 0).

=
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Aufgabe 1: Tankbehalter

Aufgabe: c) Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf des Fillstandes hg (t) der aus den
gegebenen Anfangswerten flr h, o und hp o resultiert. Es wird angenommen, dass
keine zusétzliche Flussigkeit in den Tank A flie3t (g,, = 0).

hao Ka2 + L‘G.o(s‘l"‘-"“)
Hals) =
o) (5- bea)(5- Gas) - Ko ko g

Ne M
-
_ 21 +4.($'('2l) S+ 9 S‘J—"//
C-nls-t2) -(2) 1 T g T Sser)
a b—-a _pt (s+a)
11 ‘ [E+T-e ]-1(t) ‘ m

S+Y
Ho®)= oo — LGQ)=%+ TLe™ _y.agt
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Aufgabe 2: Elektrischer Hubmagnet

Gegeben sei das System des elektrischen Hubmagneten aus Ubung 2.)

R i
L T/ Ug u
L=5 I— »
o =3 M
iZ
F IIIII u=k 2
° X
x ______
mg

Es gelten die gleichen Angaben wie in Ubung 2.). AuRerdem sind aus der Ubung die folgenden
linearisierten Differentialgleichungen in einer Ruhelage mit der konstanten Spannung v, = 0
bekannt:

\
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Aufgabe 2: Elektrischer Hubmagnet

Es gelten die gleichen Angaben wie in Ubung 2.). AuRerdem sind aus der Ubung die folgenden

linearisierten Differentialgleichungen in einer Ruhelage mit der konstanten Spannung u, = 0
bekannt:

di |
a=ki’1'l+ku~u (1)

R=ke-x—kip-i (2)

Hinweis: Die A wurden in der Gleichung aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen

Aufgaben: a) Transformieren Sie die beiden Differentialgleichungen mit Hilfe
der Laplace-Transformation in den Bildbereich

b) Geben Sie die vollstandige Laplace-Transformierte des
Systems mit dem Eingang U(s) und dem Ausgang Y (s) an
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Aufgabe 2: Elektrischer Hubmagnet

Aufgabe: a) Transformieren Sie die beiden Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-
Transformation in den Bildbereich

9—5—%’ : S‘I(S)-io

@ - T)
&) ue)
(__/\
L> S L(S)- 15 = Win Ts), k.. UG)
Te)s-Ku) = & UE) + g

lo

T(s) < (:fl,., UG+
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Aufgabe 2: Elektrischer Hubmagnet

Aufgabe: a) Transformieren Sie die beiden Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-

Transformation in den Bildbereich
) . ¢ X(S) - 5 ¥ - Xo

xi) - X&)
V&) T (s)

frng s X6) - e Ts)

X(s) (51— L(x):- % I—QS) + S-X, + X,

ey S5 4 »
)(S = 1 o+t X,
() (Sl—Kx) (‘s-)'(' (51- ‘(X)
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Aufgabe 2: Elektrischer Hubmagnet
Aufgabe: b) Geben Sie die vollstdndige Laplace-Transformigrte des Systems mit dem

Eingang U(s) und dem Ausgang Y (s) an

Mo+ X o : et Is
Xe) = Ss¥e b [ S g

& T, \ 5- ki S ks )
(— J

TG

S‘Yg-l-yg)(s'l'("") - (‘(i.z..'o | ~l€‘ zkh

(

XG) =
: (st (5= ki) : (shky)(s-&,,) (,/(.s)
[ ) ) c—

J
c. y
- a’hvg-l\q”-eh Ub‘f“' fqumJj Cuﬂlfl;o n
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation
Gegeben ist die folgende Differentialgleichung

yO+6-§(1) +11-y(®O +6-y(t) =2-u(t)

mit den Anfangswerten  y(t=0) =y,,

y(t=0) =yo,
y(t=0) = ¥o.
Aufgaben: a) Berechnen Sie die vollstdndige Laplace-Transformierte Y(s).

b) Teilen Sie die Laplace-Transformierte in die Ubertragungsfunktion
G(s) = (s) und dem Verhalten infolge der Anfangswerte auf.
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Aufgabe: a) Berechnen Sie die vollstdndige Laplace-Transformierte Y (5s).
(Sj_\fg—)— 51‘30 = S%O" ao)""‘ 6(57-1/(‘5) - 570" Oo) + /11_(_8'((5)"80)
+6Y() =2Ug)

S
= V(s)(s + Bst, M5 §) - 1 5'- (630 §)$ - (Myo+ 60v5) = 20y

e : , :
\((_5)_ 6%-(-/1’1_&-&5 UG) + 305 + ‘631‘1@).51-(14301- 6361-30)
( ) 3+ 85t Ms + 6
oo _/

j(} ue«kagwy(‘k‘ E‘-EF"‘UQA’\&“C#!
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung

yO+6-§(1) +11-y(®O +6-y(t) =2-u(t)

mit den Anfangswerten  y(t =0) =y,,
y(t=0) =y,
y(t=0) = jo.

Aufgaben: c) Berechnen sie die LOsungen der charakteristischen Gleichung. Gegeben
Ist eine Losung s; = —2
———————

d) Ermitteln Sie die Eigenbewegungen infolge der Anfangsbedingungen im
Zeitbereich fir:

YVo=Yo=0;y,=1
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Aufgabe: c) Berechnen sie die Losungen der charakteristischen Gleichung. Gegeben ist eine
Losung s; = —2 — 2
$3+G-§11~ AMs+ & =($+2)(5L+({5 +?>)
- (4 29) = J o
sty a1 <=.4 1-\/1_6. -3
- (4st+ 3s) Z |
3s + g =-2+ 4
~-(3s =+ C) T
o

P 6 A5+ 6 =($+1)s+2)(5+3)

.
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Aufgabe: d) Ermitteln Sie die Eigenbewegungen infolge der Anfangsbedingungen im |
Zeitbereich fur: yo =y, =0; yo =1
(S+ 1)
V() i b sty 65411
$3¢ 6st+ 1415 + 6 ~ (s+1)($+2)(sk3)

¢+ 6s+11 @ a3 C

(s+1)(s+2)(s¢3) = 545 s€2 7 5+3
Sy GseA1 Als+2)(s+3) + Bse)ls+3) + C (s+1)(s¢2)
ED (sv1/(se2)(se) (st1)(s+2) (s+3)
3 e 2t 1(t) Sla
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Aufgabe: d) Ermitteln Sie die Eigenbewegungen infolge der Anfangsbedingungen im
Zeitbereich fur: yo =y, =0; yo =1

Pt Bs 411 = Q(SL+§S'(-6) + B(SL-I- hst3) + C(51+35*2)

_<,1'f A =QA= 6‘(‘ ¢ “) Ra1-Q- C
s 6 = Sﬂ-t—‘t(_} +3(C (2) 6=§(4-0—C)+‘1‘5-\»3C
i e R R (3 L> Qe.1. 2¢

M > 6(4~‘5‘C) -+ 3(“4*2C) +2C

C<~ 0=1
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Aufgabe 5.2: Anwendung der Laplace-Transformation

Aufgabe: d) Ermitteln Sie die Eigenbewegungen infolge der Anfangsbedingungen im
Zeitbereich fur: yo =y, =0; yo =1
s+ 6s+17 3 3 5 4 —et
- = & + — S+aq e
(S1) ($+2) (s+3) S+ S+2  S5¢3
B - >

(@) =3t 3, <‘ﬂ
| CEEEsEE S
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Aufgabe 5.2: Anwendung der Laplace-Transformation

Eigenbewegung infolge der Anfangswerte:

1

08—

06—

Amplitude

(D D)

| | | | | |
’ ‘ Time (ssecnnds) ’ ! ’ ’ °
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung

yO+6-§(1) +11-y(®O +6-y(t) =2-u(t)

mit den Anfangswerten  y(t =0) =y,,

y(t=0) = ¥o.
Aufgabe: e) Berechnen sie den stationaren Anfangs- und Endwert der in d) betrachteten

Eigenbewegung
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Aufgabe: e) Berechnen sie den stationaren Anfangs- und Endwert der in d) betrachteten
Eigenbewegung
‘ — (ﬂw\ S-1+(s
q“Q(M\Jjwu-l S&l 2 .ﬂ;'o '((’é ¢ —>00 -—( )
: sty 65+ M S+ 65t Mg
LJM S- -f}—\z____-;—— - (;’M 3 > i
g =D S’°+ Bs +44.S+G S>> S + 6s* 115 + €

AA A+ 6% +11 75>
.)oo /5} A+ 6% 44 %2 4 [”/S;

- 1
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Aufgabe 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Aufgabe: e) Berechnen sie den stationaren Anfangs- und Endwert der in d) betrachteten
Eigenbewegung

W;aéw«\m\z J—""" f(%) Limm S_T.()]
52

SO0
St A1 : A L A1
L;M S: 3-‘.651~ BREEE PN _‘5+€S+4-‘ ey
S-o £+ bty Mol S=20 L Este A6
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