Universitat der Bundeswehr Miinchen Fakultéat fur LRT 4. Lésung

Lésung zur 4. Ubung ,,Steuer- und Regelungstechnik”

Laplace-Transformation, Ubertragungsfunktion

Aufgabe 4.1: Tankbehalter

Aufgaben: a) Bestimmen Sie die Differentialgleichungen, die die beiden Fillstdnde der
Wassersdulen hy (t) und hg(t) beschreiben und linearisieren Sie diese um
deren Ruhelage fir einen konstanten Zufluss g, o = 0.

b) Stellen Sie das linearisierte System in Form eines Blockschaltbildes dar.

a)
Zunachst gilt es, den Durchfluss zwischen den beiden Behaltern A und B zu bestimmen. Aus der
Massenerhaltung ergibt sich zunachst:

9ab,A = 9zuB

Da der Durchfluss identisch mit dem Ausfluss aus Tank B, 1asst sich auch der Durchfluss mit der im
Hinweis angegebenen Formel beschreiben. Als Fillhohe ist dabei die Hohendifferenz zwischen den
beiden Behaltern zu berilcksichtigen. Daher ergibt sich:

Gaba = Qzup = @ 29(ha(t) — hp(D)
FUr das Volumen der Tanks gilt
V(t) = Q- h(t) D
AuBerdem ergibt sich die Anderungsrate des Volumens zu
V(®) = qu(t) = qap(®) (2)

Durch ableiten von (1) und einsetzen in (2) ergibt sich dann die allgemeine Differentialgleichung fir
die Fullhéhe des Tanks

1
h(t) = 5 (qzu - CIab) 3)

Setzt man nun die aufgestellte Beziehung fir den Durchfluss zwischen den beiden Behaltern sowie
die Angabe aus dem Hinweis ein, ergeben sich die folgenden beiden nichtlinearen Differentialglei-
chungen

. 1
ha () = 5 (@2 = @ V29 (ha (D) = s () (4)
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hg(t) = %(a . JZg(hA(t) - hB(t)) —ary ZghB(t)> (5)

Bestimmen der Ruhelage:

Fur die Ruhelage gelten die folgenden Beziehungen:

0 = qruo0— a\/ZQ(hA,o - hB,O) (6)
0= a\/Zg (hao — hgo) — a\/ZQhB,o (7)

Aus Gleichung (7) folgt unmittelbar durch umstellen:

hA,O - hB,O = hB,O

1
(=4 EhA'O = hB,O (8)

Aus Gleichung (6) folgt:

q%u,o = 2a2g(hA‘0 - hB,O)
qzzu,o

2a2g 9)

(=1 hB,O == h’A,O -

Woraus sich dann fir die beiden Ruhelagen ergibt:

h — qgu,o
B0 2a2g

2
qzu,O

hao = 28
A,0 azg

Linearisierung:

Es reicht die Klammerausdricke in den Gleichungen (4) und (5) zu linearisieren, da aufgrund der
Wahl der Ruhelage als Arbeitspunkt die Abweichung in der Fillgeschwindigkeit identisch mit der
Anderung gegeniiber dem Arbeitspunkt ist. Fiir die erste Differentialgleichung ergeben sich die fol-
genden Koeffizienten:

of

0 |l azuohaohse = 1
of ag

- = — =k
ahA |QZu,OrhA,0:hB,0 \/Zg(hA‘o — hB‘o) hai
af a-g

\/Zg(hA,O - hB,O)

ahB |QZu,0'hA,0'hB,0 - = khB‘l

Es ergibt sich daher die folgende linearisierte Differentialgleichung fir den Tank A:
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; 1 khAl khB1
Ahy = = Ay +—22 - Ahy +—22 . AR

kq ka1 kg1

In Differentialgleichung (5) muss aus den gleichen Grinden ebenfalls nur der Klammerausdruck
linearisiert werden. Die Koeffizienten der linearisierten Differentialgleichungen ergeben sich zu:

of B a g —
dhy |qZ‘u,OJhA,O'hB,O - \/Zg(hAo g o) = Rhg,
of | _ a-g ag _
E QZu,O:hA,O:hB,O - - 2 h - hB,Z
\/Zg(hA,O - hB,O) \/ 750
Daraus ergibt sich die linearisierte Differentialgleichung fir Tank B:
. k k
AhB :%AhA +%Ah3
kaz kg2
b)
|
Tank A I Ky, Tank B
' <
|
|
k g l kA,Z
Aq,, Ah, Ah, ) Ahy Ahg .

A
- oes o o o e e
A

Aufgaben: c) Geben Sie eine Differentialgleichung an, die den Fillstand hg in Abhédngigkeit vom
Zufluss g, beschreibt.

d) Transformieren Sie diese Differentialgleichung in den Laplace-Bereich unter der
Annahme, dass keine zusatzliche Flissigkeit in den Tank A fliel3t (q,,, = 0).

Hinweis: Es g//t kA,l = kB,l = _2, kA,Z = kB,Z = 1, hA,O = 2, h’B,O =1

e) Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf des Fillstandes hg(t) der aus den gegebe-
nen Anfangswerten fir hy o und hp o resultiert.
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c)

Es gilt die beiden Differentialgleichungen zu kombinieren, sodass die direkte Wirkung des Eingangs

auf den Fullstand des Tanks B beschrieben wird.

Anmerkung: Es werden die linearisierten Differentialgleichungen des Problems betrachtet, sprich es
wird ein System mit einem konstanten Zufluss und Abfluss betrachtet, welches eingeschwungen ist
(keine Dynamik mehr vorhanden). Die betrachteten Gleichungen beschreiben nur die Abweichungen

von diesem eingeschwungenen Zustand!

Fur den Fillstand des Tanks B gilt laut Aufgabenstellung:

hg = kaz-hy +kgy-hg

Einmal differenzieren fuhrt zu

hg = ko - hy + kg, - hg

Ersetzen von hA mit der Differentialgleichung des Tanks A

hg = kaokq Quu + kazkaq ha+kazkpq-hg+kps- hg

Nun muss noch der h, Term ersetzt werden. Umformen der Differentialgleichung des Tanks B

ergibt:
1

hy = o~

ka2

k
B2 hy

ka2

Eingesetzt in die Differentialgleichung von HB ergibt:

hg = (kA,l + kB,Z) ~hp + (kA,ZkB,l - kA,lkB,Z) “hg + kazkg - quy

d)

Zunachst gilt es alle zeitlich veranderlichen GroRen in der Differentialgleichung in den Laplace-
Bereich (Bildbereich) zu Gberfihren. Mit Hilfe des Laplac’schen Differentiationssatzes ergibt sich:

- hg(t) O—e s%-Hg(s) —s hgo— hg
- hg(t) O s-Hp(s) —hgy

- hp(t) O—e Hp(s)

- qzu (t) O—e Qzu (S)

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich das Abbild im Laplace-Bereich

s? Hg(s) —s" hpo — hB,O

= (kA,l + kB,Z) . (5 Hp(s) — hB,O) + (kA,ZkB,l - kA,lkB,Z) "Hg(s) + kazkq - Qzu(s)
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Laut Aufgabenstellung flieRt kein zusatzliches Wasser in den Tank A, sodass Q,,(s) = 0 gilt. Die
Laplace-Transformierte Idsst sich nun noch nach Hg(s) aufldsen:

Hg(s)[s? — (ka1 + kp2)s — (kazkss — kaakp2)] = (s — ka1 — kpp)hpo + g

(5 — ka1 — kB,Z)hB,O + hB,O
52— (kA,l + kB,Z)S - (kA,ZkB,l - kA,lkB,Z)

© Hg(s) =

Anmerkung: Dadurch, dass der Eingang der Differentialgleichung in diesem Fall wegfillt, bedeutet
dies in der rein mathematischen Betrachtung, dass der inhomogene Teil der Differentialgleichung
verschwindet. Somit stellt die hier aufgestellte Laplace-Transformierte des Systems nichts anderes
als die homogene Lésung der Differentialgleichung im Laplace-Bereich dar.

e)
Es gilt zundchst den Anfangswert flir die Fullstandsanderung hB,O zu bestimmen. Einsetzen der
Startwerte in die entsprechende Differentialgleichung ergibt:

hgo = ka2 hao+kpohgo=3
Einsetzen aller Zahlenwerte in die Laplace-Transformierte ergibt:

(s+2—-1)-1+3 s+ 4

B0 = e 2 Ds A (D-(D' D 564D

Um den zeitlichen Verlauf des Fullstandes hg(t) zu bestimmen, muss die Laplace-Transformierte
zurick in den Zeitbereich Uberfihrt werden. Da sie der Korrespondenz Nr. 11 aus der Korrespon-
denz-Tabelle entspricht, kann dies unmittelbar aufgeschrieben werden:

s+4 4 1-4

— -~ _ P A I P -
HB(S)_S(S-I-l) —0O hg(t) T e 4—-3-e

Aufgabe 4.2: Aufstellen von Ubertragungsfunktionen

- T y@® +y@) = K-u(®)]

O—-eT;-s-Y(s)+Y(s)=K-U(s)

SY() [Ty-s+1]=K-U(s)
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_Ye _ _X
=>G(s) = U - 1iTos
PT,-Verhalten — eine Polstelle bei s = —Tl

1

- [5(® + 2Dwy - y (&) + w3 - y(t) = K - u(t)]

O—52:Y(s)+2Dwg-s-Y(s)+ w3 -Y(s)=K-U(s)

_Ye _ K
=G(s) = U(s)  s2+2Dwg's+w?

PT,-Verhalten — schwingungsfahig

- T @ +y@) =K - u(®)]

O—-oT,-s2-Y(s)+s-Y(s) =K -U(s)

_Ye K _1 K | 1T
=G6(s) = Ue) — SaTis s 117w — Reihenschaltung aus Integrator (I) und PT; = IT;-Verhalten

- [T 3@ + T, 9(0) + y(@©) = K(®) + Tp - u(0)) |

O-=oT, -s2-Y(s)+T, s Y(s)+Y(s)=KWU(s) +Tp-s-U(s))

SY(S)[Ty s>+ T, s+1]=U(s) K[1+Tp - s]

=G(s) = Ye) _ _KltTps] PD-Verhalten (Zahler) in Reihe mit PT,-Verhalten (Nenner)
U(s) Ty'S2+4Tys+1

— PDT,-Verhalten

Aufgabe 4.3: Ubertragungsfunktionen linearer Systeme

Aufgabe: Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion der beiden Systeme im eingeschwungenen
Zustand.

Es ist nur die Ubertragungsfunktion, als der Zusammenhang zwischen dem Eingangs- und Ausgangs-
signal gesucht. Um dies zu ermitteln kann von einer Differentialgleichung immer der eingeschwun-
gene Zustand betrachtet werden, sprich die Anfangswerte aller zeitlichen Ableitungen sind gleich

null

g =% = =x =0,

und der Anfangswert von x, ist ebenfalls null.
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Flr System a) bedeutet das bei der Anwendung des Laplac’schen Differentiationssatzes:

- X(t) o—e
- x(t) O
- x(t) O
- F() O

s2-X(s) — s xy — %o = 5% X(5)
— — _—

s-X(s) — X :2-X=((i9)
Xs)
F(s)

Eingesetzt in die Differentialgleichung von System a) und aufgeldst nach X(s):

m-s?X(s) +d-sX(s)+c-X(s) = F(s)

1
=X = - F
(5) m-s2+d-s+c (s)
G(s)

Gleiches ldsst sich ebenso bei System b) durchfthren:

- Uy(t) O-e
- Uy(t) O
- uA(t) O—e
- ug(t) O

Analog wie bei System a) ergibt einsetzen in die zugehdrige Differentialgleichung und auflésen nach

Ug(s):

s%- Ua(s) —s - Uy — Ugo = s%- Ua(s)
N——r -

——

=0 =0
s+ Uy(s) —&1;9 =5 Uy(s)
Usis)
Ug(s)

LC - s2U,(s) + RC - sU4(s) + Uy(s) = Ug(s)
Ug(s)

s U = .
W) = e E TR s 11

G(s)
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