_IfR— Zusammenfassung der 7. Vorlesung

Beschreibung und Analyse dynamischer Systeme im Zustandsraum

Methoden zur Berechnung der Transitionsmatrix
Numerische Integration
Reihenentwicklung
Mit Hilfe der Diagonalform der Systemmatrix A
Mit Hilfe der inversen Laplace-Transformation
Berechnung mit Matlab (Skalierung und Quadrierung)

Losung der
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_IfR- Zusammenfassung der 7. Vorlesung

Beschreibung und Analyse dynamischer Systeme im Zustandsraum

Stabilitatsanalyse im Zustandsraum
(Realteile der Eigenwerte A, der
Systemmatrix A <0).
-Stabilitat (ein asymptotisch stabiles System ist auch BIBO-
stabil, Umkehrung gilt nicht, da die Gewichtsfunktion Eigen-

bewegungen, , hicht
enthalt) .
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/R Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Mit Hilfe der und des Konzeptes der
konnte Rudolph Kalman zum Ende der 50er
Jahre erstmals folgende Frage anschaulich beantworten:

4 O

s-Ebene

Warum ist es nicht moglich, ein
instabiles System durch eine perfekie y _ .
Pol- Nullstellenkompensation in der o0 - ) o
rechten s-Halbebene zu stabilisieren?
Die der Ist dann jedoch als die
Systemordnung (die der konzentrierten )und die

konnen entweder mit Hilfe von
Stellsignalen nicht mehr werden (nicht steuerbar) oder/(und)
sind im Ausgangssignal nicht mehr (nicht beobachtbar).
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/R Pol-Nullstellenkompensation

] ] |
w1t
1
T = {0
+2 5
step Tranger Fon Integratar Integratar yit)
Mitkopplung Gegenkopplung
s—1
Gr(s) =
s+ 2 .
o . Gain' Gain
Beigpiel fir Ingabilitat
durch Pal-Mullgellenkampensation
1 1
Gi(s) =—=  Ga(s) =
s—1 S —I— 1
s 41 1 1 1
Gr)- Gr(s) - Gal) = 2

s5+2 51 s+1 (+2)G+1)
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/R Steuerbarkeit und Erreichbarkeit

Definition 3.4 (Zustandssteuerbarkeit)

Ein dynamisches System (A, b} heifit vollsiindig zustandssteuerbar (z—steuerbar), wenn
der Zustandsvektor &(t) durch eine geeignete Steuerfunktion u(¢) in einer endlichen Zeit-
spanne [fo,%,] von jedem beliebigen Anfangszustand ®(f;}) = @ in den Nullzustand
x(t.) = 0 tiberfithrt werden kann.

Definition 3.5 (Zustandserreichbarkeit)

Ein dynamisches System (A,b) heifit wollstindig erreichbar, wenn der Zustandsvektor
z(t) durch eine geeignete Steuerfunktion w(t) in einer endlichen Zeitspanne [tg,%.] aus
dem Nullzustand x(#p) = 0 in jeden gewiinschten Endzustand =(t.) iiberfithrt werden
kann.

Die Erreichbarkeit stellt im Vergleich zur Steuerbarkeit eigentlich
hohere Anforderungen an die Eigenschaften eines dynamischen

Systems.
Bei : Systemen muss zwischen
593 - und unterschieden werden.
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_If[? Beispiele: nicht vollstandig steuerbare Systeme

HeilRluftballon I

Lediglich die Hohe eines Heil3-
luftballons kann durch den Brenner
gezielt beeinflusst werden.

Parallelschaltung von Systemen mit |
gleichen dynamischen Eigenschaften ' ;
u(t)
I Die Wasserstande in den
beiden Behaltern konnen

fﬁl }ﬁ - Ngqy nicht unabhéngig von-
einander eingestellt werden.
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/R Steuerbarkeitskriterien

Satz 3.2 (Steuerbarkeiiskriterien)

Der Rang der Steuerbarkeitsrmatrix
gibt die Anzahl der steuerbaren
Zustandsgrol3en an.

Ein zeitinvariantes System (3.1) der Ordnung = i

al} (Kalman-Kriterium})

dann und nur dann w
matrix ¢} gilt:

indig z—steuerbar, wenn fiir die (n x n) Steuerbarkeits-

Rang Q, = Rang [b Ab A°D ... A”'lb] =n (3.37)

a2} (Hautus-Kriterium) Man sagt dann auch, dass der

Uberpriifung der einzelnen Eigenwerte teuerll Eigenwert A; nicht steuerbar ist !!

Rang Qg = Rang[A+=ADb],_, =n (3.38)

Ist die Bedingung nicht erflillt,
so kann die zugehorige
Eigenbewegung nicht
beeinflusst werden.

mit A;,2 = 1,2,...,n den Eigenwerten von A.
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/R Steuerbarkeitskriterien: Beispiel
Zustandsmodell I

. (t 1 0] x(t b, :
{:28} :{0 Z}DZES}{IOJU(D z-steuerbar fur b,,b, = 0

Uberpriifung der Steuerbarkeit mit Hilfe des Kalman-Kriteriums I

Qs = :b Ab]

b b
“|b, 2b,

Das System ist vollstandig

Rang Q,=2=n

detQ. = 2b,b, —b,b,=b,b,

fur b:!,bz =)

far by, =0

Uberprifung der Steuerbarkeit mit Hilfe des Hautus-Kriteriums

] . — - O b
Eigenwerte: A, =1, A, =2 Rang [}‘*1| —A b] = Rang fiir b, = 1Q—|
1 0 b

j(»} 0 0 b,
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I/R Beobachtbarkeit

Definition 3.7 Beobachtbarkeit
Das dynamische System (3.1} heifit vollstindig beobachtbar im Intervall [ty,t.|, wenn fiir

gegebene £y und ¢, jeder Systemzustand ®{tg} € R™ aus der Kenntnis der(Eingangsgrofie
u(t) und derCAusgangsgroBld ¢(2) in [tp, te] ermittelt werden kann. O

Qrdnung im Zustandsraum

Trajektorie eines Systems dritter

x()
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/R Beobachtbarkeitskriterien

Satz 3.4 (Beobachtbarkeitskriterien)

Der Rang der Beobachibar-
keitsrnatrix gibt die Anzahl der

Ein zeitinvariantes System (3.1) der Ordnun
beobachtbaren Zustandsgroéf3en an.

al} (Kalman Kriterium}
dann und nur dann vo

dndig beobachtbar, wenn gilt:

Rang Q, =Rang |c Ac ... (AT)""c|=n (3.42)

1

a2} (Hautus-Kriterium)
Uberpriifung der einzelnen Eigenwerte

Man sagt dann auch, dass der

Eigenwert A, nicht beobachtbar ist
!

Rang Q. = Rang [M — W (3.43)

Ist die Bedingung fur einen
Eigenwert nicht erfillt, so kann
die zugehdorige Eigenbewe-
gung nicht beobachtet werden.

mit A;,2 = 1,2,...,n den Eigenwerten von A.
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_Ifﬁ Dualitat von Steuer- und Beobachtbarkeit

Duales System I

Mit Hilfe der transponierten Matrizen bzw. Vektoren eines
Zustandsmodells lasst sich das sogenannte
bilden:
2(1) — w (£) + e
y(t)y = )+ dult yit

Originalsystem I Duales System I

Satz 3.5 {Dualitit von Steuer— und Beobachtbarkeit)

Ein zeitinvariantes System (3.1) ist vollsténdig zustandssteuerbar({beobachtbar), wenn
sein duales System (3.51) vollstindig beobachtbar({zustandssteuerbar Dist.

Ein Programm zur Uberprifung der Steuerbarkeit kann auch
j(,} zur Uberprifung der Beobachtbarkeit eingesetzt werden.
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_IfR— Numerische Steuerbarkeitsprifung

Die ein reales physikalisches System beschreibenden Zustands-
modelle sind haufig numerisch schlecht konditioniert, d.h. die
Elemente der Systemmatrizen weisen grol3e Betragsunterschiede auf:

.000D+00 .100D+01 .000D+00 .000D+-00  .000D+-00
—.545D+06 —.683D+00 .5451)4-06 .000D+-00  .000D+-00
A = .000D+-00 .000D+00 .000D+00 100D+4-01  .000D+4-00
167D+06 .000D+00 —.16YD+406 —.791D400 .985D—03

| .000D+-00 .000D+00 .000D+4-00 —.281D408 —.167024-03 |
[ .000D+-00 ]

.320D-02 :
b = | .000DL00 Betragsunterschied von
.000D-+-00 11 Zehnerpotenzen
| .000D+00 |
¢’ = | .100D+01 .000D-+00 .000D+00 .000D+00 .000D-00 |

Zustandsmodell eines elektrischen Vertikalantriebes einer Zahnrad-

j(,} schleifmaschine auf der Basis der physikalischen Einheiten kg, m, s.
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_Ifﬁ Numerische Steuerbarkeitsprufung (2)

Die in der Standardliteratur angegebenen Analyse— und Synthese-
verfahren fur Systeme in einer Zustandsraumdarstellung sind oft fur

eine Untersuchung weniger gut geeignet:
M Matlab'ReChengenauigkeit: eps = 2-52
eps = 0.22204D-15

.000D+00 320D-02 —.221D-02 —.174D+04 240D+-04
320D-02 —.221D-02 —.174D404 .240D+-04 124D4-10
= .000D+-00 .000D+-00 .000D+-00 534D+03 —.791D+03
.000D+-00 .000D+-00 .534D+03 —-.791D+4+03 —.395D+09
.000D+-00 .000D+-00 000D+00 —.150D—+11 253D+4-13

Betragsunterschied von Eine zuverlassige numerische
j(,} 15 Zehnerpotenzen Rangbestimmung ist nicht mdglich
= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Steuer- und Regelungstechnik



_IfR- Numerische Steuerbarkeitsprufung (3)

Verbesserung der Kondition von A,b,c durch Skalierung I
Unter Skalierung versteht man eine Angleichung der Betrage
der Matrixelemente zur Verbesserung der numerischen Kondition:

Skalierung von durch Anwendung einer Zustandstransformation

X(t) = Dx(t) X(t) = D'X(t)
mit einer diagonalen Transformationsmatrix O liefert:

D '%(t) = ADX(t) + bu(t) y(t) = . D7KX(t)
%(t) = %_I?‘li(t) + qu(t) y(t) = &' X(t)
x(t)= AX(t) + bu(t)
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_Ifl? Numerische Steuerbarkeitsprifung (4)

Skalierung durch eine gunstige Wahl der physikalischen Einheiten
der ZustandsgréfRen:

Andern der Einheit der ZustandsgroRRe (Kraft, die auf die
Werkzeugspindel wirkt) von auf durch Transformation mit:

D=diag[1, 1, 1, 1, 103

.000D+-00 .100D+-01 .000D+-00 .000D+00 .000D+4-00 ] .000D+00
—.545D+06 —.689D4-00 .545D4-06 .000D+00 .000D+-00 ) 320D-02
A = .000D+4-00  .000D4-00  .000D+-00 .100D+-01 .000D+-00 b = .000D+-00
167D4-06 .000D+4-00 —.167D+4+06 —.791D4-00 .985D+-00 .000D+00
.000D+-00 .000D+-00 .000D+00 —.281D+05 —.167D+03 | | .000D+00 |
&' = | 100D+01 .000D+00 .000D+00 .000D4-00 .000D400 |.
Qs — [b,Ab, A%, A%, A%H] Bel einem Betrags-

unterschied von 12
[ .000D+-00 A200—-02 —221D—-02 —.174D4+04 2400404 i Zehnerpotenzen |St

320D-02 —.221D—02 —.174D4+04  240D+04  .124D+10 eine numerische Rang-
= .000D+00 .000D+00 .000D+00 534D+03 —.791D+03 .
bestimmung gerade

.000D+00  .000D+00  .534D+03 —.791D+03 —.395D+09 _ Y
(,} | 000D+00  .000D+00  .000D+00 —.150D+08 __253D410 | | Wieder moglich.
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/R

Skalierung mit Hilfe der MATLAB-Funktion

Optimale Skalierung mit einer diagonalen Transformationsmatrix,
deren Elemente sind:

Numerische Steuerbarkeitsprufung (5)

D1 = diag [2°9, 21, 210, 2-1 216]

.000D-+00 _.102D404  .000D+00  .000D400  .000D4-00 .000D+00
—.032D+-03 —.6891>+00 266D+03 .000D-+00 .000D+-00 160D—-02
A = .000D+-00 .0003+4-00 .000D+-00 512403 .000D+00 b = .000D+-00
654D-+03  .000D+00 —.326D+03 —.791D4+00  .129D4-03 .000D4-00
.000D-+00  .000D+00  .000D+00 —.214D403 —.167D4-03 .000D-+00 |
- Nochmalige Redu-
T = [ 195D-02  .000D+00  .000D+00 .000D-+00  .000D-+00 ] . 9
zierung der Betrags-
unterschiede und An-
AT A2 A3 adpn . g
Qs = [b,Ab,AD, A%, A'D | gleichung der Zeilen-
[ .000D+00 .164D+01 —.113D+01 —.891D+06 .123D+07 ] | hormen ermdglichen
160D—02 —.110D—02 —.872D+03  .120D+04 621D+49 eine Zuver|é_ssige
= .000D—+-00 .000D-+-00 .000D—+00 B54A7D+H06  —.810D4-06 numeriSChe Rang-
.000D—+00 .000D+00 JA07D+-04  —.168D+04  —.791D49 .
000D400 .000D400 .000D+00 —.229D4+06  aseDios | | PEStimmung.
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I R Beispiele fir Probleme bei der numerischen
Eigenwertberechnung
Es ist bekannt, dass bei der numerischen Berechnung von
mehrfachen Eigenwerte relativ grof3e Fehler auftreten konnen !
Beispiel 1: Doppelter Eigenwert bei A = 3
5 7/2/ : 3.0000e+000 +2.9802e-008i
A — Eigenwerte: _
p— 3.0000e+000 -2.9802e-008i
2 1
Beispiel 2: Dreifacher Eigenwert bei A = 0
1 m/— 1

-8.2698e-006
A = —-1 1 0O Eigenwerte: | 4.1349e-006 +7.1618e-006i

3 —1 -2

4.1349e-006 -7.1618e-006i

Eigenwerte sind die L6sung der Gleichung A3 = eps und
j%} nicht von A% =0
= Prof. Dr.-Ing.




1/R Kalman-Zerlegung

Der Zustandsvektor x(t) eines Zustandsraummodells kann durch
eine Transformation %(t) =T 'x(t) in einen Vektor tberfihrt werden,
der aus vier Teilvektoren besteht:

%(t) = [%, (1) %, (1) %,(t) %,()]

X, (t) : | die vollsténdig steuerbaren, aber nicht beobachtbaren Zustands-
gréfien

X,(t): | die vollstédndig steuerbaren und volistandig beobachtbaren
ZustandsgréRRen

X,(t) : | die volistandig beobachtbaren, aber nicht vollsténdig steuerbaren
ZustandsgréRen

X,(t): | die nicht steuerbaren und nicht beobachtbaren Zustandsgréf3en

=TIAT, b=T%, & =c¢'T

j } Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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_IfR— Kalman-Zerlegung (2)
Zustandsmodell I Blockschaltbild I

a::lItI .A‘ Ay A” - Z4(0) - nicht mit dem Aus-
Za(t) | _ Ta(t) gang verbunden
$3_(t) E3(1) r—— - — — .

T4(t) | 0 A43 g)] L &4t) |

ye) = .@@0

I

I

Das System (A,,,b,) ist nur vollstandig steuer- - |
bar. Ao :

133, C3,

Ao

I

|

|

Ha

(1)

>

&

o
N

Das System (A,,,b,,&,) ist vollstandig steuer-
und beobachtbar.

Das System (A,

¢,) ist nur vollstandig be-

obachtbar.

1an-Zerlegung d¢ nicht mit dem Ein-
gang verbunden

jgé Der Tell (A44) Ist weder steuer- noch beobachtbar.

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Steuer- und Regelungstechnik



/R Kalman-Zerlegung (3)

Alleine der vollstandig und Systemteil
(A,,.b,.c,) wird durch die Ubertragungsfunktion

G(S) _ CT[SI—A]_lb _ o7 adJ(SI_A)b B @

|sT — Al ~ N(s)
beschrieben. I
Nur fir ein steuer— beobachtbares System
Ist die Zahl der Pole von , d. h. der des Nennerpolynoms,

) gleich der der der Systemmatrix A.

Ist das System nicht vollstandig steuer— und/oder
beobachtbar, dann haben das Zahler— und Nennerpolynom
von G(s) gemeinsarne Wurzeln, d. h. durch entsprechende
Linearfaktoren kann gekurzt werden.

jQE Damit hat dann das Systermn weniger Pole als Eigenwerte.
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_Ifﬁ Kalman-Zerlegung (4)
Steuerbarkeitsprifung mit der Matlab-Funktion CTRBF I

% RT: Uberpriufung der Steuerbarkeit mit Hilfe der Kalman-Zerlegung
% Beispiel 4.1 aus Svaricek, F.: Zuverlaessige numerische Analyse linearer

% Regelungssysteme, Teubner Verlag, 1995
% Systemmatrix A / nicht steuerbare Eigenwerte
%
A=[-1000 A — A @ b=
0100 N |p
21 2 2
0010
=T [ AT T _
001-1] C =/C G, ] steuerbare Eigenwerte
%
% Eingangsmatrix b Abar = : bbar =
% |
b=[1 1 1 Of |
% 0.30151 -1.3015 | 5.5511e-Q17 O 0 0
% Ausgangsmatrix ¢ _|-0.69849 _-0.30151], 5:5511e-007 -6.245e:017 | I
% -0.027559 -0.54979 | 1-0.33333 1.1055 0
=[110-2
(c):/ [ ] -0.34816  -0.34816 I} 0.80403 0.33333 -1.7321
0

% Berechnung der Steuerbarkeits-Zerlegung

%
j@é [Abar, bbar,cbar, T, k] = ctrbf(A,b,c)

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Steuer- und Regelungstechnik



/R Normalformen (2)

Regelungsnormalform

Sytemmatrix Ag in
Die letzte Zeile enthalt die
des charakteristischen Polynoms

Ein Eingroflensystem (Bild 3.10) hat regelungskanonische Normalform, wenn das System-
modell diese Form hat:

Definition 3.8 Regelungsnormalform

T 0 1 0 - 0] \
0 0 0 U
&t = | z@)+ | 1 |ul) , (3.59)
0 0 0 --. 1 0
— e, - - i 1]
y(t) = [%bl by .- én_g x(1)

oder abgekiirzt X(t) = AgX(t) + bru(t) I y(t) = cex(t) I

G(s) =

jﬂ»j
‘; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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/R Normalformen (3)
Eigenschaften der Regelungsnormalform I

Die lasst sich sofort angeben, wenn die
eines dynamischen Systems bekannt

Ist.
Die existiert dann und nur dann, wenn das
System vollstandig Ist.

Die Regelungsnormalform erhalt man durch eine Zustandstrans-

formation g ]
154 b T-1b
! R —
mit der Transformationsmatrix Tpr "= gsA” T TR
cp = cThp
p 1 ; : ) = Tﬁliﬂu .
QS\: [0 0 0 ]_] QS | qSAn_ i

j(,} letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix
= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Steuer- und Regelungstechnik



/R Normalformen (4)

Definition 3.9 Beobachtungsnormalform

Ein EingréBensystem (Bild 3.10} ist in Beobachiungsnormalform, wenn das Zustands-
raummodell {Ag, bg, e} die Form

‘00 .. ... 0 )
1 0 0
. o1 0 --- 0 .
tp(t) = - . xp(t) +  (3.69)
: 1
00 ... 0 1
y(t) — [D 0 «v0o ov. 0 :ﬂTB(t) )
mit
a(s) — Z(s) :9+...+b,% (3.70)
N{s) <@g t+o18+--+a, 15" 1+38

Dualer Zusammenhang I
O

hat.
2.
= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Steuer- und Regelungstechnik
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