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_IfR- Zusammenfassung der 6. Vorlesung

Beschreibung und Analyse dynamischer Systeme im Zustandsraum

Begriff und graphische Darstellung der

Losung der Zustandsgleichung

Matrixexponentialfunktion

Transitionsmatrix

Eigenschaften der Transitionsmatrix

Zusammenhang: Gewichtsfunktion und Transitionsmatrix
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_/fR_ Berechnung der Transitionsmatrix

1. Durch numerische Integration der der Systemdifferentialgleichung zugeordneten Ma-
trixdifferentialgleichung

linear unabhangige

. [1 Anfangsvektoren
X)) =AX () Xo=1, = '
1
_Xll (t) Xln (t)_ _all o dgy | _X11 (t) o X (t)_
_an(t) Xn (t)_ _anl ann_ _an(t) o X (t)_

Numerische Integration bis zu einem Zeitpunkt i, liefert den
Wert der Transitionsmatrix fur diesen Zeitpunkt

(I)(tl) — X(tl)
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_IfR- Berechnung der Transitionsmatrix (2)

2. Analog zu dem skalaren Fall als unendliche Reihe:

oo
At =y
i=0

(At)

2!

Flr jeden gewlinschten Zeitpunkt {, mufd die Reihe
berechnet werden.

ES muss ein definiert werden, da eine
Reihe nicht berechnet werden kann.
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_[fﬁ Berechnung der Transitionsmatrix (3)

3. Wenn die n X n Systemmatrix A 7n linear unabhingige Eigenvektoren hat, kann
sie mit Hilfe der aus den n Eigenvektoren gebildeten Transformationsmatrix T auf

Das transformierte homogene
- / Zustandsmodell besteht aus
entkoppelten DGL der Form
T'AT =J = ) X (t) = 4% (1)

Diagonalform transformiert werden:
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IR

Diagonalform

Normalformen

Wenn die Systemmatrix
kann ein System

durchweg Eigenwerte hat,
Immer durch eine Zustandstransformation

Eigenvektoren

~ (o s

E(t) = V'z() | %4 e Un)
auf die folgende kanonische Normalform transformiert werden:
M \ 0 n diag \ = VAV
B(t) = ’ zt)+ | | u() b = Vb
: ~r _ T
0 A, Bn ¢ =V
] - . Ty = V_lﬂ:[)
y(it) = [ &1 é2 ... ... Cn | Z(2)
det (M_A)ﬂ/ lineares Gleichungssystem

2
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_If/? Berechnung der Transitionsmatrix (4)

Die gesuchte Transitionsmatrix ®(t) ergibt sich dann zu:

D(t) = g4 _ e@: Te''T™
T

Liefert eine
analytische Losung

4. Durch inverse Laplacetransformation

et — L1 [sI—A]—l}:c—l{adj(SI_A)} .

det (sf — A)

Liefert ebenfalls eine analytische Losung !
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_/fR- Berechnung der Transitionsmatrix (4a)

Beweis der Beziehung: eTJT_lt — Tel'T L

. t2 t3
e =1+ TIT 't +(TJT)? it (TIJT ) Pt
TJT - TIT =TJ’T" (TITH)? - TIT =TI’T™
—

I

Ausklammern der Matrizen T und T liefert:

2 3
=T[T'T + Jt +J2t—+J3t—+...]T—1
\_ 2! 31 )
Y

Jt

€

Jtrn-1
73
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_[fR- Berechnung der Transitionsmatrix (5)

%

% RT

% Beispiel fir numerische Probleme bei der Berechnung der Matrix-
% exponentialfunktion exp(A)

%

% F. Svaricek, 21.05.2002

% -
17 3

%

% Definition der Matrix A =T diag(-1 -37 ) inv(T) 2

%

T=[13; 2 4] A=

%

A =T * diag([-1 -37]) * inv(T) -109 54
-144 71

%

disp([' Berechnung mit Hilfe der Matlab-Standardfunktion EXPM'])
%

EA = expm(A) EA =

-0.7358 0.5518

-1.4715 1.1036
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_/fR- Berechnung der Transitionsmatrix (6)

%
disp([' Berechnung mit Hilfe der Diagonalmatrix']) EA1 =
%

EAL1 =T * diag([exp(-1) exp(-37)]) * inv(T)

-0.7358 0.5518
-1.4715 1.1036

%
disp([' Berechnung mittels des Reihenansatzes (Matlab-Funktion EXPMDEMO?2)'])

v Entspricht im skalaren
EA2 = expmdemo2(A) Fall: @22 - g3/2 = ga \ EA2 =
% -1.0692 0.9035
disp([' Berechnung mit Skalierung und Quadrierung : (exp(A/2))*2']) 27749 2.0979
%
A2 =A/2
Wahle einen

EA3 = expmdemo2(A2) Skalierungsfaktor « als EA3 =

Potenz von 2 so, dass

-0.7358 0.5518
-1.4715 1.1036

EA3 = EA3*EA3 wird.
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_IfF? Zustandsgleichung im Frequenzbereich

Anwendung der Laplace-Transformation auf das Zustandsraummodell

£(t) = Az(t)+ bulf)

y(t) = =) ; xo = x(to)

sX(s)— AX(s) =x, +bU(s)
[Is — A]X(s)=x, +bU(S)

sX = ¢ )+ bU _Me_ ATL ATl
) {2) ()~ [X()=[1s~ AT "%y + 5~ AT'bU(S)],
v = X Y Y

fuhrt auf:

Einsetzen von in die Ausgangsgleichung liefert das
Ubertragungsverhalten im

Y{(s)=¢c"[Is— Al 'xg+ " [Is — A]7'BU(s) .
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_Ifﬁ Zustandsgleichung im Frequenzbereich (2)

Durch einen Koeffizientenvergleich von
Y{(s) = W[} +c€[Is — Al _lij(s) .
Y

mit der Losung im Zeitbereich

2

y(t) WGT! fﬁt — T)Jbu('r)d'r

¢ ®(t-7)b=g(t—7)

erhalt man far folgende Beziehungen zwischen
Zustandsmodell und Ubertragungsfunktion:

G(s) = c'[Is— A]7'b
j(,} = L{g(t)} = L{c"e™'b}
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_Ifﬁ Stabilitatsanalyse im Zustandsraum

Definition 3.2 (Stabilitdt eines linearen Systems)

Ein lineares, zeitinvariantes System, das durch die Zustandsgleichungen (3.1) beschrieben
wird, heiftGasymptotisch stabil Jwenn die Lésung @(¢) der homogenen Zustandsdiffe-
rentialgleichung

&(t) = Az(t)

fiir einen beliebigen Anfangszustand xg fiir £ — oo gegen Null geht. O

Aus der Bewegungsgleichung

i
x(t) = B(t)wo + [ B(t —7)bu(7)dr i x()=0
o kann fur beliebige x,
nur dann erfullt werden,
erhalt man fur wenn
lim || @(t) =0
x(t) = @) . gilt.
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_lfﬁ Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (2)

Zustandstrajektorie eines asymptotisch stabilen Systems

Trajektorie eines Systems dritter Ordnung im Zustandsraum
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_/fR- Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (3)

Aus der Darstellung | __—1 - Eigenwerte der

T o ] Systemmatrix
®(t)=T T
0 ol Eigenwerte einer Matrix A sind die
= . Wurzel der charakteristischen Gleichung
folgt, daf3
lim || ®(t) ||=0
>
genau dann erfullt ist, wenn die Terme e flr abklingen :

Re{\;} < 0 fiir i=1,2,...,n

Alle Eigenwerte der Systemmatrix A mussen in der
linken /. -Halbebene liegen
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_IfR- Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (4)

Die charakteristische Gleichung

C(\) = det(AI —A) = A"+ ap A"+ ... +ah+ao = 0

Ist fir die Analyse linearer Systeme im Zustandsraum von
grundlegender Bedeutung:

gibt Aufschluss Uber das des Systems.
Ist flr ein System mit n konzentrierten Energiespeichern ein
Polynom Grades.
Die Eigenwerte /. bestimmen die des Systems,
die durch beschrieben werden.
Fr ein Polynom mit konnen die Wurzeln nur
oder sein.
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_lfﬁ Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (5)

Asymptotische Stabilitat versus BIBO-Stabilitat

Definition 3.3 (BIBO-Stabilitit eines linearen Zustandsmodells)

Ein lineares, zeitinvariantes System, das durch die Zustandsgleichungen (3.1) beschrieben
wird, heiit BIBO—stabil, wenn fiir verschwindende Anfangsw.kungen, d.h.

g = 0 ’u.(t)

und ein beliebiges beschrinktes Eingangssignal

[u(t)] < tUmax fiiralle £>0

das Ausgangssignal beschrénkt bleibt:

()< Ypax fiiralle ¢>0.
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_/fF? Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (6)

Ein Ubertragungssystem mit der Gewichtsfunktion ISt genau dann
—stabil, wenn

oo

[lawld < oo limg(t)=0

R t—oo

gilt (SRT, Abschnitt 3.3).

Bewels:

Fur ein beschranktes Eingangssignal erhalt man mit
Hilfe des Faltungsintegrals fur das Ausgangssignal:

t ¢ .
y(@) = /Q(T)u(t—'r)d'r o2 f|9(7)||u(t—7')|d7' < |umax|/[g(7)|d7
0 0 s
t
j(i’}\ Das Integral flg('r)ldT muR fur t — oo endlich sein !l
3 0
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_lfR- Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (7)

Bedingung fur asymptotische Stabilitat des ZRM:

lim[[@(t) [|=0
\

Aus dieser Be\qmgung und dem Zusammenhang

g(t) = cT(I)(\\Q)

ergibt sich limg(t) =0 und “g(t)‘dt < o0,
0 [

Satz 3.1 (Asymptotische Stabilitdt und BIBO-Stabilitit) BZ
Ist ein System (3.1) asymptotisch stabil, so ist es auch BIBO-stabil.

Frage: Folgtaus | |{lImg(t) =0 | lauchimmer| |[lim| ®(t)|=0| =
t—o0

t—ooo
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_IfR- Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (8)

Die Umkehrung dieses Satzes (aus BIBO-Stabilitat folgt
asymptotische Stabilitdt des ZRM) gilt nur dann, wenn alle
Eigenbewegungen des Systems

z(t) = Ax(t)+ bu(t) g = x(tg)

— : . el 0 | [ gt 0 |
In die Gewichtsfunktion . P 3
g(t)=¢' T " T b=c : b
T Ant » Ant
g(t) = ¢ ®(t)b Lo e % Lo e
eingehen. g™ 0 || b,
] [T :
Fur €, =0 bzw. b =0 0 gl Bn
enthalt nicht alle - - -
Eigenbewegungen des _61_
Zustandsraummodells !!! St ~ At : L~ 2t
=[Cle1 Cne”J C | = Cibie i
E)n =1
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_/fF? Stabilitatsanalyse im Zustandsraum (9)

Signalfluf3graph fur diagonale Systemmatrix

Kl((?} _ 1 Oi||:)~(1(t):|+|:g)l:|U(t) In der AusgangsgroRe

) _O 2 Xz(t) bz sind keine Informationen
Uber die 2. Zustandsgroi3e

y(t) =[¢, éz]rl )}Ldu(t) enthalten.

Die Eingangsgroiie hat
keinen Einfluss mehr auf
die 1. Zustandsgrole.
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