_IfR- Zusammenfassung der 5. Vorlesung

Wurzelortskurven-Verfahren ( )
Bestimmung des dynamischen Verhaltens eines geschlossenen
Regelkreises mit Hilfe der Ubertragungsfunktion G4(s) des offenen
Kreises.

Beispiel:
Typische WOK Beispiele

der Reglerverstarkung durch In
der s-Halbebene und/oder einen n-m
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1/R Zustandsraum: Historische Einordnung

Die Grundlagen der wurden im
Zeitraum 1955 — 1965 von und seinen Kollegen in
dem in

Baltimore entwickelt.

Diese Forschungen waren sehr stark durch das
motiviert worden.

Kalman flhrte Ende der 1950er Jahre das Konzept der
ein.

Ohne die Entwicklung des sogenannten

(Algorithmus zur optimalen Schatzung von Zustands-
grofsen anhand verrauschter Mel3daten) wéaren die
amerikanischen Raumfahrterfolge in den 60er Jahre nicht
maoglich gewesen.

Bis in die 1980er Jahre hinein wurde die und
in der Regelungstechnik durch die
j(%\ Zeitbereichsmethoden im Zustandsraum bestimmt.
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1/R Zustandsraum: Einflihrung

Beschreibung dynamischer Systeme

3 u(t) s v(t)
Dgln hoherer Ordnungen - -
) _ G(s), Gliw) |
Ubertragungsfunktion Ursache Wirkung
Funktionentheorie, komplexe Zahlen
Dgln erster Ordnun ( zy(t)

g 9 u(t) — 2,(t) y(t)
Transitionsmatrix " -
Zn(t)

Matrizenrechnung, lineare Algebra

{

EinfGhrung innerer Grofden

(,j
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Zustandsraum: Einflihrung (2)

Ein— und MehrgrolRensysteme (

) kdnnen formal gleich behandelt werden.

Diese Beschreibungsform ist auch fur und
Systeme geeignet.

Die Zustandsraumdarstellung ist sowohl fur die
Behandlung (analytische L6osungen,
) als auch fur die Analyse und
Berechnung gut geeignet.

Diese Darstellung erlaubt einen besseren Einblick in das
Innere Verhalten eines Systems. Hier spielen insbesondere
Systemeigenschaften wie die

des Systems eine besondere Rolle.
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/R Zustandsraum: Einfiihrung (3)

Beispiel, dald eine Stabilisierung durch eine Pol-Nullstellen-

] ] ]
|—’ x 1(t)

SEEEE—Y ;—12 » - p/ ]
Step Trander Fen Integrator yi)
s—1
Gr(s) =
K (s) st 2
Beispiel fir Ingtabilitat Gain
durch Pol-Nullgellenkompensation 1 1
Gi1(s) = ——  Ga(s) =
s—1 s+ 1
s 21 1 1 1
Gr(s) -Gi(s) - Go(s) = » . A . =
K(8)-Gals) - Gals) =2 541 s+1 (s+2)(s+1)
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_Ifl? Zustandsraumbeschreibung

Zustand eines dynamischen Systems

Physikalisch betrachtet ist der Zustand eines dynamischen
Systems durch den der im System vorhandenen
Energiespeicher bestimmt.

Zustandsgrof3en

Die Zustandsgrof3en beschreiben den der im
System enthaltenen Speicherelemente.

Beispiel:
Speicher fur potentielle Energie
Speicher fur kinetische Energie
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_Ifﬁ Beispiel: PVTOL-Aircraft (British Aerospace Harrier)

lanar VVertical TakeOff and [.anding Aircraft

laterale Geschwindigkeit

vertikale Position

vertikale Geschwindigkeit
Geschwindigkeit um die Rollachse

Schub der Rolldisen
Schub der Nickdisen

laterale Position

j(,} vertikale Position
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1/R Zustandsraumbeschreibung (2)

Anzahl der Zustandsgrofden ( )

Der Zustand eines Systems mit z1(¢)
Energiespeichern wird dann durch zo(t)
ZustandsgroRen z(t) =
beschrieben, die zu einem

zusammengefasst werden: Zn(t)

/( Vektordifferentialgleichung }
1. Ordnung
/\ . .
&(t) = Ax(t)+ bu(t) mitAnfangsbedingung =x¢ = x(%o)

Algebraische Gleichung }

y(t) = cl'z(t) + du(t)
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_Ifﬁ Zustandsraumbeschreibung (3)

Zustandsraummodell eines EingroRensystems

11 Q13 ... Q1n
a1 a2 A2n
(nxn) - A = :
| Qn1 Qn2 Ann |
- bl -
b
(nx1)- b = _
- bn -
(1 xn)- ¢ = [c1 ) cn]

j(,i
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1/R Zustandsraumbeschreibung (4)

Blockschaltbild des Zustandsraummodells eines EingréRensystems

E(t) = Az(t) + bu(t)
y(t) = co(t) + du(t)
1 d

|5
u(t) X(t) X(t) } y(t)
— b = j ® YT O—>
n Integratoren A [« Vektorielle GrofRen

als Doppelpfeile

Wenn der Anfangszustand x, bekannt ist, kann der System-
zustand mit Hilfe des Zustandsmodells flr alle Zeit-
j(,} punkte einfach berechnet werden.

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Steuer- und Regelungstechnik




_lfF? Zustandsraumbeschreibung (5)

Darstellung eines Zustandsraummodells als SignalfluRdiagramm

Xl(t):aﬂxl(t)+a12x2(t) + blu(t) Signale werden als
X, (t)=a, X, (1) +a,X%,(t) + bu(t)

Knoten dargestellt
Y(t)=C,%, (1) +¢,%,(t) + du(t)

Kanten geben die
Signalverknupfungen an

Elemente der Matrix
bzw. der Vektoren
und c treten als Kanten-
gewichte auf

Bild 4.5: Signalfluidiagramm eines Systems zweiter OTd

Integration

SignalfluBRdiagramme erlauben einen detaillierten
}} Einblick in die Struktur eines dynamischen Systems
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_Ifl? Aufstellen von Zustandsraummodellen

a)} durch Aufstellen des physikalisch-technischen Wirkungszusammenhanges, wenn die-
ser durch Differentialgleichungen 1. Ordnung und/oder algebraische Beziehungen
beschrieben wird,

b) durch Umwandlung einer Differentialgleichung htherer Ordnung in ein System ge-
koppelter Differentialgleichungen 1. Ordnung.

j(,i
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/R

M: Ty

Feder

NG

Dampfer
d

Harter Reifen

Ausgangsgrofile y(t)I

Eingangsgrolle u(t)I

Kraftegleichgewicht:

Federkratft:
Dampfungskraft:
j('} Tragheitskratft:
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Beispiel: Viertelfahrzeug

|
}
Fahrzeugmasse
M¢
F
4 Feder
StoRdampfer
Fahrbahn
F.=F +F

Fy =d(u(t)-y()

FT = MF y(t)
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1/R Beispiel: Viertelfahrzeug (2)

Aus Kraftegleichgewicht erhalt man:

M - y(t) = clu(t) — y(t)]+d[u(t) - y(1)]
=
M_ - y(t) +dy(t) +cy(t) = cu(t) +du(t)

1
MF

Differentialgleichung 2. Ordnung

N d . C _Cc d
y(t)+M—Fy(t)+M—Fy(t) "M u(t) + M. a(t)

Flr die Aufstellung eines Zustandsraummodells betrachten wir zunachst

B d .
y(t)+M—Fy(t>+MiFy(t):u(t) i §(0) = (0) = y(0) =0
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1/R Beispiel: Viertelfahrzeug (3)

Als Zustandsgrdfen werden ausgewahlt:

G0 =y(©) (0 = (1) =%, (1)
=Y (0 =90 =~ (1)~ y(O) +u()
Mo Moo

X,(t) X, (1)
In Matrizenschreibweise ergibt sich:
0 1 -
X, (t t 0
Lzl((t))}: R Dlit;} M”(t)
M, M. |-7°

o afz]
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1/R Beispiel: Viertelfahrzeug (4)

Die L6osung fur eine Anregung

G(t) = u(t)

Eine lineare DGL liefert fur die Anregung und
fur die Anregung

J0+-y0+-yo-uw |
M M dt

F F

t)+—Vy(t) +——y(t) =u(t) Substitution:
YO+ 90+ 130 =00 substingion: G0 =Y()

9(t)+Mi9(t)+Miy(t>=u(t) Losung der Dgl - Y(B)= Y(t) fuf

F F

’J\} Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Steuer- und Regelungstechnik



1/R Beispiel: Viertelfahrzeug (5)

Mit Hilfe des Superpositionsprinzips und der Ausgangsgleichung fur
die Anregung u(t)

X, (1)
t 0 :
- @ ]{ 1 y(t)
erhalt man fir die Anregung >J(t)*< }(t)

die Ausgangsgleichung

t x (t)
y(t) = X (t) J(1)
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I/R Zustandstrajektorie

Die zeitliche Abhéngigkeit des n—dimensionalen Zustandsvektors & kann man als Bewe-
gung eines Punktes im n—dimensionalen Vektorraum IR™ (Zustandsraum) darstellen

Trajektorie eines Systems dritter Ordnung im Zustandsraum

Der durch die Koordinaten von beschriebene Punkt
verandert sich mit der Zeit und beschreibt eine Kurve
Im , die als oder

j(,} des Systems bezeichnet wird.
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_Ifﬁ Matlab-Beispiel: Zustandstrajektorie

% Script ZUSTTRAJ.M
%
% Trajektorie im dreidimensionalen Zustandsraum
%
% J. Lunze
% 9.10.1995
% fur 2. Auflage: 6.11.1998
% fur 3. Auflage: 3.4.2001
%
echo off
clear
close all;
A=[-0500;
0-0.3 2
0-2-0.3];
b =11,
1;
1];
c=[111];
d=0;
System=ss(A, b, c, d);
x0=[10, 10, 10];

jgé echo on
s
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_Ifﬁ Matlab-Beispiel: Zustandstrajektorie (2)

%

% Eigenbewegung eines Systems dritter Ordnung
% dreidimensionale Darstellung im Zustandsraum
%

echo off

figure();

T=0:0.01:10;

[Y, T, X]=initial(System, x0, T);
plot3(X(:, 2), X(:, 3), X(:, 1));
hold on

plot3([-10 10], [0 O], [0 O], ":");
plot3([0 0], [-10 10], [0 O], ":");
plot3([0 O], [0 O], [10 O], ":");
xlabel('x_1");

ylabel('x_2");

zlabel('x_3");

grid(‘off');

title('Trajektorie eines Systems dritter Ordnung im Zustandsraum’);
text(6, 10, 10, 'x(0)")

axis([-10 10 -10 10 0 10}));

Trajektorie eines Systems dritter Ordnung im Zustandsraum
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_IfF? LOosung der Zustandsgleichung

LOosung der skalaren Differentialgleichung

%(t) = ax(t) + bu(t), x(0) = x,

Ist homogene LOsung

Multiplikation mit liefert

e x(t) = e ax(t) + e bu(t)

(& (1) e *dx (1) = e “bu(t)

\ Y J Produktregel der Differentiation

; L(7(t)- 9(6) <(F@) + Fefg(2)

a (e—at . X(t)) _ e—atbu(t)
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1/R Lésung der Zustandsgleichung (2)

Integration von O bis 1 liefert:

jdi(e_aT -X(1))dt = _t[e‘a"'bu(r)dr e_aTX(’C)‘; = jeaTbU(T)dT
T ) 0

0

t
e x(t) — X, = j e *bu(t)dt
0

Nach Multiplikation mit % ergibt sich

t

X(t) —ex, = j e pu(r)dz /
0

Losung der DGL: | |X(t) ‘ jea(t T)bu(r)dt
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IR

LOosung der Zustandsgleichung (3)

Die Rolle von

ubernimmt bel einer Vektor-
differentialgleichung die

Die homogene Ldsung der Vektordifferentialgleichung

&(t) = Az(l)+bu(t) ®o=x(to)
ergibt sich dann zu: Reihenentwicklung der e-Funktion
A @ _ 3 LGN S
xh(t) = e™axg : T T Tt T
wobei die / wie folgt definiert ist:
/
00 Ast: AZ A3
A=y = =T+ At+ 6+ St
i=0

2
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1/R Lésung der Zustandsgleichung (4)

Losung der Vektordifferentialgleichung:

+ ___— | Faltungsintegral
x(t) = eVag + / e AT by (1)dr
0

Nach Einfiihrung der Abkiirzun — :
/&, Transitionsmatrix

— At .
‘I’(t) =€ Uberfiihrt den Anfangszustand
hiil Is 1.8 far In den aktuellen
ernalt man als Losung Zustand

2(t) — ®(t)ao + / &(t — 7)bu(r)dr

N
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_IfF? LOosung der Zustandsgleichung (5)
Mi?
y(t) = Tt

folgt dann auch fiir die Systemantwort:

y(t) = T ®(t)xo + T / &(t — 7)bu(r)dr

Flr erhalt man:

y(t) = j (7)dz / Gewichtsfunktion
0

Ein Vergleich mit dem Faltungsintegral (SR'I/GI. 2.29)

y(t) :j[U(r)dr / / Transitionsmatrix
0
’ /

j(z liefert den Zusammenhang
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_IfR- Eigenschaften der Transitionsmatrix

Far erhalt man aus
e f/ / /
! 2! 3!
(1) @(0)=1I,
Der Wert des der Transitionsmatrix zu zwei beliebigen

Zeitpunkten ¢, und t, kann mit Hilfe der Beziehung

(I)(tl)(l)(tz) N (I)(tl + tz)

berechnet werden.

Al pAL _ eA(t1+tz)
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_IfF? Eigenschaften der Transitionsmatrix (2)

(I)(t)—l — (eAt)—l _ eA(—t) _ (I)(—t)
Die der TransWatrix kann direkt angegeben werden:

(3) @) =2(-1), () =(kt)

Gliedweise Differentiation der Reihe

At 00 Az 7 A? ) A3 2
= — I + At =7t gt e
e ;J - +AL+ Tt ot
3
liefert: ieAt =0+ A + /ZAt A
dt ,2/ 391

(4) ®() = AB() .
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