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Ubung 2 - Losung

Thema: Zustandstransformation, Zustandssignale

Aufgabe 1. Zustandstransformation

Gegeben ist ein elektrisches Netzwerk mit der Spannung u iiber der unabhéngigen Stromquelle
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als Eingang und der Spannung y iiber dem Widerstand R als Ausgang. Fiir die Bauteile geilten
die physikalischen Gesetzmé#Bigkeiten vy = L&ir, ic = C%ve mit L >0, R > 0, Rf, > 0 und

C > 0. Verwenden Sie zur mathematischen Beschreibung des Netzwerkes die Kirchhoff’schen

Gesetze.

Aufgabe a) Stellen Sie das Zustandsraum-Modell
& = Ax + Bu
y=Cz+ Du

mit dem Zustandssignal = (v, ve)T auf, wobei mit vy die Spannung
zwischen Knoten 1 und 0, und mit v¢ die Spannung iiber C' bezeichnet

wird.

b) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix T € R?**2| sodass fiir das
Zustandssignal 7 := (¢, ¢)T = Tz gilt. Mit ¢ wird der Fluss der Induk-
tivitdt und mit ¢ die Ladung des Kondensators beschrieben.

Hinweis: Man verwende ¢ = Liy, und ¢ = Cvg.

c) Stellen Sie das Zustandsraum-Modell des elektrischen Netzwerks auf,
bei dem das Zustandssignal durch & = (¢, q)” aus Teilaufgabe b) gege-

ben ist.


http://www.unibw.de/lrt15/Institut/lehre/unterlagen/MMR

Losung Aufgabe 1.

a) Um das Zustandsraum-Modell aufzustellen muss zunéchst eine Differentialgleichung fiir

x = (v10,ve)T herleitet werden. Es gilt nach dem Maschensatz
V10 = VR, +vc = Rp -1, +vc.

Durch Differenzieren und mit Hilfe von vy, = L%i 1, folgt daraus:

d d v, d
10 = Ry, - —1 —vo=Rp-—=+ —vo.
U10 L dt2L+ prlel L7 + P
Weiterhin gilt auf Grund der Kirchhoff’schen Gesetze:
v, =u—vyy AN icg=1ip—1tgp AN Vo =VR=2Y

Mit der Hilfe der Bauteilgleichung des Kondensators und ip = “£ folgt dann:
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Durch Einsetzen der Gleichungen fiir vz, und %vc in die Differentialgleichung fiir v1g ergibt

sich mit Hilfe von i;, =ig, = %:
V10 = 7(U—U1o)+%—%
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Unter Verwendung von vg, = vi9 — v¢ ergibt sich schlussendlich:
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Die Differentialgleichung fiir vo wurde bereits hergeleitet und ergibt sich durch Einsetzen

von iy = % Zu:
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Somit ergibt sich das gesuchte Zustandsraum-Modell zu:
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b) Es gilt das Zustandssignal aus Aufgabe a) in das Zustandssignal Z zu transformieren:

(1)

Aus der Aufgabenstellung ist bekannt, dass ¢ = L -ip und ¢ = C - vo gilt. Fiir den
zweiten Zustand in Z ist also bereits ein direkter mathematischer Zusammenhang zum alten
Zustandssignal x bekannt. Fiir den ersten Zustand muss ein solcher erst noch hergeleitet

werden. Es ist aus Aufgabe a) bekannt, dass

i = V10 — UC
L TR,
gilt. Somit ergibt sich

L
¢=L'iL=RfL'(Ulo—Uc)

flir den ersten Zustand ¢ des gewiinschten Zustandssignal Z. Somit folgt fiir die Transfor-

mationsmatrix T unmittelbar:
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c) Es gilt das Zustandsraum-Modell aus Aufgabe a) mit der Transformationsmatrix T aus
Teilaufgabe b) zu transformieren um das Netzwerk mit dem neuen Zustandssignal & =
(¢,q)T zu beschreiben. Mit Hilfe von & = T - x ergibt sich:

2 =Ti=TAx +TBu=TAT '%+ TBu
Cox=CT 'z.

Y

Zur Bestimmung des gewiinschten Zustandsraum-Modell ist es also erforderlich, A =
TAT~', B =TB sowie C' = CT~! zu berechnen. Fiir T~ gilt:

L
LC\o L
Ry

Die gesuchten Matrizen ergeben sich also zu:

L R 1
LC\z; 7~ %/ \0 7 I ~RCo

sowie



Aufgabe 2. Berechnung von Zustandssignalen

Es wird ein harmonischer Oszillator (mit Anregung) betrachtet, dessen Dynamik durch

1(t — t
flfl( )\ _ (v w ) (=) (),
() —w =) \@2(t)
gegeben ist. Es gilt ¥ > 0, w > 0 und u: R — F? stellt das Eingangssignal dar.

Aufgabe Berechne Sie das allgemeine Zustandssignal ¢ fiir den Fall

a) u(t) = (0,0)7 fiir alle t € R,

b) u(t) = (”t Si“”“’”).

e " cos(2wt)

Losung Aufgabe 2.

Aus der Aufgabenstellung folgt A = <_7 “ > .

a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir das Zustandssignal ¢
o(t, z0, u(t) = 0) = ey, Voo € R?

gilt. Der Ausdruck e?? lisst beispielsweise sich mit Hilfe der Jordan-Normalform von A

bestimmen. Hierzu kann die folgende Formel
eAt — TeJtTfl

verwendet werden. Hierbei stellt J die Jordan-Normalform der Systemmatrix A dar, es
gilt also
A=TJT .

Zur Bestimmung der Matrix-Exponentialfunktion wird als die Jordan-Normalform von A
sowie die zugehorige Transformation T benétigt. Dazu werden zunéchst die Eigenwerte

und die Eigenvektoren von A bendtigt. Das charakteristische Polynom von A ist gegeben

durch

xa(A) = (A +7)? +w?,
sodass sich die Eigenwerte A\; = —y — tw und Ao = —v + iw ergeben. Durch Losen des
Gleichungssystems

NI—A)z =0, j=1,2

erhilt man die Eigenvektoren vy = (i,1)T bzw. va = (—i,1)” zu den Eigenwerten \; bzw.

T:<v1 v2>:<j _12>

so erhélt man A = TJT !, wobei J die gesuchte Jordan-Normalform darstellt:

Ag. Setzt man nun
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folgt also
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Folglich gilt

[§]

o(t, zo,u(t) =0) = ot < cos(wt) Sin(wt)) .

—sin(wt) cos(wt)

b) Um eine langwierige Rechnung zu vermeiden, wird fiir u(¢) mit

 2wit
i = [T, ter
eQwit ’ ’

ein Ersatzsignal definiert. Es zeigt sich, dass fiir u(t)

= u(t).

Reii(t) = e Re —i cos(2wt) — 72 sin(2wt) - sin(2wt)
cos(2wt) + i sin(2wt) cos(2wt)

gilt, sodass man sich Satz 3

90(t71'0>u) = <,0(t,$0,Reu) Re( (t To, U ))

aus der Vorlesung zunutze machen kann. Es geniigt also @(¢, xg, @) zu berechnen. Nach der

Vorlesung gilt aulerdem

t
B(t, xo, W) = Mg + / eAt=9)7(s) ds =
0
t
= eMyy + eAt/ e~ 45U (s) ds.
0

Zunéchst ist es erforderlich, den Integranden der letzten Gleichung zu berechnen:
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Durch Einsetzen des ermittelten e=4%%(s) und des Ausdrucks fiir e4* aus Aufgabe a) erhélt



man
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Daraus ergibt sich schliefllich das gesuchte Zustandssignal

A et (cos(wt) — cos(2wt))

t
To + ——
0 sin(2wt) — sin(wt)

o(t, o, u) = Re(p(t, xo,u)) = e ”
- cos(wt) Sin(wt)> . 1 (cos(wt) - cos(2wt)>> .
((— sin(wt) cos(wt) oF w \ sin(2wt) — sin(wt)



