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Thema: Matrixexponentialfunktion

Aufgabe 1. Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion

Gegeben sind die folgenden vier Matrizen:

2 10
a) Aj=1(0 2 1
00 2
0
b) Ao =1 3 1
-3 01
3 4 3
C) A3 = -1 0 -1
1 3
1 0 -2
d) Au=1]1-21 1
0 0 -3
Aufgabe Berechnen Sie fiir die gegebenen Matrizen A; bis Ay jeweils die

Matrix-Exponentialfunktion e4*. Beachten Sie dabei die in der Vorle-

sung 3. erwahnten Spezialfille.

Losung Aufgabe 1.

a) Matrix A, ist eine obere Dreiecksmatrix, sodass sich die Eigenwerte direkt ablesen
lassen. Es ergibt sich also fiir A1 mit A\; 23 = 2 ein dreifacher Eigenwert. Nach
der Vorlesung ist bekannt, dass eine Dreiecksmatrix mit nur einem Eigenwert wie

folgt umgeformt werden kann:

oAt — M G(A=ADE
Dabei entsteht ein Produkt aus einem Skalar und einer nilpotenten Matrix. Aus
der Vorlesung ist ebenfalls bekannt, dass sich die Matrix-Exponentialfunktion

einer nilpotenten Matrix direkt iiber die Reihe
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At B n Aktk
¢ = !
k=0
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berechnen lisst. Es geniigt also, die allgemeine Reihe zur Berechnung der Matrix-
Exponentialfunktion bis zum n — 1-Glied auszuwerten, wobei n der Dimension

von A entspricht.

Es gilt also:

Die Matrix N ist wie bereits erwihnt nilpotent, sodass eVt direkt iiber die Reihe

(mit n = 3) berechenbar ist:

1 00 0t 0 t2001 1t t2)2
exp(Nt)= 0 1 0 [+ 0 0 ¢ +5 000 =01 ¢
001 000 000 00 1

Damit ergibt sich die gesuchte Matrix unmittelbar:
2t 2tt %e2tt2

i 0 2 2t

0 0 e2t

Die Matrix As ist eine allgemeine 3x3 Matrix, sodass es zunéchst erforderlich
ist, die Jordan-Normalform der Matrix zu bestimmen. Dazu werden zunéchst die

Eigenwerte mit

det(A] —A)=det | -3 X-2 -1

berechnet. Die Eigenwerte einer 3x3 Matrix lassen sich beispielsweise mit der

Regel von Sarrus berechnen:

3 0 Ax-1 3 0
=A=4)A=-2)(A—-1).

Das charakteristische Polynom ergibt sich also zu
X(A)=A-49HA=-2)(A-1),

woraus die drei Eigenwerte 4,2 und 1 unmittelbar folgen. Die Jordan-Normalform



ergibt sich also sofort:

T—l

S O =

S N O

= o O
N

Um die Matrix-Exponentialfunktion mit et = eI T = Tel T~ gy berechnen,
muss noch die Transformationsmatrix 1" berechnet werden, welche sich in dem
Fall von drei verschiedenen Eigenwerten aus den jeweiligen Eigenvektoren ergibt,
die mit Hilfe von

(A= A)z =0

ermittelt werden kénnen. Diese ergeben sich zu:

110} 0
T = 1 ]11]-1
-1(0| 1

Somit ergibt die Matrix-Exponentialfunktion zu:

1 0 0 e 0 0 1 00
M= 1 1 -1 0 e 0 01 1
-1 0 1 0 0 et 1 01
T oJt T—1
ett 0 0
— _et+e4t e2t _et —I—th
et —ett 0 et

c¢) Von der Matrix Az gilt es ebenfalls zunichst die Jordan-Normalform zu bestim-
men. Dazu werden zunéchst die Eigenwerte von Az benotigt. Analog zur Aufgabe

b) ergeben sich die Eigenwerte als die Nullstellen von

A-3 —4 -3
det I A 1 =X -6\ + 120 -8 = (A —2)?,
-1 -2 A-3

also ist A = 2 ein 3-facher Eigenwert. Da in diesem Fall ein Eigenwert mehrfach
auftritt, ist die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte hohere als dessen geo-
metrische Vielfachheit, weshalb zur Berechnung der Transformationsmatrix 1" die

Hauptvektoren benétigt werden. Hierzu werden zunéchst

1 4 3
B:=A-XN=A-2I=| -1 -2 —1
1 2 1
sowie
0 2 2
B*=| 0 -2 -2
0 2 2



berechnet. AuBerdem gilt B3 = 0. Zunichst wird der Kern von B bendtigt, wel-
cher sich mit

kerB =9 mit B9 =0
berechnet. Also gilt @7 = (1,—1,1)7. Desweiteren wird ein Vektor @ € ker B2
gesucht, fiir den y ¢ ker B gilt. Der Vektor @ = (0, —1,1)7 erfiillt diese Bedin-
gung. AuBerdem wird ein Vektor @5 € ker B® gesucht, fiir den o5 ¢ ker B2 gilt.
Der Vektor @3 = (0,0,1)7 erfiillt diese Bedingung. Damit lisst sich dann wie

Transformationsmatrix T zu

2 3 0
T:(B%g Biss ﬁg)z 2 10
2 1 1

berechnen. Damit folgt schlussendlich die Jordan-Normalform der Matrix As zu:

2
T'AT = | 0
0

S NN =
N = O

Es fallt unmittelbar auf, dass die Jordan-Normalform der Matrix Az der Matrix

Aj entspricht. Es gilt also:

eAQt _ e(TAlel)t _ TeAltT—l )

Der Ausdruck e'* wurde ja bereits in Aufgabe a) berechnet, sodass sich fiir e43*

ergibt:
2 3 0 et et Le? -1 =30
et = -2 -1 0 |- 0 e et % % 0
2 1 1 0 0 e 0 1 1
T egrlt T-1
eX(t+1) et (t + 4) et (t + 3)
= —e¥t = (P2t —1)  —et(t+1)
e*t et (t +2) e (P 4+t+1)
Zunéchst gilt es wieder, die Jordan-Normalform von A4 zu berechnen. Das cha-

rakteristische Polynom von Ay ist x4(A\) = (A +3)(A — 1), die Eigenwerte von A
sind also 1 und —3, wobei der Eigenwert 1 doppelt vorkommt. Es stimmen also die
algebraische und die geometrische Vielfachheit nicht iiberein. Die Jordan-Normal-

Form von Ay ist daher nach der Vorlesung 3 wie folgt gegeben:

-3 0 0
J=10 11
0 01



Es folgt fiir die Matrix-Exponentialfunktion wie bereits bekannt:
edat — peltp—1

Ast wird also die Transformationsmatrix T' sowie der

Fiir die Berechnung von e
Ausdruck e’? benotigt. Fiir den Eigenwert —3 reicht fiir den entsprechenden Ein-
trag in T die Kenntnis eines Eigenvektors; Eigenvektor zu A = —3 ist v; =
(1,0,2)". Um geeignete Hauptvektoren fiir den Eigenwert 1 zu bestimmen, gilt

es wie in Aufgabe c) zunichst B = A — AI und B? zu berechnen:

0 0 —2 00 8
B=|-290 11|, B*=|0o 0 o0
0 0 —4 0 0 16

Fiir 91 = (0,1,0)7 gilt ker B = 0. Es ist also nun ein 95 € ker B2 gesucht, so dass
y ¢ ker B gilt. Der Vektor @i = (1,0,0)7 erfiillt diese Bedingung. Es ergibt sich

also die Transformationsmatrix zu:

1 0 1
T:<v1 By 52)= 0 -2 0
2 0 0

Fiir die Berechnung von e”? lisst sich die Jordan-Normalform offensichtlich wie
folgt

-3]10 O
011
0 (0 1

in zwei kleinere Diagonalmatrizen aufspalten, sodass sich die Matrix-Exponentialfunktion
von J also wie in Vorlesung 3 vorgestellt auch wie folgt berechnen lésst:
oIt — diag(e—St,eAt) :

wobei mit A die untere Diagonalmatrix

()

aus der Jordan-Normalform .J bezeichnet wird. Die Matrix A ist, wie die Matrix
Aj, eine obere Dreiecksmatrix mit nur einem doppelten Eigenwert A\ = 1, so-

dass sich zur Berechnung von et das bereits aus Aufgabe a) bekannte Verfahren

i 01
et = et . oMt mit N:< )

anwenden lasst:

00

Die Matrix N ist offensichtlich nilpotent, da es eine echte Dreiecksmatrix darstellt,

weshalb sich eN* mit Hilfe der Reihenentwicklung bis k = n — 1 = 2 berechnen



lasst. Damit ergibt sich At Zu

Die Matrix e’* ergibt sich dann unmittelbar zu:

e 3t 0 0
e/t = 0 et tet
0 0 e

Somit folgt fiir die Matrix-Exponentialfunktion e4* wie zu Beginn der Aufgabe

festgestellt:
0 1\ /et 0 0 0 0 3
et — -2 0 0 e tef 0 -2 0
2 0 0 0 0 ¢ 1 0o -1
——— ~——
T T-1
et 0 %(ef?’t—et)
= | —2te? €t tet
0 0 e



