_Ifﬁ Zusammenfassung der 4. Vorlesung
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Ubertragungsfunktionen von Abtastsystemen:

A/D- und D/A-Umsetzer werden mit der
Regelstrecke zusammengefasst (Abtastsystem).

Ubergangsfolge des
kontinuierlichen
Systems
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/R Zusammenfassung der 4. Vorlesung

Ubergangsfolge der (sprung-)aquivalenten z-
Ubertragungsfunktion stimmt fiir sprungférmige
Anregungen mit den Werten der kontinuier-
lichen Ubergangsfunktion an den Abtastpunkten
uberein.

Fijr rampenformige Eingangssignale trifft dies
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y(k) = T-hik-1) + fn( =2) ¥ ...
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/R Zusammenfassung der 4. Vorlesung

Stabilitat zeitdiskreter Systeme.

lim | g(k) = OI

Frequenzbereich:

Zeitbereich:

Pole von mussen innerhalb des
Einheitskreises liegen.
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/R Zusammenfassung der 4. Vorlesung

Zusammenhang zwischen den Polen des
kontinuierlichen und des diskreten Systems

Betrag von 2 hangt nur vom Realteil - ab:

25T e ||

Das Argument von z wird nur von « bestimmt:

argz = @ =00TI
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/R Nullstellen von Abtastsystemen

Betrachtet werden lineare Abtastsysteme I

kontinuierliches / |

I
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I
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System

Gibt es auch einen eindeutigen Zusammenhang zwischen
den Nullstellen von G(s) und den Nullstellen von G(z) ?
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/R Nullstellen von Abtastsystemen (2)

Beispiel: I

Das kontinuierliche System bestehe aus einer Reihenschaltung von
zwei Integratoren mit der Ubertragungsfunktion

G(s) = s% I

Eine Berechnung der dquivalenten z-Ubertragungsfunktion ist
mit Hilfe der folgenden Gleichung moglich:

z—1

4

G(z) = Z{h(k)} .

1

Zunichst ist die Berechnung h(t) = £ H{G(s) - U(s)} fiir U(s) = —

von h(t) erforderlich: 5
_ £—1{G(3)}

S
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/R Nullstellen von Abtastsystemen (3)

Mit Hilfe der Korrespondenz 2 der Tabelle A2 im Skript SRT erhalt
man:

At = £} = 5F

Anwendung der z-Transformation auf die abgetastete Uber-
gangsfunktion h(t) liefert dann mittels der Korrespondenz 4 in
Tabelle 3.3: 1 T2 (z + 1)

2
2| i} = .
5! le=hT} 2(z —1)3

2

Damit ergibt sich die gesuchte dquivalente z-Ubertragungs-
funktion des Doppelintegriers zu:

z — 24 (2
G(x) — 1 T2/ (24 1)

/ 2(z —1)3
_ 717 a4
o 2 ‘ (z — ]_)2 ) Nullstelle bei z = -1
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_/fR- Nullstellen von Abtastsystemen (4)

Die dquivalente z-Ubertragungsfunktion der Ubertragungsfunktion
G(s) = s"ist

™ B
G(z) = n(z)
n! (z —1)"
mit Z@/ Immer n-71 Nullstellen
Bn(z) = b} N L Ry

und

k
n o _ Nk=lmmT1 .
b = z;( 1) l<k—l>’ k=1,...n .
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/R Nullstellen von Abtastsystemen (5)

Bn(z) = b2 468272 4 ... 4+ b7

Furn =1,...,,6 ergeben sich folgende Polynome:

Bi(z) = 1 n_ nicht stabile Nullstellen von Bp(z)
By(z) = 241 2 -1
B3(z) = z2—|—4z—|—1 3 —3,732
Ba(z) = 2341122411241 4 -1 =989
. . ) 5 —2,322, — 23,20
Bs(z) = z7+4+262° 46624+ 26z+1 6 1 4542 _ 51 20

Bg(z) = 224 572% 430223 4+302:2 4572+

Die Polynome B, (z) sind sogenannte Euler-Frobenius-Polynome

( ), die auch durch die folgende Rekursionsformel
berechnet werden konnen:
Bi(z) = 1
Bri1(2) = (14 k2)By(z) + 2(1 — z)dBk(z), k=1,2,..
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/R Nullstellen von Abtastsystemen (6)

Euler-Frobenius-Polynome haben folgende Eigenschaften: I

e Die Wurzeln der Polynome By (z) sind reell, einfach und immer negativ.

° Wenine Wurzel von Bp(z) ist, dann isbenfalls eine Wurzel von Bp(z).

e AuBerdem gilt Bp(1) = n!.

Fiir beliebige rationale Ubertragungsfunktionen G(s) existiert kein
einfacher Zusammenhang zwischen den Nulistellen des
kontinuierlichen und des aquivalenten zeitdiskreten Systems.

Unabhangig von der Anzahl der Nullstellen von G(s) hat die
z-Ubertragungsfunktion in der Regel n-7 Nullstellen.

Allgemeingultige Aussagen konnen nur fur die
Grenzfalle T — Ound T — oo angegeben werden.
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/R Nullstellen von Abtastsystemen (7)

Satz: I

Sei G(s) eine rationale Ubertragungsfunktion

(s —=n1)(s—n2) (s —nm)

(s —p1)(s—p2)---(s—pn)

in Pol—Nullstellenform mit m < n und G(z) die zugehorige z—

G(s) =k

Ubertragungsfunktion des Abtastsystems.
/ \ — —
\VWenn die@stzeit T gegewul‘l)geht, strebencm Nullstellen von G(Z

geger@so wie es e™1 dann tut, undkm — m — 1 Mullstellen von G2}

gegen die Nullstellen des Euler—Frobenius—Polyndms By, (22

Diskretisierungs- die eigentlichen
nullstellen Nullstellen
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/R Nullstellen von Abtastsystemen (8)

Aus diesem Zusammenhang und den Eigenschaften eines
Euler-Frobenius-Polynoms folgen diese Aussagen:

* Die Grenzwerte einiger Nullstellen von G(z) sind vom
PoliiberschuB (Differenzgrad) der Ubertragungs-
funktion G(s) des kontinuierlichen Systems
abhangig.

= Die dquivalente z-Ubertragungsfunktion eines
kontinuierlichen Systems mit einem Differenzgrad
wird fur entsprechend kleine Abtastzeiten T
immer Nullstellen auBerhalb des Einheitskreises
haben.

= Dies kann schon bei technisch relevanten
Abtastzeiten auftreten, so daR nichtminimalphasige
aquivalente zeitdiskrete Systeme haufig vorkommen.
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/R Nullstellen von Abtastsystemen (9)

Beispiel: I

Betrachtet wird eine Reihenschaltung von 3 PT,-Systemen mit der
Ubertragungsfunktion 1

bi1z2 4+ boz + b

G(z) =

Nullstelle mit |z| > 7
fur 7 < 1,8399

bp = 1-(1+T+T?/
by = (24T +T?/2)e " +QR+ T —T%/2)e "

by = (L—T+T?%/2)e 2l — 30" 3 Nullstellen bei
7, = -0,2659, 2, = -3,704

jgé fiir T = 0,01
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[/R  Nullstellen von Abtastsystemen (10)

Fur den technisch weniger relevanten Fall von sehr groRen Abtast-
zeiten gilt dieser Zusammenhang:

Satz: ISei G(s) eine rationale Ubertragungsfunktion mit m < n
und G(0) # 0 sowie Re p; < 0. Dann wandern alle

Nullstellen der z—Ubertragungsfunktion gegen Null, wenn
die Abtastzeit 1" unendlich grol3 wird.

Nichtminimalphasige kontinuierliche Systeme konnen durch
Abtastung zu minimalphasigen Abtastsystemen werden.
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[/R  Nullstellen von Abtastsystemen (11)

Beispiel: I
S sy = 60 =)
Die kontinuierliche Ubertragungsfunktion (s + 2)(s + 3)

ist stabil und hat eine Nullstelle in der rechten s-Halbebene bei

Die Nullstelle der z-Ubertragungsfunktion des Abtastsystems
ergibt sich zu

Nullstelle mit |z| = 1
far 7 =1,2485

Nullstelle mit |z| < 1
fur 7> 1,2485
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I/R w-Transformation

Durch die Transformation

_z—l

_z—l—l’

w

genannt, bildet man das Innere des Einheitskreises
der z-Ebene in die linke w-Ebene ab.

Lost man |, — Z— 1 J nachz auf, soerhdltman: | 14w

Z—|—1, z =

Bei einem stabilen zeitdiskreten System werden alle Wurzeiln
z; der charakteristischen Gleichung

C(z) =anz"+a, 12" 14+ ...+ a1z + ag

durch Anwendung dieser Transformation in die linke w-Ebene
abgebildet.

£
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1I/R w-Transformation (2)

Anwendung von
1+ w

1 —w

auf |C(z) = anz" + an_lzn_l +...+a1z+ag = o'

1+ w

z =

)n 14, —|—a1(

)—I—ao = 0

Auf dieses Polynom kann dann wieder das Hurwitz-Kriterium
angewendet werden.
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_IfR— w-Transformation: Zusammenhang z- und w-Ebene

I W:% - 22— > we —4—1 :(4+1)(4+1)
=— — —D(i+
7 +1 N . j+1 (=-DG+D)
Zz=] > w= J._l = (J._ )(J._ ) _ i +2j+1 _ 2] -
1 (g+DG-=D 71 i)
P2+
i1
1 Im Im
0j
| \ e o i Re
_1 /1
7O
| z—Ebene w-Ebene

(3
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/R w-Transformation mit Matlab

w=sym('w")
%
z=(1+w)/(1-w)

f z=2"z2"4 -3"z2"3 +2*2"2 -z + 1
%

f_w=simple(f_z * (1-w)"4);

%

fw=

\ Kein Hurwitzpolynom, da der

j(é Koeffizient a, nicht vorhanden ist !!!!
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