/R Zusammenfassung der 2. Vorlesung

Fourier-Transformation versus Laplace-Transformation

Spektrum kontinuierlicher Signale

Das gibt an, welche Frequenzen in einem Signal
vorkommen und welches Gewicht sie haben.

Spektrum diskreter Signale

Das Spektrum eines zeitdiskreten Signals ist mit der
Periode und mit gewichtet.

Abtasttheorem von Shannon

Ein kontinuierliches, Signal mit der Grenzkreis-
frequenz o ist eindeutig durch seine aquidistanten Abtastwerte
bestimmt, wenn gilt.
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_IfR- Zusammenfassung der 2. Vorlesung

Frequenzfaltung oder Aliasing

Frequenzen mit werden durch den
Abtastvorgang auf Frequenzen gefaltet.

Durch die Abtastung entsteht ein anderes (alias lat.
anders) Signal (Signal mit einer reduzierten Frequenz).

raufig ist ein Einsatz von Tiefpassfiltern
(Anti-Aliasing-Filter) notwendig.

u(k) y(k)

Diskreter Regler DAU _,y()

u(t) —— Analoges AAF ADU

A 4
A 4
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/R Beschreibung von Systemen

Kontinuierliche Systeme I Zeitdiskrete Systeme I
Beschreibung mittels Beschreibung mittels
Differentialgleichungen Differenzengleichungen

m _T TL . T -
Za.,_ ijd—.u(t) y(k) + D aiylk —i) = ) b ulk —5)
i=0 dt J=ﬂ dtj =1 j=ﬂ
Beschreibung durch Uber- _ Beschreibung durch
gangsfunktion /(f) und Ubergangsfolge (k) und
Gewichtsfunktion g(i) Gewichtsfolge g(k)
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/R Beispiel: Sprungantwort

Gegeben ist die DGL eines PT,-Systems I Abtastperiode
T,3(0) + y(t) = u(t) /
Ersetzen der Differentiation durch Differenzenquotienten liefert:

y(k)+a,y(k—1)=byu(k) mit o=-T/ L b =T o

Gesucht die Antwort auf , (y(k) =0 furk <0)

k=0: y(0) =0 u(ky
k=11 y()=-au0)%bud) =b,

k=2: y(2)=—a,y(d)+b,u(2) =b,-ab, =b,(I-a,)
k=3: y(3)=—-a,y(2)+bu(3) =b, ab(l 2

19 © © 0 0 ©

=b0(1_al+a12) oo 1 r &+ 1T 1

1 1 2 3 4 5
K
1—1
5‘23 y()=b,> (-a))
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/R Beispiel: Sprungantwort (2)

Ubergangsfolge I ja,| < 1 fiir T >0 J

k . T, immer erfulit !
h(k)zb@(—al) =TTt
konvergiert fur |a,| < 1. I
Fur erhalt man und und es ergibt sich:
y(k) 4
y(k) =h(k)
1 I (5 “C')"O' """
=1{0; 0,5; 0,75; 0,875;... } o
@
RAEFESERN
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/R Beispiel: Sprungantwort (3)

Ubergangsfolgen fiir verschiedene Abtastperioden T I

y(k) =0,5-y(k—=1)+0,5-u(k-1) fur T=T, =1

Ubergangsfunktion h(t) fiir G(s) = 1/(1+s)

1 .
o T=1s
0.8}
o T=05s
% 0.6}
= o T=025s
0.4}
Fur wird die Ubergangs-
folge (k) zur kontinuierlichen o T=01s
021 Ubergangsfunktion
0

0 1 2 3 4 5 6

j({} (sec)
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/R Beispiel: Impulsantwort

Gegeben ist die DGL eines PT,-Systems I
Abtastperiode

T3(0) + y(t) = u(t) /

Ersetzen der Differentiation durch Differenzenquotjienten liefert:

0

k=1: y(1)=-a,y(0)+ boud]

0
k=2:v(2)=-— D+b —a'b
y(2) a,y(l) 01}%) a; Dy o

kk 12345 Kk
j(%\ y(k)=(-1) alboi
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/R

Beispiel: Impulsantwort (2)

Gewichtsfolge I

la <1 farT>0 J

_— T, immer erfullt !
g(k)=(-1"a;b, al——T1+T
klingt fur |a,| < 1 ab. I
Fur erhalt man und und es ergibt sich:
y(k) 4
k)=g(k __ 1
y(k) = g(k) -
0,5¢
=1{0,5; 0,25; 0,125; 0,0625; }/
O
Anfangswert ist nicht nur von T, , - © 9 g )
sondern auch von der Abtastperiode = 1' é 3 4'1 g k

T abhéngig !!!
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/R

Beispiel: Impulsantwort (3)

Gewichtsfolgen fur verschiedene Abtastperioden T I

g(t), g(k)

£

Gewichtsfunktion g(t) fur G(s)=1/(1+s)

0.8f

Fur T — 0 verschwindet die
Gewichtsfolge g(k).

&

0

(sec)

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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_IfR— Zusammenhang Gewichts- und Ubergangsfolge

Zeitdiskrete Systeme I

2(6) = h(t (k) = h(k +1)~h(k)
h(t) = [ g(t)de h(k)= g(i~1)

Beispiel: I

h(k)=1{0; 0,5; 0,75; 0,875;... }

g(0) = h(1)=h(0) =0,5-0 ~0,5
g(l) = h(2)-h(1) =0,75-0,5 =0,25
j(} a(2) = h(3)~h(2) =0,875-0,75 =0,125
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/R Beschreibung von Systemen

Zeitdiskrete Systeme I
Beschreibung mittels Beschreibung mittels
Differentialgleichungen Differenzengleichungen

T i m J n n
Y a d TOEDY bjd—.u(t) y(k) + D aiylk —i) = Y b u(k — 5)
i=0 de* =0 d¢? i=1 4=0
Beschreibung durch Uber- Beschreibung durch
gangsfunktion /(i) und Ubergangsfolge h(k) und
Gewichtsfunktion g(i) Gewichtsfolge g(k)

Beschreibung durch
Ubertragungsfunktion G(s) ?
und Frequenzgang G(jw).
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/R z-Transformation: Motivation

Bei der Anwendung der Laplace-Transformation auf zzitdiskreie
Signale treten immer transzendente Funktionen auf !!!

Anwendung des

F * (S) — i f(kT @ Verschiebungssatzes_der

; Laplace-Transformation
=—00

Eine vollsténdige Beschreibung mit rationalen
Ubertragungsfunktionen ist nicht moglich !!!!

G
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/R z-Transformation: Definition

Zur Vermeidung der transzendenten Funktionen wird die z-
Transformation eingefuhrt:

Definition 3.1  z—Transformation
Die z—Transformation eines diskreten Signals f(k} mit k¥ = 0,1,2,... ist als unendliche
Potenzreihe in der komplexen Variablen z=! erklirt. Die Koeffizienten dieser Reihe sind

die Werte der Signalfolge:
Flz) = Z{f(kT)} = Z{f(k)} (3.3)

> fk)2F (3.4)
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_IfR— z-Transformation: Beispiel Sprungfolge

£ (k) =1(k)
={1111--}

Anwendung der z—Transformation liefert: I

F(z) = Z.O:f(k)-z_k |

Diese Reihe konvergiert fur zu dem Grenzwert

Bronstein, 1996, S. 390

1 Z

F(z) =
2 -1
j({} 1-z7' z-1
= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung




/R z-Transformation: Eigenschaften

Die z-Transformation ist nur fur Zahlenfolgen definiert.

Durch die z-Transformation wird die linke komplexe s-
Halbebene ins Innere des Einheitskreises abgebildet.

T +1m)T T
Z — es — e(G J(D) :/eG * e@\ Argument der komplexen Zahl z

. Betrag der komplexen Zahl z
Jw ] Imn

s—Ebene

(} Bild 3.1: Abbildung der s-Ebene auf die z-Ebene
, -
j—’\/
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_[fR- z-Transformation: Zusammenhang s- und z-Ebene

Die Abbildung der s-Ebene auf die z-Ebene ist nicht
eineindeutig.

T
z=¢

s-Ebene " z-Ebene

s=0 o> z=e"T=1

\ . T =T
s=]j— —> z=¢!
.:, [ T
'Q////,} - T Re =e"=-1
J

N N

Jeder einzelne Streifen wird eindeutig in dasselbe Gebiet, d.h. auf
die gesamte z-Ebene abgebildet.
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z-Transformation: Eigenschaften (2)

s—HKbene

z—Ebene

linke komplexe Ebene

Inneres des Einheitskreises

imagindre Achse

Peripherie des Einheitskreises

rechte komplexe Ebene

AuBleres des Einheitskreises

Ursprung (s = 0)

z=1

Tabelle 3.1: Zusammenhinge zwischen s— und z—Ebene

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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/R

z-Transformation: Eigenschaften (3)

Linearitét afi(k) + bfa(k) al(z) + bF2{2)
Rechtsverschiebung f(k — 1) 2 F(z)
Linksverschiebung flk+1) ZFF(2) — 2 é 277 f(5)
Differenzensatz Af(E) = f(k) — f(k —1) z - Lpe)
Summensatz fr(k) = éﬂ f(v) - a F(2)
Faltungssatz i filk — i) fald) Fy(2)Fy(2)

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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/R

z-Transformation: Eigenschaften (4)

Déampfungssatz e™* T f(k) F{eT2)
Ahnlichkeitssatz a® f(k) F( E)
Anfangswertsatz f(0) = lim F(z) , wenn der Grenzwert existiert
Endwertsatz f(oo) = 1111}(3 — 1)F(z), wenn der Grenzwert existiert

Tabelle 3.2: Deﬁnit/iw/mnd Eigenschaften der 2—Transformation

fk)=1(k) = F(z)=——

z—1

f(o0) = lim(z~1)-F(2) —hm(;/l)
- Z
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/R Ubertragungsfunktion: Beispiel

Gegeben ist die Differenzengleichung I

y(k)+a,y(k—1) =bju(k)

Anwendung des Rechtsverschiebungssatzes I

f(k—i) o—e 27F()

liefert: I

Y(z)+a,z 'Y(z)=b,U(z2)

(1+a,z")Y(z) =b,U(z)
Y(z) b,  byz

= G(z) =

U(z) - 1+a,z” - z+a,

j(,i
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/R

Aontinulerlicn

Ubertragungsfunktion diskreter Systeme

Zeitdiskrete Systeme I

Beschreibung mittels Beschreibung mittels
Differentialgleichungen Differenzengleichungen

m k]
a.,_ b; —ult

mm+§:mmk—ﬂ=§:%ﬂk—ﬁ

Differentiationssatz der Rechtsverschiebungssatz
Laplace-Transformation der z-Transformation

f('”'}(i;) o—e s"-F(s)
liefert: I
_ Y(s)
G(s8) = 0 s)
Cbotbis 4 by 5™ 4 by s™
j(»} g+ @S+ + Gr15" L + aps®

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek

flk—i) o—e 27°F(2)
liefert: I
_ Y{?)
“) = 7
(bp + bzt + bz 24+ ..+ b2 ™)

(1 +a1z271 +az7 2+ ...+ an2™™)
Digitale Regelung



/R Ubertragungsfunktion (2)

Zeitdiskrete Systeme I
Gewichtsfunktion und Gewichtsfolge und
Ubertragungsfunktion z-Ubertragungsfunktion

G(s) = £{g(t)} G(z) = Z{g(k)}

Linearitat
\

Parallelschaltuez I ;Earallelschaltung I
G(s) =G, (8) +G,(s) G(z) =G,(2)+G,(2)

Faltungssatz

Reihenschaltung :I 1: Reihenschaltung I

G(s) =G, (s)-G,(s) G(z)=G,(2)-G,(2)

(2
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1/R Ubertragungsfunktion (3)

Kontinuierliche Systeme I Zeitdiskrete Systeme I
Verstarkung eines Systems mit Ausgleich I

K= limy(0) e u( =10 K=limy(k) fir u(k) =1(k)

Anwendung des Endwertsatzes I

1
- lslll(}s Y(s) fur U(s) . = hnll(z 1)-Y(z) fir U(z) = —1
K = hng s-G(s)U(s) = hm(z —1)-G(z)U(2)
K = hnE)lG(s) = G(0) K= hn}z G(z)=G(D)
K_ﬁ K_b +b, +b, +---+b,
j“} %o l+a,+a,+---+a
Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek [Slgltale Regelung



1I/R Ubertragungsfunktion (4)

Pole und Nullstellen I
Zur Definition der Pole und Nullstellen wird Zahler und Nenner von I

Y(z)  (bo+bzt+boz 2+ ... +bz7 ")
U(z) (1+az71+az72+ ... +apz™)

mit z" multipliziert: I Polynomform der z-Ubertragungsfunktion
P

bgz'"’ -+ blzn_l -+ bzzn_2 + . T bn Z(Z)

G(z)

e _ =
(2) 2 gzt gzt 24 . +a, N(z)
Die Pole der z-Uber- Die Nullstellen der z-Uber-
tragungsfunkion sind die tragungsfunkion sind die
Losungen der Gleichung Losungen der Gleichung

. N(z)=0 Z(z)=0
£
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_IfR- Riicktransformation in den Zeitbereich

Fur die Rucktransformation I

Fz)y —  [f(k)

stehen 3 Methoden zur Verfugung: I

1. Polynomdivision

Einfache Berechnung der
ersten Elemente von f(k)

2. Residuenmethode

Analytischer Ausdruck fur
ein Glied der Folge f(k)

Wurde bereits in SRT
ausfuhrlich behandelt

j(»j
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_Ifﬁ Rucktransformation in den Zeitbereich (2)

Polynomdivision I
Beispiel: I

F(z) = 1.08z — 0.422 B —0.4z2 + 1.08z
- (2+0.5)(z—03)2 22 —0.122 — 0.21z + 0.045
(—0.42° 4+ 1.082) : (2° — 0.12° — 0.21z + 0.045) = — 0.4z
—(—0.42* + 0.042 + 0.084 — 0.0182"")
1.04z — 0.084 + 0.018z! + 1.04z~2
—(1.04z — 0.104 — 0.2184z~ + 0.046822)
0.02 + 0.2364z~1 — 0.0468z 2 + 0.02z°

£ e o PN ==Y

f(k)=1{0, —0.4, 1.0

4. 0.020, 0.2384, ...
1 (0.2384z 72

j(} F(z)=0-2° —04z" +1.04z2 +0.0202 +0.23847*

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



_/fR— Berechnung der AusgangsgroRe

Kontinuierliche Systeme Zeitdiskrete Systeme I

Y(s)=G(s)-U(s) Y(z)=G(z)-U(z)
Laplace-Transformierte Rechtsverschiebungssatz
Eingangsgrofe einsetzen: der z-Transformation

z.B. U(s) = i){l(t)}:l flk—i) o—e 27'F(2)

S
1 : n n
Y(s)=G(s) -~ liefert: I y(k) + > aiy(k —i) =Y b; u(k — )
S i=1 =0
Losung durch inverse Losung durch Einsetzen
Laplace-Transformation der Eingangsfolge
j‘} y(t) = £{Y(s)} zB. u(k) =1(k)

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



_IfR— Berechnung der Ausgangsgrofe (2)

Gegeben: I G(Z)zY(Z): 0,632

U(z) z-0,368

zY(z)-0,368-Y(z) = 0,632 U(2)

Y(z)-0,368-2'Y(2) =0,632-z"'U(z)

Rechtsverschiebungssatz I

y(k)—0,368-y(k—1) = 0,632 -u(k — 1)

fiir z.B.: I u(k) = 1(k)

y(k)=0,368-y(k —1)+0,632-1(k — 1)

j(,i
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