\SP\ Zusammenfassung der 3. Vorlesung

» Beispiel: Ubergangs- und Gewichtsfolge mit Hilfe der
Differenzengleichung.

Vergleich mit den kontinuierlichen Funktionen.

» Zusammenhang Gewichts- und Ubergangsfolge:

g(k) =h(k =1)=h(k), h(k)=Zg(J'—1)

> z-Transformation

= Motivation: Anwendung der Laplace-Transformation
liefert immer eine transzendente Funktion.

Losung: Einfuhrung der z-Transformation

j‘}\ F(2) = Z fK)Z™  mit z:esTl
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\SP\ Zusammenfassung der 3. Vorlesung

z-Transformation

» Abbildung der s-Ebene in die z-Ebene (z = esT).

» Beispiel: z-Transformierte der Sprungfolge

(F(2)=z/(z-1)).
» Elgenschaften der z-Transformation
* Rechtsverschiebungssatz

» Faltungssatz

= Grenzwertsatze

(7
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\SP\ Zusammenfassung der 3. Vorlesung

z-Transformation

» Ubertragungsfunktion diskreter Systeme: G(z)=Y(z)/U(z).

> Beispiel: z-Ubertragungsfunktion eines PT,-Systems.

» Pole und Nullstellen der z-Ubertragungsfunktion.

o) - bt 2"t bz 2 L by 49,
bzl fagn 2 4L +oa,

Die Pole der z-Uber- Die Nullstellen der z-Uber-
tragungsfunkion sind die tragungsfunkion sind die

Losungen der Gleichung Losungen der Gleichung

\ N(z)=0 Z(z)=0
2

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\SP\ Zusammenfassung der 3. Vorlesung

» Zusammenhang Gewichtsfolge und z-Ubertragungsfkt.: I

G(z) = Z{g(k)}

» Ermittlung der Systemverstarkung von kontinuierlichen
und zeitdiskreten Systemen mittels der Ubertragungsfkt.

Kontinuierliche Systeme I Zeitdiskrete Systeme I

K= IirrgG(s) =G(0) K = Iirrllz-G(z) =G(1)
K:& K:bo+b1+b2+---+bn
a, 1+a,+a,+---+a,

j(,i
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Zusammenfassung der 3. Vorlesung

.| Halteglied

“| O-ter Ordnung

Abtastsystem

kontinuierliches
System

» z-Ubertragungsfunktionen von Abtastsystemen:

A/D- und D/A-Umsetzer werden mit der
Regelstrecke zusammengefaldt (Abtastsystem).

G(z) = %‘1 Z{h(kT_j}I

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek

Ubergangsfolge des
kontinuierlichen
Systems
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\SP\ Beispiel: aquivalente z-Ubertragungsfunktion

Gegeben ist die DGL der kontinuierlichen Regelstrecke I
T.y(t) +y(t) = u(t)

Anwendung des Differentiationssatzes der Laplace-Transformation:

TsY(s)+Y(s)=U(s)

YE)(Ts+)=UE) = G()

_YE) |1
S UG)  [1+Ts

Gesucht ist das aquivalente zeitdiskrete System G(z) ?

=
z 0 G Z
J: = O ™A i/ (2)

u(k) e(k)

Rechner et

j(,j
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\SR Beispiel: aquivalente z-Ubertragungsfunktion (2)

Fur Halteglied O-ter Ordnung und ideale Abtastung erhalt man:

7-1 Ubergangsfolge der
G(z)=—"Z{ 1 Regelstrecke
Z

Gesucht ist zunéchst die kontinuierliche Sprungantwort ?

Y(8)=6(s)-Uls) = 1+1Ts %: s(1+1Ts)

Sprungantwort im Zeitbereich
mit Hilfe der Korrespondenz 6 6 (1— 7)1
in SRT-Tabelle A.2:

s(1 + sT)

= h®)=y() =1e o = h(KT)= h(t)|_a= e}

j<,
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\SR Beispiel: aquivalente z-Ubertragungsfunktion (3)

Z{h(KT)}= Z{l-e "}= ZAKT)I- Z{e )
Korrespondenz 2 — —
Tabelle 3.3 \ /Z /Z

Korrespondenz 5 _akTq . Z
Tabelle 3.3 Z{e 3= -

j<»i
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\SP\ Beispiel: dquivalente z-Ubertragungsfunktion (4)

_T
Y(z) z'-e RPS
U(Z) 1_6_%_12_1

G(2)
o

Y(z) - e%z—lv(z) = 71— e%)U(z)

Differenzengleichung durch Anwendung I . —
des Rechtsverschiebungssatzes: flk—i) o—e 27'F(z)

y(k)—ey(k—1) = 1—e  SYu(k—1)

Fur T=T, =1 ergibt sich:

y(k)—0,368-y(k—1) = 0,632-u(k —1) I
%

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung




\SR Beispiel: aquivalente z-Ubertragungsfunktion (5)

y(k) = 0,368-y(k—1) + 0,632-u(k —1) I
Gesucht die Antwort auf u(k) = 1(k), (y(k) = 0 fur k < 0) I

Ubergangsfunktion h(t) fur G(s) = 1/(1+s)

1 -
k=0: 0 0
y(0) =0,368- y(1) + 0,632 ug<d) [=0
k=1:
0

y(1) =0,368- y(0¥+ 0,632 u(0) [= 0,632
k=2:
y(2) =0,368-y(1) +0,632- u(l)

~0,368-0,632+0,632 [=0,865

k=3:
y(3) =0,368-y(2) +0,632-u(2)

=0,368-0,865+0,632 |=0,950

0.8f
o)

Ubergangsfolge stimmt mit den
Werten der kontinuierlichen
Ubergangsfunktion an den
Abtastpunkten tberein !!!

0.6F

h(t), h(k)

0.4F

o T=1s O T=05s

0.2F
© T=01s O T=0,25s

j({} (sec)
~= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Beispiel: aquivalente z-Ubertragungsfunktion (6)

y(k) = 0,368-y(k ~1) + 0,632-u(k 1) |

Gesucht die Antwort auf u(k) = ke1(k), (y(k) = 0 ftr k < 0)

k=0: 0 0 ~fn 1 ' -
y(0) =0,368'M+0,632'M) =0 Ausgangsfolge stimmt mit den
_ Werten der kontinuierlichen
k=1: 0 0 Rampenantwort an den
y(1):0,368-yMr0,632)K63 =0 Abtastpunkten nic¢ htiberein !!!
k=2: 0 B
y(2) = 0,368 +0,632-u(l) [=0,632 ]
g2
k=3: «
y(3) = 0,368 y(2) +0,632-u(2)
=0,368-0,632+0,632.2  |=1497

Time (sec)

j(,j
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\SR Beispiel: &quivalente z-Ubertragungsfunktion (7)
Sprungantwort I
I I I I , " t- === 'i

I
T o y(©) = h( i

| o | y(k) = h(k)
u(k)—l(k) ——| Halteglied kontg]yl;.teerrl:]ches —>o/ o—|—>I

I

| I

| Abtastsystem :

L —_ Y Y
Rampenantwort I

3T

u(k)
u(t)
I | I O 3TI T y(t) = Th(t-T)+Th(t-2T)+
IT2T3T t: |I'2:T3:T :t / I
: kontinuierlich /
u(k)=kT-1(k) | Halteglied on g‘ylgteernllc ©s o ;:7—>
| 1
I
I

}} Abtastsystem y(k) = T-h(k-1) + T-h(k-2) + ...
,
A3 L —

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung
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\SR Matlab-Beispiel: z-Ubertragungsfunktion

%
% z-Uebertragungsfunktion der kontinuierlichen Ubertragungsfunktion
% 1

% G(s) = ----—---

% s+1

s = tf('s’)

%

G s =1/(s+1)

% Step Response
T =1 % Abtastintervall 1 o—0—9
%

G z=c2d(G_s,T) % Conversion of cont o8l

%

figure(1) ® 06

% E

step(G_s) % kontinuierliche Sprung: g

hold on < 047

[y,t] = step(G_z,10) % diskrete Sprunga 0.2}

stem(t,y)

St

2 4 6 8

j<§ Time (seconds)
7
~= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Matlab-Beispiel: z-Ubertragungsfunktion (2)

t=0:0.1; 10; o Linear Simulation Results
u=t; ' ' |
ut) =te1(t) | T !

% kontinuierliche Rampenantwort ol o |
Isim(G_s,u,t) S y(t) ps

T % o
%
hold on < 4 y(k)
t=0:1:10: 5 — Y@

— t. 2t 0 Yoo
u=t; - © O Yeon
% diskrete Rampenantwort 0 ° 2 / 4 5 8 10
[yl,t] — Isim(G_z,u,t) Time (seconds)

: y(k) fur Halteglied
stem(t,y1,'r','LineStyle','none") 1. Ordnung

% diskrete Rampenantwort mit Halteglied 1. Ordnung

[y2,t] = Isim(c2d(G_s,T,'foh"),u,t)
stem(t,y2,'g','LineStyle','none")
j{(iggnd('y(t)','y_{ZOH}','y_{FOH}'

T Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



SR Stabilitat zeitdiskreter Systeme

Betrachtet werden lineare, zeitdiskrete Systeme: I

u(k)

_ g(k) y(ﬂ‘f)_ﬁ

Definition 4.1

- Ein autonomes zeitdiskretes System ist asymptotisch stabil, wenn es nach Auslen-
kung aus der Ruhelage selbsttiitig dorthin zuriickkehrt.

- Ein zeitdiskretes dynamisches System ist Ein—/Ausgangs—stabil (BIBO-stabil}, wenn
fiir beschréinkte Eingangssignale u{k) fiir alle £; das Ausgangssignal #{k) beschrankt
ist:

(k)| < N < oo = |y(k)| < M<oo, Vk=0,1,2,... (4.1)

j(»i
‘; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Stabilitat zeitdiskreter Systeme (2)

Auch bei zeitdiskreten Ubertragungssystemen muf nicht zwischen
asymptotischer und BIBO-Stabilitat unterscheiden werden !

Aus Berechnung der Ausgangsfolge mit Hilfe der Faltungssumme I

[ &)

y(®)| < D lglk—w)l[u(v)] < o

folgt: I -

Satz 4.1

Ein lineares zeitinvariantes zeitdiskretes System mit der Gewichtsfolge g(%) ist dann und
nur dann stabil, wenn

i_'jg(kn <o |lim[g(K) |- oI (4.3)

gilt.

j<»i
’; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\SR Stabilitét zeitdiskreter Systeme (3)

Stabilitéisbedingung ir z-Bereich

Satz 4.2
Ein lineares zeitinvariantes zeitdiskretes System mit der Ubertragungsfunktion G(z) ist

dann und nur dann stabil, wenn alle Pole von G(z) innerhalb des Einheitskreises der
z—Ebene liegen, d.h. wenn gilt jIm

4] le\fm i=12..,n %//‘ (4.4)

Folgt unmittelbar aus der Abbildung z = es? % " Re
Ein stabiles, kontinuierliches System kann /
durch Abtastung nichtinstabil werden. //

Bild 4.2: Stabilitatsgebiet in der z—Ebene

Eine aufklingende Schwingung eines kontinuierlichen
Systems kann allerdings so abgetastet werden, dal3 die
Schwingung in der Abtastfolge nicht sichtbar ist !!!

j<»i
‘; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung




\SP\ Stabilitat zeitdiskreter Systeme (4)

Pole kontinuierlicher und zeitdiskreter Systerme I

AUS |e’T |=|cosoT + jsinoT |
7 — eST mit S=0+ j(D =\/cos(ooT)2 +sin(oT)?
=1

| 7 |:| e(cs+jco)T | :| eGT | . | ejo)T | :eGT

und

arg z :(p:mTI

- » FUr eine konstantes Abtastintervall T hangt der Betrag
von z nur vom Realteil ¢ ab.

}} » Das Argument von z wird nur von o bestimmt.

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Stabilitat zeitdiskreter Systeme (5)

Linien mit ¢ = const (absolute Kreise mit dem Radius e°T I
Stabilitatsreserve)

s—Kbene

z—Fbene

d,
1%

e EE T B P
--------k------1--

j(,j
’; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\SR Stabilitat zeitdiskreter Systeme (6)

Linien mit o = const I Geraden mit Winkel T I

— Linlen mit w = const

j(,i
’J\; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek

njw
. T
Ws = 17—
JWa .?T
Jws
Jwa
| o
Jw

tIm
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SR Nullstellen von Abtastsystemen

Betrachtet werden lineare Abtastsysteme I

System

I
I
— | q : kontinuierliches
u(k)=1(k) —> Halteglied 0
I
I
I

I
I
Abtastsystem :

Gibt es auch einen eindeutigen Zusammenhang zwischen
den Nullstellen von G(s) und den Nullstellen von G(z) ?

j(,j
‘J\; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung




\SR Nullstellen von Abtastsystemen (2)

Beispiel:

d

Das kontinuierliche System bestehe aus einer Reihenschaltung von
zwei Integratoren mit der Ubertragungsfunktion

G(s) = siQ I

Eine Berechnung der aquivalenten z-Ubertragungsfunktion ist
mit Hilfe der folgenden Gleichung maoglich:

L o th(k)y

z

G(z) =

1

Zunachst ist die Berechnung h(t) = £7HG(s) - U(s)} fiir U(s) = -
von h(t) erforderlich:

— ﬁ—l{G(S)}

S

_ 11
jﬁé =L {3_3} :
~= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Nullstellen von Abtastsystemen (3)

Mit Hilfe der Korrespondenz 2 der Tabelle A2 im Skript SRT erhaélt
man:

1 1
h(t) = £7H{=) ==t?
© {5 =3
Anwendung der z-Transformation auf die abgetastete Uber-

gangsfunktion h(t) liefert dann mittels der Korrespondenz 4 in

Tabelle 3.3: >
15 T<z-(z+1)
Z _t — e L]

Damit ergibt sich die gesuchte aquivalente z-Ubertragungs-
funktion des Doppelintegriers zu:

z — 24 (2
Gy = 2= 1. T4+ 1)

/ 2(z —1)3
T2 2+
j — 5 .(z— 11)2'\ Nullstelle bei z = -1
5

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Nullstellen von Abtastsystemen (4)

Allgemein gilt sogar der folgende Zusammenhang (Astrom u.a. 1984): I

Die aquivalente z-Ubertragungsfunktion der Ubertragungsfunktion
G(s) =s™Mist

™" B
G(z) = n(z)
n! (z—1)"
mit Z@/ Immer n-I Nullstellen
Bn(z) = b} + BBV 4

und

k
n g —]_ k—ln n_l_l :1 .
bk l;( ) ! (k—l) ) k g eeey T

j(,j
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\SR Nullstellen von Abtastsystemen (5)

Bn(z) = b2 1 4082772 4+ ...+ b7

Firn=1,...,6 ergeben sich folgende Polynome:

Pilz) =1 n Aicht stabile Nullstellen von Bp(z)
Bo(z) = z+1 5 _1
B3(z) = 2°+4z+1 3 —-3,732
Ba(z) = 22+11224112+1 4 —-1; —9,899
4 3 5 5 —2,322, —23,20
Bs(z) = 2% +262° 46622426241 6 1 asar 5195

Bg(z) = 224 572% 430223 4302224+ 572+

Die Polynome B,(z) sind sogenannte Euler-Frobenius-Polynome
(Weller u.a. 1997), die auch durch die folgende Rekursionsformel
berechnet werden kénnen:
Bi(z) = 1

Br+1(z) = (14 kz)Bg(z) + 2(1 — 2)

dBy(2)
dz '

k=12, ..

j<»i
‘; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Nullstellen von Abtastsystemen (6)

Euler-Frobenius-Polynome haben folgende Eigenschaften: I

e Die Wurzeln der Polynome Bp(z) sind reell, einfach und immer negativ.

o Wenine Wurzel von Bp(z) ist, dann isbenfalls eine Wurzel von Bp(z).

e AuBerdem gilt Bn(1) = nl.

Fur beliebige rationale Ubertragungsfunktionen G(s) existiert kein
einfacher Zusammenhang zwischen den Nullstellen des
kontinuierlichen und des &aquivalenten zeitdiskreten Systems.

Unabhangig von der Anzahl der Nullstellen von G(s) hat die
z-Ubertragungsfunktion in der Regel n-1 Nullstellen.

Allgemeingultige Aussagen konnen nur fur die
Grenzfalle T - 0und T — oo angegeben werden.

j<»i
‘; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung




\SR Nullstellen von Abtastsystemen (7)

Satz: I

Sei G(s) eine rationale Ubertragungsfunktion

(s —mn1)(s—no) - (s —nm)
(s —p1)(s —p2) - (s —pn)

in Pol—Nullstellenform mit m < n und G(z) die zugehodrige z—

G(s) =k

Ubertragungsfunktion des Abtastsystems.

. / . \ — ——
Wenn dle’A@stzelt T gegewul‘bgeht, strebencdm Nullstellen von G
geger@so wie es e”z‘TLdann tut, undn — m — 1 Nullstellen von G(z)P

gegen die Nullstellen des uIer—Fro'us—Ponn

Diskretisierungs- die eigentlichen
nullstellen Nullstellen

j<»i
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\SR Nullstellen von Abtastsystemen (8)

Aus diesem Zusammenhang und den Eigenschaften eines
Euler-Frobenius-Polynoms folgen diese Aussagen:

= Die Grenzwerte einiger Nullstellen von G(z) sind vom
PoliiberschuB (Differenzgrad) der Ubertragungs-
funktion G(s) des kontinuierlichen Systems
abhangig.

= Die aquivalente z-Ubertragungsfunktion eines
kontinuierlichen Systems mit einem Differenzgrad
n-m > 2 wird fur entsprechend kleine Abtastzeiten T
Immer Nullstellen aul3erhalb des Einheitskreises
haben.

* Dies kann schon bei technisch relevanten
Abtastzeiten auftreten, so dal3 nichtminimalphasige
}} aquivalente zeitdiskrete Systeme haufig vorkommen.

Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Nullstellen von Abtastsystemen (9)

Beispiel:

d

Betrachtet wird eine Reihenschaltung von 3 PT,-Systemen mit der
Ubertragungsfunktion T

Nullstelle mit |z| > ¥

fur T< 1,8399
mit _T
by = (24T +T?/2)e”" +R+T - T%/2)e™*!
b3 = (1-T+T?/2)e " —e31 7 Nullstellen bei

z, =-0,2659 , z, = -3,704
j@} fur T=0,01
~= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung




\& 2 Nullstellen von Abtastsystemen (10)

Fur den technisch weniger relevanten Fall von sehr grof3en Abtast-
zeiten gilt dieser Zusammenhang:

Satz: ISei G(s) eine rationale Ubertragungsfunktion mit m < n
und G(0) #= 0O sowie Re p; < 0. Dann wandern alle

Nullstellen der z—Ubertragungsfunktion gegen Null, wenn
die Abtastzeit 7' unendlich groBB wird.

Nichtminimalphasige kontinuierliche Systeme kénnen durch
Abtastung zu minimalphasigen Abtastsystemen werden.

j<»i
’; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\GF2  Nullstellen von Abtastsystemen (11)

Beispiel: I
) 6(1 —s)
Die kontinuierliche Ubertragungsfunktion |[G(s) = (s + 2)(s + 3)

Ist stabil und hat eine Nullstelle in der rechten s-Halbebene bei s=1.

Die Nullstelle der z-Ubertragungsfunktion des Abtastsystems
ergibt sich zu

Nullstelle mit |z| = ¥
fur T=13,2485

Nullstelle mit |z| < ¥
fur T> 1,2485

j<»i
‘; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung
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