\SR Zusammenfassung der 5. Vorlesung

» Zeltdiskretes Zustandsraummodell

= Zustandsdifferenzengleichung,
algebraische Ausgangsgleichung.

= Blockschaltbild.
= Zustandsraummodell aus Ubertragungsverhalten.
= LoOsung der Zustandsgleichung.

- Transitionsmatrix.

- Bewegungsgleichung.

= Zusammenhang zwischen Gewichtsfolge und
Zustandsraummodell.
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\SR Zusammenfassung der 5. Vorlesung

> Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell

A, =e "~ |by = ‘T“EA\'bd T’
0

Cg =C dd = d Abtastzeit
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\SR Steuerbarkeit zeitdiskreter Systeme

Erreichbarkeit

Ein zeitdiskretes System (A,b) heiBt vollstandig erreichbar,
wenn es vom Ursprung xg = 0 durch eine endliche Eingangs-
folge u(0), ... in einen beliebig vorgebenen Endzustand

x(N) = xe Uberfuhrt werden kann.

Steuerbarkeit

Ein zeitdiskretes System (A, b) hei3t vollstandig zustandssteu-
erbar, wenn es von jedem beliebigen Anfangszustand xg durch

eine endliche Eingangsfolge u(O),...@in den Nullzustand
x(N) = 0 Uberfuhrt werden kann.
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\SR Steuerbarkeit zeitdiskreter Systeme (2)

Steuer- und Erreichbarkeit kontinuierlicher Systeme

Wenn ein kontinuierliches System vollstandig ist,

dann existiert fur jeden Anfangswert xg eine geeignete Ein-
gangsgroBe u(t),0 <t < te, SO daB

0 = @@Q—I— /Oteq)(te — 7)bu(7r)dr
gilt.

strebt flr stabile Systeme nur
asymptotisch gegen Null.

Fir ein vollstandig@rreichbares System existiert fiir jedes be-
liebiges x(t.) eine EingangsgroBe u(t),0 <t < t., die die Glei-
chung

x(te) = /Ote ®(te — 7)bu(r)dr
erfullt.
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\SR Steuerbarkeit zeitdiskreter Systeme (3)

Steuer- und Erreichbarkeit kontinuierlicher Systeme

Ist ein kontinuierliches System vollstandig steuerbar ist, dann
muB offensichtlich gelten:

te
—P(te)xg = /(') b (te — 7)bu(7r)dr
fur beliebige xg.

-

Steuerbarkeit impliziert Erreichbarkeit,
da ®(t,) immer invertierbar ist.
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\SR Steuerbarkelt zeitdiskreter Systeme (4)

Erreichbarkeitskriterium von Kalman

Ein zeitdiskretes System (A, b) ist genau dann vollstandig er-
reichbar, wenn fur die Steuerbarkeitsmatrix Qg gilt:

Rang Qg = Rang [b,Ab,... A" 1b] =n.

Bewels:
x(k +1) = Ax (k) + bu(k) x(k) = A“*bu(0) + A“*bu(1) +...+bu(k —1)
N ~ u(0)
k=0:  x() = bu(0) x(k) = [AF-1b AF2p ... b . u(:l)
k=1: x(2) = Ax(1)+bu(1) w(k—1) |
— Abu(0) +bu(l) -
k=2: x(3) = Ax(2) +bu(2) Kann nur nach u aufgeldst werden,
j((,} = A%bu(0)+ Abu(l) +bu(2) | Wenn Qs invertierbar ist.
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\SR Steuerbarkeit zeitdiskreter Systeme (5)

Erreichbarkeitskriterium von Kalman

Dieses Kriterium ist zwar hinreichend fur die Steuerbarkeit
eines zeitdiskreten Systems aber nicht notwendig!

Beispiel: A — [8 (1)] b = 0 = \Rang QSZO

01
EEC

z1(k+1) = ao(k)  K=00  21(1) = 22(0)

k+1) = 0 2(1) = 0
k=1 ey / fur beliebige
=L Anfangswerte
r1(2) = a@o(l) = O °
j(,} r2(2) = 0O = x(k+1) = 0 fir k>1
= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\SR Steuerbarkeit zeitdiskreter Systeme (6)

Ein nicht erreichbares aber steuerbares zeitdiskretes System kann
Immer in 2 Teilsysteme aufgeteilt werden:

« Einen erreichbaren Teil, dessen Zustandsvektor mit Hilfe
von u(t) in den Ursprung dberfahrt werden kann.

« Einen nicht erreichbaren Teil mit Eigenwerten bei Null,
dessen Zustand von alleine in wenigen Schritten in den

Ursprung geht. nicht erreichbar

Beispiel: AZFE)D?] blel)] —> Rang Q¢ = Rang [(1) 2]

= 1
X(o>=[<}j u(k) = 7
x1(1) = O
- 1
x1§k+ 1; = 0 ot z2(1) = z2(0) + u(0) = u(0) = —z2(0)
zolk+ 1) = ao(k) + ulk
’ : w(k) = {-100.. u(0) =(=1)
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\SR Steuerbarkelt zeitdiskreter Systeme (7)

Steuerbarkeitskriterium

Ein zeitdiskretes System (A,b) ist genau dann vollstandig
steuerbar, wenn das Hautus-Kriterium

Rang [M\dI—A b]=n

fur alle von Null verschiedenen Eigenwerte \; erfullt ist.
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\SR Beobachtbarkeit zeitdiskreter Systeme

Bei zeitdiskreten Systemen mufld man auch zwischen
Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit unterscheiden:

Beobachtbarkeit

Ein zeitdiskretes System (A, c) heiBt vollstandig beobachtbar,
wenn der Anfangszustand xg aus dem bekannten Verlauf der
endlichen Eingangsfolge u(0),...,u(/N) und der endlichen Aus-
gangsfolge y(0),...,y(N) berechnet werden kann.

Rekonstruierbarkeit

Ein zeitdiskretes System (A,c) heiBt vollstandig rekonstruier-
bar, wenn aus dem bekannten Verlauf der endlichen Eingangs-
folge «(0), ..., u(N) und der endlichen Ausgangsfolge y(0), ..., y(IN)
der Zustand x(N) berechnet werden kann.
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\S r Beobachtbarkeit zeitdiskreter Systeme (2)

Beobachtbarkeitskriterium von Kalman

Ein zeitdiskretes System (A,c) ist genau dann vollstandig be-
obachtbar, wenn fur die Beobachtbarkeitsmatrix Qg gilt:

Rang Qz = Rang [c, Alc, ..., (AT 1c] =n.

Dieses Kriterium ist zwar hinreichend fur die Rekonstruier-
barkeit eines zeitdiskreten Systems aber nicht notwendig!

Beispiel: A = @?\dilil x(N) = 7 wk) = {111 ..

I = 01 _ nicht beobachtbar

w) z1(k+H—utk) | nicht beobachtbar aber nur

j(} okt 1) = ) von u(k) abhéngig !!
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\S r Beobachtbarkeit zeitdiskreter Systeme (3)

Rekonstruierbarkeitskriterium

Ein zeitdiskretes System (A, c) ist genau dann vollstandig re-
konstruierbar, wenn das Hautus-Kriterium

NI — A

—nNn
cl

Rang [

fur alle von Null verschiedenen Eigenwerte \; erfullt ist.

Fragestellung

Kann die Steuer- und Beobachtbarkeit durch Abtastung
verloren gehen ?

}} Antwort: Ja !l
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\S r Beobachtbarkeit zeitdiskreter Systeme (4)

Steuer- und Beobachtbarkeit des kontinuierlichen und
des zeitdiskreten Systems

Das zeitdiskrete System (A4,by,c4), das aus dem kontinuierlichen
System (A, b, ¢) durch Abtastung mit der Abtastzeit T entsteht, ist
genau dann vollstandig steuer- und beobachtbar

« wenn das kontinuierliche System (A, b, c¢) vollstandig
steuer- und beobachtbar ist und

« wenn fur zwei verschiedene Eigenwerte X; und X; (X
= X ) der Matrix A die Bedingung

AT £ N

erfullt ist.
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\S r Beobachtbarkeit zeitdiskreter Systeme (5)

Steuer- und Beobachtbarkeit des kontinuierlichen und
des zeitdiskreten Systems

L A1 O T _
Beispiel: A—[ 0 X C —[61 62}
-

T

det Qp = det

c
cl'A A1c1 Apco

— det [ N ]

= c1cpA2 —c1e0A1 = crco(Ao — Aq)

- =0 fur X{ # M

w) | Das kontinuierliche System ist beobachtbar fir | A1 #* Ao

j(} Das zeitdiskrete System ist beobachtbar fur | Al £ A2l
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\S r Beobachtbarkeit zeitdiskreter Systeme (6)

Steuer- und Beobachtbarkeit des kontinuierlichen und
des zeitdiskreten Systems

AT A>T} | kann fur verschiedene X\, und X, nur fir 2
komplexe Eigenwerte der kontinuierlichen
Matrix A auftreten, die folgende Bedingungen

erfullen:

€ — €

Re{\1} = Re{Xi>}
(Im{A1} —=Im{X T = +2mm, m=1,2,..

MT = £2mm, m=1,2,..

T darf nicht so gewéahlt werden,
daf} diese Gl. erfullt ist !!!!

; O
FlUr wo = —wq und m =1 folgt 2w1T = 27 bzw. 2w; = e bzw. w] = wy/2

- 27 )
j(,’ wqp > 2wp Mt wy = — stellt Steuer- und Beobachtbarkeit
J 2 T des diskreten Systems sicher.
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\SR Entwurf auf endliche Einstellzeit (Dead-Beat Regelung)

Mit dem Entwurf auf endliche Einstellzeit besteht bei zeitdiskreten
Systemen eine Moglichkeit, die keine Entsprechung bei zeitkonti-
nuierlichen Systemen hat.

Gesucht ist eine Zustandsriuckfihrung

u(k) =k'x(k)
die das System

x(k+ 1) = Ax(k) +bu(k) , xg=x(0)
In den Endzustand

Xe = X(n) =0

uberfuhrt.

n = Anzahl der Zustandsgrdf3en
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\SR Entwurf auf endliche Einstellzeit (2)

Satz:

Ein vollstandig steuerbares System (A,b) wird durch eine
Zustandsruckfuhrung in endlicher Zeit - und zwar spatestens nach
n Zeitschritten - von jedem beliebigen Anfangszustand in den
Nullzustand tberfihrt, wenn die Ruckfihrung so gewahlt wird, daf3
das ruckgefihrte System den n-fachen Eigenwert

A=0
hat.

-

Regelgesetz:

u(k) =-[00...0 1][b Ab...A”_lb]—}lA” x(k)
|

j(»} Letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix
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\5 R Entwurf auf endliche Einstellzeit (3)

Stabilisierung eines aufrechten Pendels

j(»ﬁ
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Entwurf auf endliche Einstellzeit (4)

Ergebnisse flir o« = 0,1 rad (5,8 grad) und T =50 ms:
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