Zusammenfassung der 4. Vorlesung
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» z-Ubertragungsfunktionen von Abtastsystemen:

= A/D-und D/A-Umsetzer werden mit der
Regelstrecke zusammengefaldt (Abtastsystem).

7

G(z) =21 Z{h(kTT}

Z

Ubergangsfolge des
kontinuierlichen
Systems
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\SR Zusammenfassung der 4. Vorlesung

= Ubergangsfolge der (sprung-)aquivalenten z-
Ubertragungsfunktion stimmt fir sprungférmige
Anregungen mit den Werten der kontinuier-
lichen Ubergangsfunktion an den Abtastpunkten
Uberein.

= Fdr rampenférmige Eingangssignale trifft dies

nicht zu 1!
(k)
u(t)
3T r-r-—m——r-—m=-—=-———1----"-""""-""-""-"—""""®"—"""—=_—————-_——_—=——
I 1 I I | 3;] ,_r—T_ y(t) = T-h(t-T) + T-h(t-2T) + ...
|T2T3T t: |+2:TSET :t / |
t | Halteglied kontinuierliches o |
i J System [
| |
I

k) = T-h(k-1) + T-h(k-2) + ...
j&} I_Abtastsystem y(k) (k-1) . (k-2)
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\SR Zusammenfassung der 4. Vorlesung

» Stabilitat zeitdiskreter Systeme.

= Zeitbereich:

lim|g(k)|=0

= Frequenzbereich:

Pole von G(z) mussen innerhalb des
Einheitskreises liegen.
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\SR Zusammenfassung der 4. Vorlesung

» Zusammenhang zwischen den Polen des
kontinuierlichen und des diskreten Systems

= Betrag von z hangt nur vom Realteil ¢ ab:
| 7 |:| e(cs+joa)T | :l eGT | . | ejooT | :eGT

= Das Argument von z wird nur von o bestimmt:

argz=¢p =o'
¢ Im . Z
p=wT Re
2
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\SR Zusammenfassung der 4. Vorlesung

» Nullstellen von Abtastsystemen

= Untersuchung einer Reihenschaltung von I-
Systemen.

- Kontinuierliche Ufkt. hat keine Nullstellen.
- z-Ufkt. des Abtastsystems hat n-1 Nullstellen.

- Das Zahlerpolynom der z-Ufkt. des Abtast-
systems ist ein sogenanntes Euler-Frobenius-
Polynom.

- Werden mehr als 2 Integratoren hinterein-
ander geschaltet, dann ist das Abtastsystem
fur T — 0 immer nichtminimalphasig.

= Eigenschaften von Euler-Frobenius-Polynome.
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\SR Zusammenfassung der 4. Vorlesung

» Nullstellen von Abtastsystemen

= Unterscheidung zwischen Diskretisierungs- und
den eigentlichen Nullstellen.

= Diskretisierungsnullstellen sind vom Differenz-
grad des kontinuierlichen Systems und der
Abtastzeit abhangig und streben faur T —- 0 gegen
die Nullstellen der entsprechenden Euler-
Frobenius-Polynome.

= Die eigentlichen Nullstellen wandern fur T — 0
gegen den Wert z = 1.

= Ansonsten existiert zwischen den kontinuierlichen
und den eigentlichen diskreten Nullstellen kein
j allgemeingultiger Zusammenhang.
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\SR Zeitdiskretes Zustandsraummodell

Kontinuierliche Systeme Zeitdiskrete Systeme
Zustandsgleichung Zustandsdifferenzengleichung
() = Az(t)+ bu(t) x(k+1) Ax(k) + b u(k)

k= 0,1,2,...

Differenzengleichungen

1. Ordnung (Differentiation —
Linksverschiebung)

Ausgangsgleichung Ausgangsgleichung

y(t) = C%W y(k) = c'x(k)+du(k)

Algebraische Gleichung

jg}\ zcR" ; ueR ; yeR
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Vektordifferentialgleichung
1. Ordnung




\SR Zeitdiskretes Zustandsraummodell (2)

Blockschaltbild des diskreten Zustandsraummodells

xk+1) = Az(k)+ bulk)
y(k) = c'z(k)+du(k)

-  d
k g - k
u(k) _ . — (k) ) _l yg_ )

n Speicherelemente

| Vektorielle GroRen
als Doppelpfeile
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\SR Zeitdiskretes Zustandsraummodell (3)

Zustandsraummodell aus Ubertragungsdifferenzengleichung

Gegeben:

yk+n)+apyk+n—1)+---+aylk+1) +ay(k) = boulk)
k=01,2,...

Wahl der Zustandsgrof3en x,(k), x,(k),..., X, (K):

x (k) =y (k)
X(K)=y(k+D)  =x(k+1)

%(K)=y(k+2)  =x,(k+1)

X (K)=y(k+n-1) =x_,(k+1)
j(f} y(k +n) :Xn(k +1) — _an—lxn(k)_ "'_aixg(k) _aoxl(k)+b0U(k)
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\SR Zeitdiskretes Zustandsraummodell (4)

Zustandsraummodell aus Ubertragungsdifferenzengleichung

Gegeben:

yk+n)+apyk+n—1)+---+aylk+1) +ay(k) = boulk)

k=0,1,2,...
Zustandsraummodell:
Coz(k+1) 7 [0 1 0 - 0 [ x(k) ] [0
: = & i i e : + 1 | wlk)
xn_l(k—l—l) 1 xn_l(k) 0
| z.(k+1) v =Gy | L Za(k) by |
y(k) = 0 - Olz(k) .
j(}\ Systemmatrix A in Frobeniusform
’J\(/ Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Losung der Zustandsgleichung

Kontinuierliche Systeme

Losung der homogenen
Differentialgleichung

x(t)=e"x,

mit der Matrixexponentialfkt.

A? A*
et =T+ At+—t*+—t3+...
21 3!

Transitionsmatrix

d(t)=e™

’; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek

Zeitdiskrete Systeme

Losung der homogenen
Differenzengleichung

x(k+1)=Ax(Kk) , x,=x(0)
, k=0,1,2,3,...

k=0: x(1) = Ax(0)
k=1: x(2) = Ax(1)
= A°x(0)

Allgemein: |x(k)=4"x(0)

Transitionsmatrix: |@(k)= A"

Digitale Regelung



SR

Kontinuierliche Systeme

Losung der inhomogenen
Differentialgleichung fur x,= 0.

t
x(t)=e'x, + j e “pu(r)dr
0

t
= [e""Ibu(r)dz

Faltungsintegral \

\

LOosung der Zustandsgleichung (2)

Zeitdiskrete Systeme

Losung der inhomogenen
Differenzengleichung fur x,= 0.

x(K +1) = Ax(K) + bu(k),
k=0,1,2,3,..
k=0: x() = bu(0)
k=1 x(2) = Ax(@)+bu(d)
= Abu(0)+bu(l)
k=2: x(3)=Ax(2)+bu(2)

x(t)= j@(t—f)bU(T)dT

Faltungssumme | "=—42p,(0)+ 4bu(l) + bu(2)

’J\} Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\SR Losung der Zustandsgleichung (3)

Kontinuierliche Systeme Zeitdiskrete Systeme

Bewegungsgleichung Bewegungsgleichung

t k-1
x(t)=e"x, + j e hu(r)dr  x(k)=A"x,+ > A bu(i)
0

=0

x(t)=d(t)x, + jqi(t —7)bu(z)dz| [x(k)=@(K)x, +_kf,¢(k —1-1)bu(i)

Systemausgang Systemausgang
y(t)=c"x(t)+du(t) y(k)=c"x(k)+du(k)
=" d(t)x, +ch¢(t—r)bu(r)dr +du(t) =cT<b(k)x0+§cT¢(k—1—i)bu(i)+du(k)
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\SR Gewichtsfolge anhand des Zustandsraummaodells

Kontinuierliche Systeme Zeitdiskrete Systeme
Gewichtsfunktion fur x,= 0. Gewichtsfolge fur x,= 0.
u(t)=o(t 1 fir k=0
(t)=5(t) u(k):m:{ “
t 0 fir £>0
y(t):chq)(t—r)ba(r)dea(t) »
° y(k)= ZCT¢(k—1—i)b5(i)+d5(k)
- =
T k-1 _
H i=0

v
g{k) =
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\SR Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell

Gegeben ist das kontinuierliche Zustandsraummodell der

Regelstrecke:
z(t) = Az(t)+ bu(t)

y(1)

Gesucht ist das zugehorige zeitdiskrete Zustandsraummodell
fur die folgende Konfiguration:

clx(t)

I
uk) | u(t) S y(t) ly(k)
o Halteglied kontinuierliche o/ |
u(k)[ | u 4 Regelstrecke |
3T 3T |
I
I I ] | '_T_T_ > I
| oT 3T tL T 2T 3T t |
-
(} u(t) = const. im Intervall [iy, x4
X5
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\S R Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell (2)

Losung der kontinuierlichen Zustandsgleichung:

t
x(t)=e"")x(t, )+ [ e bu(r)dr
0

Far| t=t.,,, {, =1 |erhalt man

tk+1
x(t,.,)= eA)x(tk )+ I e Dpy(z )z
kK

und far aquidistante tpir —tp =T YV k=0.1.2....
Abtastung | Y |

tk+1
x(t,.,)= e"(t )+ J- g4t~ T)bu(r)dr

X
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\S R Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell (3)

Im Integrationsintervall ist u(z)= u(t ) = const.
tk+1
*(t) =)+ | e G a1, )
Flr die Substitution | 7' = f(r):tk+1 —r|erhaltman | d7' = d_TdT ——dr
-~ dr
- \

-
-

- \
. /.’4 \
und die neuen Integrationsgrenzen: |

/’ \

-

:t+1 =) Z' —O und T:\tk > Tl:tk+l_tk :T

= Mt =ex(t)+ [er (-deut,)

x(k+1)= eATx(k)+]eAf'bdr'u(k)
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\S R Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell (4)

Zustandsgleichung des zeitdiskreten Zustandsraummodell:

x(k+1)= eATx(k)+]eAf'bdr'u(k)

Vergleich mit der Definition des zeitdiskreten Zustandsraummodells

x(k +1)= A, x(K) +b,u(k),
y(k)=c, x(k)+dgu(k)

liefert:

e pdz'

A, =e" by =

T T
jg} c, =¢ d
73
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\S R Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell (5)

Beispiel:

Gegeben die DGL eines PT,-Systems:

T y(t)+y(t)=u(t)

Aufstellen eines kontinuierlichen Zustandsraummodells

X (1) =y(t) == X ()= Yy(1)

- 1 1 U S |
- % (t)=——x(t)+=u(t) A=a=-—, b=b=—
Tl Tl [ m— . 1 1
=c=1,d=0
y(t)=x(t) ¢ e
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\S R Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell (6)

Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell:

-
Ay =a, =e" : b, =D, :J-eaflbdz"
0

T 1. _z
:je o —drt =-Te™" —‘g
0 Tl Tl

r 0
=—e "+e " = 1

-

X (k+1)=a,% (k)+(1-a, Ju(k)

y(k)=x/(k)
2
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\S X Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell (7)

Fur T, =T = 1 erhalt man: X;(k+1) = 0,368-x,(k) + 0,632 u(k)

Gesucht die Antwort auf u(k) = 1(k), x,(0) =0

Ubergangsfunktion h(t) fur G(s) = 1/(1+s)

k=0: 1
y(0)=x,(0) |=0
0]
X, (1) = 0,368-x,40§ + 0,632 u(0) ol
0,632 _ ©
= Ausgangsfolge des zeitdiskreten
k=1: S 06f Zustandsraummodells stimmt mit |-
y() =x,(1) |=0,632 < den Werten der kontinuierlichen
Ubergangsfunktion an den
X,(2) =0,368-X, (1) +0,632-u(1) 0.4} Abtastpunkten tberein !
=0,368-0,632+0,632

= (@) =
— 0,865 o T=1s T=05s

k=2:
y(2) =X,(1) |=0,865

0.2}

© T=01s O T=0,25s

j(f} (sec)
= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\SR Matlab-Beispiel: Diskretes Zustandsraummodell

Yo
% Aquivalentes zeitdiskretes Zustandsraummodell eines PT1-Systems
%

T1 = 1; L r Step Response o . o
a=-1/T1;

b = 1/T1; o /

c=1;

d=0; 8 06

%

% Kontinuierliches Zustandsraummodell £ o4

%

sys_k =ss(a,b,c,d) s

%

T =1 % Abtastintervall % 2 4 6 8
0/0 Time (seconds)

sys_d =c2d(sys_k,T) % Conversion of continuous-time models to discrete time.
%
figure(1)
%
step(sys_k) % kontinuierliche Sprungantwort
hold on
[y,t] = step(sys_d,10); % diskrete Sprungantwort
“stem(t,y)

~~—"  Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung



\S R Matlab-Beispiel: Diskretes Zustandsraummodell (2)

t =0:0.1:5; u(t) = t-1(t) \%{
u= t . Linear Simulation‘ ults |

y(t)
O Yzou
% kontinuierliche Rampenantwort 8 O Yeon /"
Isim(sys_k,u,t) ol y(t) i
= o
% E .
hold on y(K) °
t=0:1:5; o
o
u=t;
Oc¥
0 1 .2 8 4 5
% diskrete Rampenantwort / ime (seconds)
[y1.t] =Isim(sys_d,u,t); y(k) fur Halteglied
stem(t,y1,'r','LineStyle','none") 1. Ordnung

% diskrete Rampenantwort mit Halteglied 1. Ordnung
[y2,t] =Isim(c2d(sys_k,T,'foh"),u,t)
stem(t,y2,'g','LineStyle','none")
j{?nd('y(t)','y_{ZOH}','y_{FOH}')

J
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\SR Stabilitat des Zustandsraummodells

Kontinuierliche Systeme Zeitdiskrete Systeme

Charakteristische Gleichung

C()\) = det()\I — A) C()\) — det(AI — Ad)‘

Asymptotisch stabil, wenn Asymptotisch stabil, wenn

alle Eigenwerte X\ in der alle Eigenwerte X im

linken \-Halbebene liegen. Inneren des Einheitskreises
liegen.

’; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\SR w-Transformation

Durch die Transformation z=1 — w=0
w = ,

w-Transformation genannt, bildet man das Innere des Einheitskreises
der z-Ebene in die linke w-Ebene ab.

Lost man |, — 2= 11 nach z auf, so erhalt man: 14w
Z—I—].’ Zz =

- Bei einem stabilen zeitdiskreten System werden alle Wurzeln
z; der charakteristischen Gleichung

Cz)=anz"4+a, 12" 1+...4a1z4+ag = 0

durch Anwendung dieser Transformation in die linke w-Ebene
abgebildet.

2
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\SR w-Transformation (2)

Anwendung von
1+ w

1l —w

z =

auf C(Z):Oénzn-|-an_1zn_1—|—...—|—alz—|—a0 = 0

1+ w 1+ w

liefert an(l '+ an— 1(

)”1+ +a1( )+ao=o

bzw.  Gnw" + &, 10" '+ ...+ & w+a = 0.

= Auf dieses Polynom kann dann wieder das Hurwitz-Kriterium
angewendet werden.

’; Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek
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\SR w-Transformation mit Matlab
0/

0
% Anwendung der w-Transformation mit Hilfe der Symbolic Math Toolbox
%
w=sym('w') % Definition von w als symbolische Variable
%
z=(1+w)/(1-w)
%
% Beispiel aus Unbehauen: Regelungstechnik II, S. 139
%
fz=2%z2M -3*2"3+2*2"2 -z +1
%
f w=simple(f_z * (1-w)™4); % Multiplikation mit (1-w)"*n und Vereinfachung
%
fw=

O*wr + 8*wn3 + 14*w2 + 1

\ Kein Hurwitzpolynom, da der

j(/} Koeffizient a; nicht vorhanden ist !!!!
= Prof. Dr.-Ing. Ferdinand Svaricek Digitale Regelung




