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Ubung 7 - Losung

Aufgabe 1. Diskretes Ubertragungssystem

Ein kontinuierliches System sei durch die Ubertragungsfunktion

_10(s+5)
Gls) = s(s+2)

gegeben.

Aufgaben
a) Bestimme Sie die dquivalente z-Ubertragungsfunktion G,(z) des

diskretisierten Systems fiir die Abtastperiode T" > 0 und ein Hal-
teglied O-ter Ordnung. Stellen Sie das Ergebnis in der Form

B(z — zn)

-1 2) o

G.(z) =

mit anzugebenden Konstanten 3, z,, z, € R dar.

b) Beschreiben Sie das diskretisierte System in Form einer Differen-

zengleichung ausgehend von der Darstellung in (1).

Losung Aufgabe 1. a) Mittels Partialbruchzerlegung erhalten wir

1 1 1 1

2(s5+2) 22 Ast2)  ds

Daraus schlieffen wir mit Hilfe von Tabelle 3.3:

z—1 2 1 25 1 251
Gz) ===z (£7'(5: 25— 1 =2 ——7)‘ -
(2) z < s(s+2) * s2 T3 s+2 2 s/lt=kT

z—1 (1—e2T)z Tz 25z 25 z

- < (z—l)(z—e2T)+25(z—1)2+22—e2T—22—1):
2(5—5e72T + 25T — 25 + 272 4 2) — (5 — 52T 4 25Te 2T — 2 4 20,727
(z=1)(z —e2T) '

z

Da (5 — 5e 2T + 25T — 25 + %e‘QT + %) positiv ist fiir alle T > 0, setzen wir 3
gleich dieser Grofe sowie 2z, = e 2T, 2z, = (5 — 5e 2T + 25Te 2T — 2 4 Z=2T) /3

und erhalten Darstellung (1).



b) Aus
Blz—2z,)  Y(2)

(z=1(z—2%) Ul2)

schliefen wir zusammen mit dem Rechtsverschiebungssatz auf

Bug—1 — Ug—22n = Yk — Yk—12p — Yk—1 + ZpYk—2-

Aufgabe 2. Zeitdiskrete Zustandsraumdarstellung

Gegeben sei das zeitdiskrete System

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)

wobei
-1 0 1 1
A=l 0 -2 8 |, B=|0]|, apBek
a 0 =3 1
Aufgaben

a) Zeigen Sie, dass —2 und —2 + /1 + « die Eigenwerte von A sind.

b) Geben Sie hinreichende und notwendige Bedingungen fiir («, 5) €
R? an, so dass fiir das angegebene System jeweils folgenden Eigen-

schaften gelten:

i)
1 Rang (B AB AQB> = 3.

ii) Fiir alle Eigenwerte A # 0 von A gilt
Rang (/\ id—A B) _3
Losung Aufgabe 2. a) Das charakteristische Polynom von A lautet
X3 +6X%—aX + 11X — 20 +6.

Auch ohne die Angabe der Nullstellen in der Aufgabenstellung kénnen wir auf die
Nullstellen wie folgt schlieBen: Damit Terme mit « verschwinden ist —2 als moglicher
Kandidat einen Versuch wert. In der Tat, —2 ist Nullstelle. Wir fiithren eine Poly-

nomdivision mit X + 2 durch und erhalten
(X?+6X? —aX + 11X —2a+6): (X +2)=X*+4X + (3 - a)

Daraus schlieflen wir schnell auf die anderen beiden Nullstellen.



i) Es gilt

1 0 -3+ «
Qg = (B AB AZB)z 0 B  -58+aB |,
1 -34+a 9-3a

und folglich
det Qg = =36+ 4af — o*B = —B(a® — 4a + 3).
Daher
detQQg=0 <= =0 oder a=1 oder a=3.

Also ist das System vollstindig erreichbar genau dann, wenn § # 0 und « ¢
{1,3}.

ii) Wir berechnen fiir jeden Eigenwert A # 0 von A den Rang von (Aid—A B).
Fiir A = —2 gilt

-1 0 -1 1
(=2idd—A B)=[ 0 0 -3 0
—a 0 1 1

Daher hat (—2id —A B) vollen Rang genau dann, wenn

-1 -1 1
det | 0 - 0] =0F-(1—a)#0,
—a 1 1
also genau dann, wenn
B#0 und o #1. (2)
Fir A= -2—+Va+1 gilt
—va+1-1 0 -1 1
(AMid—A B) = 0 —Va-+1 —p 0
- 0 1-va+1 1

Es gilt Rang(Aid —A B) = 3 genau dann, wenn eine der folgenden vier Deter-

minanten verschieden von Null ist:

—va+1-1 0 -1
det 0 —va+1 -5 , (3)
—Q 0 1—vVa+1



—va+1-1 0 1

det 0 —Va+1 0| =vVa+1-Va+1—a+1), (4)
—Q 0 1
—Va+1-1 1 1
det 0 .y 0 =80+Va+1-a), (5)
-« 1—+vVa+1 1
0 -1 1
det | —va +1 —-B 0]l =va+1-(Va+1-2). (6)
0 1—vVa+1 1

Die Determinante in (3) ist 0. Die Determinante in (4) ist ungleich 0 genau
dann, wenn o ¢ {—1,3}. Die Determinante in (5) ist ungleich 0 genau dann,
wenn 8 # 0 und o # 3. Die Determinante in (6) ist ungleich 0 genau dann,

wenn o ¢ {—1,3}. Insgesamt erhalten wir

Rang(Aid—A B) =3 << a¢{-1,3} oder (B#0und o #3). (7)

Fir A= -2++va+1 (A#0, wenn a # 3) gilt

Vati-1 0 ~1 1
(Aid—A B) = 0 Va+1 -8 0
—a 0 Vat+i+1 1

Es folgt: Rang(Aid —A B) = 3 genau dann, wenn eine der folgenden Determi-

nanten ungleich 0 ist.

va+1-1 0 —1
det 0 Va+1 - , (8)
— 0 va+1+1

Va+1-1 0 1
det 0 Va+1l 0| =va+1l-(a+Va+1-1) 9)

-« 0 1
va+1-1 -1 1
det 0 -0 0] =81-a—-Va+1), (10)
- va+1+1 1
0 -1 1
det | Va+1 -8 0 =Va+1 - (Va+1+2). (11)
0 Va+1+1 1

Die Determinante in (8) ist 0. Die Determinante in (9) ist ungleich 0 genau
dann, wenn a # —1. Die Determinante in (10) ist ungleich 0 genau dann, wenn
B # 0 und « # 0. Die Determinante in (11) ist ungleich 0 genau dann, wenn
a# —1.



Nun nehmen wir zunéchst an, dass das System (A, B) vollstindig steuerbar sei.
Aus (2) schlieBen wir, dass § # 0 und « # 1 gilt. Aus (7) schliefen wir, dass
a # 3 gilt. Wir erhalten insgesamt
Ist (A, B) vollstandig steuerbar, so folgt 5 # 0 und « ¢ {1, 3}.
Umgekehrt nehmen wir nun an, dass 8 # 0 und o ¢ {1,3} gilt. Dann ist (2)
und (7) erfiillt, und die Determinanten in, beispielsweise, (9) oder (10) sind
verschieden von Null (denn ist &« = —1, so ist @ # 0, und umgekehrt). Also
folgt aus dem Hautus-Kriterium:
Aus 5 # 0 und a ¢ {1, 3} folgt, dass (A, B) vollstandig steuerbar ist.



