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Thema: Fourier-Transformation

Aufgabe 1. T-periodische Funktionen

Eine T-periodische Funktion f: R — R (f habe also die Eigenschaft f(t) = f(t +T)
fir alle t € R, f sei stiickweise stetig und stiickweise stetig differenzierbar) kann in
eine Reihe von Sinus- und Kosinusfunktionen, der reellen Fourierreihe, wie folgt zerlegt

werden (fur fast alle ¢):

f(t) = % + Z ay, cos(kwt) + by sin(kwt), (1)
k=1

wobei w = 27 /T'. Die Koeffizienten ag, ar und by sind durch

9 c+T

w=7 [ s )
) c+T

ap = T/c f(t) cos(kwt) dt (3)
c+T

b, = ;/ f(t) sin(kwt) dt (4)

fir £k = 1,2,... gegeben. Die Konstante ¢ € R kann beliebig gew#hlt werden. Fiir
Anwendungen wéhlt man meist ¢ = 0 oder ¢ = —T'/2. f kann auch in eine kompleze

Fourierreihe zerlegt werden (fiir fast alle ¢):

=Y e, (5)

k=—oc0

wobei j = +/—1 und fiir alle k& € Z gilt

c+T
cr = % / ’ f(t)e TRt dt. (6)



Aufgabe Sei f: R — R eine T-periodische Funktion. Man zeige folgende Zusam-
menhénge zwischen den Koeffizienten der reellen und der komplexen

Fourierreihe von f fiir alle k € N:

ap = 2co, (7)
ap = Ci + c_g, (8)
bk = ](Ck - C,k). (9)
Losung Aufgabe 1.
ft) = Z cpelket = Z cx(cos(kwt) + j sin(kwt))
k=—0o0 k=—oc0

=co+ Z cx(cos(kwt) + jsin(kwt)) + c_k(cos(—kwt) + j sin(—kwt))
k=1

=co+ Z cx(cos(kwt) 4 jsin(kwt)) + c_g(cos(kwt) — j sin(kwt))
k=1

= ¢y + ¢k + c_p) cos(kwt) + j(cr — c_g) sin(kwt
0+ Y (or + i) cos(kawt) + j(ep — c) sin(kwt)

ao/2 k=1 ag b

Aufgabe 2. Eigenschaften T-periodischer Funktionen
Sei f: R — R eine T-periodische Funktion. Man zeige fiir die Koeffizienten ag, ag, by in
(1) folgende Eigenschaften:

1. Ist f ungerade, d.h. f(—t) = —f(t) fur alle t € R, so folgt ar = 0 fiir alle
kE=0,1,...

2. Ist f gerade, d.h. f(—t) = f(¢) fiir alle t € R, so folgt b = 0 fiir alle k = 1,2, ...
Lésung Aufgabe 2. Wir zeigen 1., Aussage 2. folgt analog. Es gilt
T T/2 0 T/2
—-a = / £ () cos(kwt) dt = / f(t) cos(kwt) dt + f(t) cos(kwt) dt
2 —T/2 —T/2 0

0 T/2
_ / F(—t) cos(hwt) dt+ [ F(t) cos(kwt) dt
—T/2 0

0 T/2
= / (—1) - f(u) cos(kwu) du + f(t) cos(kwt) dt,
T/2 0

wobei wir in der letzten Zeile die Substitution u = —t vorgenommen haben. Durch

Vertauschen der Integralgrenzen folgt die Behauptung.



Aufgabe 3. Ungerade Rechteckumpulsfolge
Man berechne die reelle Fourierreihe der ungeraden Rechteckimpulsfolge (siehe Abb 1,

an den Sprungstellen nehme die Funktion den Wert 0 an).

f(t)

05 F

Abbildung 1: Ungerade Rechteckimpulsfolge

Loésung Aufgabe 3. Wir bezeichnen den betrachteten Rechteckimpuls mit fs. Es gilt

1, 0<t<T/2
ft) =140, t=T/2
1, T/2<t<T

und damit f3(—t) = —f3(t) fiir alle t € R. Es folgt a; = fiir alle £ = 0,1,.... Wir

rechnen weiter:

T T/2 T
—by, —/ sin(k:wt)dt—/ sin(kwT)dt
2 0 T/2

1 1 1 1
= —— cos(km) + — cos(0) + — cos(2mk) — — cos(km) =

kw kw kw kw
1
= (—cos(km) 4+ 2 — cos(km))
2
= E(l — cos(km)).

1, k=0 mod 2
-1, k=1 mod2

cos(km) =

schlieflen wir
= (1= (1))
T kT '

(Die Schreibweise & = 1 mod 2 bedeutet, dass k — 1 durch 2 ganzzahlig teilbar ist,

usw.) Die Fourierreihe lautet also

[e.e]

3 (2nl+1) sin((2n + 1)wt).

8
wt

1) = 3 (1 = (1)) sinhor) =
k=1

Man erkennt, dass die Fourierreihe an der Stelle ¢ = %, den Wert f3( %) = 0 annimmt.

Wire z.B. fg(%) = 1 definiert, ergdben sich die gleichen Fourierkoeffizienten und die



Reihe wére nicht exakt. Folglich ist bei der Fourierriechenentwicklung auf Sprungstellen
zu achten, da an diesen u.U. eine Abweichung zwischen dem Wert der Reihe und dem

Funktionswert auftreten kann.

Aufgabe 4. Dreieckimpulsfolge

Man berechne die reelle Fourierreihe der in Abb. 2 dargestellten Dreieckimpulsfolge.

Abbildung 2: Dreieckimpulsfolge

Losung Aufgabe 4. Wir bezeichnen den betrachteten Dreieckimplus mit f;. Es gilt

(10)

RS

Wir iiberlegen uns zuerst:

sin (32%) = sin (k7 + ) = sin(km) cos (%) + cos(km) sin () =
0, k=0,2 mod4
=¢—-1, k=1 mod4 = —sin (%k) = sin (—ka) (11)

1, k=3 mod4

sowie

cos (22%) = cos (km + %) = cos(km) cos (%) — sin(km) sin (%) =
0, k=1,3 mod4
=<1, k=0 mod4 = -cos(%)=cos(5E). (12)

-1, k=2 mod4



Weiter bemerken wir mit Aufgabe 2, dass a; = 0 fiir alle k = 0, 1,.... Nun rechnen wir:

by = — / —— sin(kwt dt+/ — — 2)sin(kwt) dt
e | [, etk as [5G 2)sinhen

8 3T/4 T 3T/4 T/4
= / tsin(kwt) dt — — sin(kwt) dt — / t sin(kwt) dt

T | J7/4 2 )1 —T/4
_ 8 | [sin(kwt) tcos(kwt) ‘3T/4 —o- sin(kwt) ¢ cos(kwt) ‘T/4
-T2 k202 kw T/4 k2w? kw —T/4

——
=:5(t) =:C(t)

8
=72 [S(3T/4) — C(3T/4) — S(T'/4) + C(T/4)
—S(T/4) + C(T/4) + S(-T/4) — C(-T/4)] =

8
= —-4-5(-T/4
() T2 (=T/4)
8 4 s (km 8-4 s (km
=TTz 22 (%) = —msm (%)
0, k=0,2 mod4
8

(ﬁ)7ﬂ‘2k‘2 1, k=1 mod4

-1, k=3 mod4

Dabei haben wir ausgenutzt:

kwt kwt
/tsm(kwt) dt = —t - COS( w ) + / COS( W ) dt.
kw kw

Folglich erhalten wir
at) = =5 [sin(et) = o sin(Bt) + 25 sin(5wt) — = sin(7wr)
=——|s — = — sin — — sin
4 — |sin(w 73 Sin(3w 73 Sin(5w =3 sin(Tw
8 <~ (="
=3 i1 sin((2n + 1)wt).
n=0
Aufgabe 5. Sei f: R — R stetig differenzierbar mit f(t) — 0, wenn |t| — oo, sowie
S Nf(@)] dt < oo, [ |f()] dt < co. Man zeige die Beziehung

~ ~

fllw) =jwflw), weR,

zwischen der Fourier-Transformierten f von f und der Fourier-Transformierten f’ von
f/

Losung Aufgabe 5. Motivation zur Fourier-Transformation: Mit der Fourier Reihe
konnen keine nicht-periodische Funktionen beschrieben werden. Ein nicht-periodisches
Signal kann als Signal mit Periodedauer von T" — oo betrachtet werden. Bei diesem
Grenziibergang wiirde das Ampplitudenspektrum der komplexen Fourierreihe ¢ ver-

schwinden. Deshalb wird das Amplitudendichtesprektrum eingefiihrt:

c+T/2

R I O

—T/2



Durch Grenziibergang T' — oo ergibt sich die Fourier-Transformation:
~ oo .
flo) = [ s star
— 0o
Wir rechnen mit Hilfe partieller Integration:
)= [ roea -
—0o

=ﬂmﬂﬂi;/ FO)(—jw)e Mt = jww).
T — 00



