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Übung 4 - Lösung

Aufgabe 1. Diskretisierung kontinuierlicher Systeme

Gegeben ist das durch das folgende Blockschaltbild (Ts > 0, Ks > 0) dargestellte

System mit den Übertragungsfunktionen G1(s) = Ks
1+sTs

und G2(s) = 1
s . Dieses konti-

Ks

1 + sTs

1

s

u ϕ̇ ϕ

nuierliche System soll im Rahmen dieser Aufgabe diskretisiert werden.

Aufgaben

a) Bestimmen Sie die z-Übertragungsfunktion G1(z) und die z-

Übertragungsfunktion G(z) des gesamten Systems für die Abtast-

periode T > 0 unter Verwendung von Tabelle 3.3 im Skript S.27.

b) Geben Sie die Differenzengleichung des Abtastsystems an.

Lösung Aufgabe 1. ∆

(i) Nach Vorlesung gilt

G1(z) =
z − 1

z
· Z

(
L−1

(G1(s)

s

)∣∣∣
t=kT

)

=
z − 1

z
· Z

(
L−1

( Ks

s(1 + sTs)

)∣∣∣
t=kT

)

= Ks ·
z − 1

z
· Z

(
L−1

( 1/Ts
s(1/Ts + s)

)∣∣∣
t=kT

)

=
Tab.3.3 (8)

Ks ·
z − 1

z
· (1− e−T/Ts)z

(z − 1)(z − e−T/Ts)

= Ks ·
1− e−T/Ts

z − e−T/Ts
.
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Die Rechnung für G(z) ist umfangreicher:

G(z) =
z − 1

z
· Z

(
L−1

(G(s)

s

)∣∣∣
t=kT

)

=
z − 1

z
· Z

(
L−1

( Ks

s2(1 + sTs)

)∣∣∣
t=kT

)
. (1)

Wir führen die folgende Partialbruchzerlegung durch:

1

s2Ts(1/Ts + s)
=

A

s2Ts
+
B

s
+

C

1/Ts + s
.

Es muss gelten:

s · (A+B) = 0, A · 1/Ts = 1, s2 · Ts · (B + C) = 0.

Also folgt A = C = TS , B = −Ts. D.h.

1

s2Ts(1/Ts + s)
= Ts ·

( 1

s2Ts
− 1

s
+

1

1/Ts + s

)
.

Wir führen (1) weiter:

G(z) = Ks · Ts ·
z − 1

z
· Z

(
L−1

( 1

s2Ts
− 1

s
+

1

1/Ts + s

)∣∣∣
t=kT

)

=
Tab.3.3

Ks · Ts ·
z − 1

z
·
( Tz

Ts(z − 1)2
− z

z − 1
+

z

z − e−T/Ts

)
= KsTs ·

( T

Ts(z − 1)
− 1 +

z − 1

z − e−T/Ts

)
.

Wir definieren zp = e−T/Ts . Damit

G(z) = Ks
(T − Ts + Tszp)z + Ts − zp(T + Ts)

(z − 1)(z − zp)
.

(ii) Wir schreiben G1(z) = k1
z−e−T/Ts

mit k1 = Ks(1− e−T/Ts). Dann gilt

Y (z)

U(z)
= G1(z) ⇒ Y (z)− e−T/Tsz−1Y (z) = k1z

−1U(z).

Also folgt mit dem Rechtsverschiebungssatz

yk+1 = e−T/Tsyk + k1uk.

Wir schreiben G(z) = k2z+k3
z2−z(1+zp)+zp

mit k2 = Ks(T − Ts + Tszp) und

k3 = Ks(Ts − zp(T − Ts)). Dann gilt

Y (z)− z−1Y (z)(1 + zp) + z−2zpY (z) = z−1U(z)k2 + z−2k3U(z)

und somit

yk − (1 + zp)yk−1 + zpyk−2 = k2uk−1 + k3uk−2.
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Aufgabe 2. Polstellen einer z-Übertragungsfunktion

Zeigen Sie, dass die Pole pk ∈ C, k = 1, . . .m+n, m,n ∈ N einer Übertragungsfunktion

der Form

G(s) =
m∑
k=1

αk

s− pk
+

n∑
l=1

βls

s− pl
, αk, βl ∈ C

durch die Abbildung s 7→ esT zu Polen der z-Übertragungsfunktion werden, d.h. dass

epkT Pole der z-Übertragungsfunktion der mit Abtastzeit T > 0 diskretisierten Strecke

sind.

Lösung Aufgabe 2. Ohne Einschränkung seien αk 6= 0, 1 ≤ k ≤ m und wir betrachten

nur den Fall pk 6= 0 für alle 1 ≤ k ≤ m. Der andere Fall wird analog zum ersten gezeigt.

Es gilt für ein Halteglied 0-ter Ordnung

G(z) =
z − 1

z
Z(L−1(

G(s)

s
)
∣∣
t=kT

) =
m∑
k=1

z − 1

z
Z(L−1 αk

s(s− pk)
) +

n∑
l=1

z − 1

z
Z(L−1 βl

s− pl
) =

=
z − 1

z

(
m∑
k=1

−αk

pk
Z(L−1 −pk

s(s+ (−pk))
) +

n∑
l=1

βlZ(L−1 1

s+ (−pl)
)

)
=

=
z − 1

z

(
m∑
k=1

−αk

pk

(1− epkT )z

(z − 1)(z − epkT )
+

n∑
l=1

βl
z

z − eplT

)
=

=
m∑
k=1

−αk

pk

1− epkT

z − epkT
+

m∑
l=1

βl
z − 1

z − eplT
.

Also sind epkT Pole von G(z) für alle k = 1, . . . ,m+ n.

Aufgabe 3. z-Übertragungsfunktionen

Berechnen Sie die z-Übertragungsfunktion der folgenden zeitdiskreten Systeme mit

y(k) = 0 für k ≤ 0, u(k) = 0 für k < 0 und (a, b, c, d ∈ R).

a) y(k) + ay(k − 1) = bu(k − 2)

b) y(k + 1) + ay(k) + by(k − 1) = cu(k) + du(k − 1)

Lösung Aufgabe 3. ∆

(i) Es gilt

Y (z) + az−1Y (z) = bz−2U(z) ⇒ Y (z)

U(z)
=

bz−2

1 + az−1
=

b

z2 + az
.

(ii) Es gilt

Y (z) + az−1Y (z) + bz−2Y (z) = cz−1U(z) + dz−2U(z).

Es folgt:
Y (z)

U(z)
=

cz−1 + dz−2

1 + az−1 + bz−2
=

cz + d

z2 + az + b
.
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