F. GoBBmann M.Sc
Universitat der Bundeswehr Miinchen R

Institut fiir Steuer- und Regelungstechnik (LRT-15)

Digitale Regelung F'T 2015
Ubung 3 - Losung

Thema: z-Transformation

Aufgabe 1. z-Transformation von Folgen

Gegeben sind die Folgen { f tren,
° fi=

(—a
k=0,2.4,. ..
o fr=
k=1,3,5,.

o fiL= )2 fiir alle k € Ng, T > 0.

;
2
o fi=Lk(k—1)firalekeN, T >0.

V¥ fiir alle k € Ny, |2| > |a| > 1, a € C.

o fi =sin(kwT) fiir alle k € Ny, w > 0, T > 0.

Bestimmen Sie die z-Transformation
o
—k
2) =Y frz ",
k=0

fiir alle gegebenen Folgen. Es gilt |z| > 1, sowie

ket = (1)
kz%) (z —1)2
1
ZkQ _ et l) 2)
(z—1)3
fiir |z] > 1
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Aufgabe 2. Residuenmethode

Die z-Transformation einer Folge { fi}ken, ist durch

a)

Fz) = (z — b)_(z —¢)
mit a,b,c € C, b # ¢;
b)
F(z) = (2_21)2

gegeben. Bestimmen Sie jeweils die Folge { f }ren, mittels der Residuenmethode (siehe

Skript).

Losung Aufgabe 2.

(i) Wir bemerken zunéchst, dass b und ¢ nach Voraussetzung

einfache Pole von F(z) sind. Daher gilt

fr = Res(F(2)2"71,b) 4+ Res(F(2)2"1, ¢)

mit .
R F k*lb -1 < a k*li a1
es(F(2)2",b) iy AP b—c
sowie
Res(F(2)2"1, ¢) = lim Tk CT 0 ke
zZ—C Z — C — b
Also
fk:—b_a bk—l_c_a k—1

(ii) 1 ist ein zweifacher Pol, d.h.

d
Res(F(2)2" 1, 1) = lim — 2" = lim k2! = .

z—1 az z—1

Es folgt fr = k fiir alle k € Ny.

Aufgabe 3. Differenzengleichungen
Fir ke N, a, 8 € R, € € {0,1} und die Folge {u, },cz ist durch

Yk = QYk—1 + PUk—c

(3)

eine Differenzengleichung gegeben. Wird ein PT}-System gegeben durch Th9(t) +y(t) =
u(t) mit Periode T' > 0 abgetastet und y(kT") durch den Riickwirtsdifferenzenquotienten

y(kT)_y}(k_l)T) = y’“_jzi’“*l approximiert, so entsteht laut Vorlesung eine Differenzenglei-

chung der Form (3) mit Konstanten

a=T/(T+T), B=T/T+T), e=0.

(4)



Aufgaben
a) Verifizieren Sie, dass die durch (3) gegebene Folge {yi}ren durch

k—1

Yk = Oékyo + ﬂ : Z ayuk—e—u (5)
v=0

und yp € R berechnet werden kann.

b) Sei {uy,},ez gegeben durch w, = 0 fir alle v < 0
und u, = 1 fir alle v > 0 (Sprungfolge). Diskutieren
Sie die Existenz des Grenzwertes limp .. yr in Abhéingigkeit
von a.

Hinweis: Es gilt SF "1 ov = Lo" fijy o # 1.

v=0 11—«

c¢) Berechnen Sie fiir ein PT;-System die Konstanten «, 3 und € in
(3), wenn fiir §(kT') der Vorwértsdifferenzenquotient 4= ver-

wendet wird.

d) Diskutieren Sie den Grenzwert limy_,~ yj fiir die in (4) und in (c)

gegebenen Diskretisierungen eines PT;-Systems.

Lésung Aufgabe 3.

(a) Mit Induktion iiber k: Der Fall k = 1 ist klar. Wir nehmen an, (5) gelte fiir ein
k € N (Induktionsannahme). Wir miissen zeigen, dass (5) auch fiir £+ 1 giiltig ist,
d.h. (3) reproduziert:

k
k1 _
Y1 =" yo+ 3 E A U1 —e—p =

v=0

k
=a- Oékyo + ﬁ(z OéyukJrlfer) + Buk’Jrlfe =

v=1

k
= a(akyo +0 Z al/_luk—i-l—e—u) + Bukt1-e =

v=1

=Yk

= oy + PUpt1—e-

(b) Es gilt fiir a # 1:

1—aF 1-— —
pe=goak+ gL = P w0z =p)
1l—« 11—« 11—«

B

Der Grenzwert limy_,o g5 existiert fir |of < 15 imp_oo Y = 75

Der Grenzwert limy_,o yi existiert fiir « = 1 und 8 = 0; limg_o0 Y = Yo-
In allen anderen Fillen existiert der Grenzwert nicht (wie man sich leicht iiberlegen

kann).

(c)
a=1-T/T), B=T/Ty, e=1



(d) Fir T' > 2T} existiert mit den Daten aus (iii) der Grenzwert nicht. Andernfalls

lautet er in allen Fallen

ﬁ =

11—«




