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Ubung 2 - Losung

Aufgabe 1. Man bestimme eine Funktion f : R — R deren Fourier-Transformation
gegeben ist durch
o Wl <wo

F(Hw) = 2 ,

0, sonst

wobei wgy > 0.

Losung Aufgabe 1. Die Riicktransformation ist gegeben durch
1 > jwt
f) == F(Hw)e™ dw.
2 J_ s

Es folgt

£ = 5 /wo A —— /WO st g
27 2w 4wy J_

—wo

_ 1
A7 jwot
1 sin(wot)

(ejwot _ e—jWot)

- 2w wot

Aufgabe 2. Sei r : R — R ein einzelner Rechteckimpuls gegeben durch

o) - T, |t <T,/2

0, sonst

mit 7, > 0 und sei g : R — R ein Signal gegeben durch

e % sin(wyt), t>0

0, t<0

mit Konstanten § > 0, wy > 0.
(i) Man bestimme die komplexe Fourierreihe der Rechteckimpulsfolge

e}

s(t):= ) r(t—kT,)

k=—o00

mit Periode Ty > T,/2 > 0 (siehe Abb. 1). Man stelle einen Zusammenhang

zwischen s und der Fourier-Transformation von r her.
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(i) Man bestimme die Fourier-Transformierte F(g) von g und stelle einen Zusam-
menhang zur Laplace-Transformierten £(g) von g her.

(iii) Man bestimme das Spektrum des mit der Abtastzeit T ,,real” abgetasteten Signals

g% : R — R, welches gegeben sei durch

(siehe Abb. 2).
Hinweis: Man verwende bei der Berechnung die Ergebnisse aus (i) und (ii)

(iv) Man skizziere das Amplitudenspektrum von g und g#.
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Abbildung 1: Rechteckimpulsfolge
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Abbildung 2: Abtastung



Losung Aufgabe 2. (i) Mit ws = 27 /T folgt fiir k € Z:

T, /2

/ e—jk’wst dt
TS/Q

1 sin(kw,T,/2)  sin(knT,/Ts)

T T, kw2 kxl,

Also

Z F(r)(kws ejk“’g

5 k=—o0

(ii) Wir berechnen zuerst fiir « € R, 5 € C, Re(8) # 0 das Integral
o0
1 ::/ e Ptsin(at) dt
0
vermoge zweifacher partieller Integration (zunzichst mit u := sin(at), v’ := e 5t):

o0 1
—ﬁt . s _ﬁt
e sin(at) dt = sin(at) - (——=e / cos (at) dt

=0

_a — cos(« —e‘ﬁt —sma
—B< (o) e 55 [T (singan) dt)

:’1 cos(at) —asin(at)

= % (1 — a/oo e Plsin(at) dt).
0

=I

dt

Es folgt (1 + a?/B?)I = a/B%, d.h. da nach Voraussetzung 1+ o?/3% # 0 gilt
o«
a4 B

Damit folgt unmittelbar

F(g)(w) :/ e~ sin(wyt)e It dt:/ e~ (O+jw)t sin(wgt) dt
0

—0oQ
Wy

T (0 jw)? Wl
Die Laplace-Transformierte von g ist
o0 oo
L(g)(s) :== / e Stg(t)dt = / e ste 0 sin(wgyt) dt.
0 0

Fiir s = jw gilt daher F(g)(w) = L(g)(jw). Ferner gilt auch L(sin(wyt))(d+ jw) =
F(g)(w).



(iif)

f(g#)(w)Z/ g7 (t) ‘J‘”tdt—/ g(t) - s(t) - e dt =
:/ g(t) - Z cpedFWst e mIvt gt —
@ J-o el
s(t)

=Y a [ geiee i =

k=—00 o
= > - Flg)(w - kws) =

k=—00
- i sin(kn T, /Ty) Wy
) = knT, (64w — kwy))? + W

sin(knT, /Ty) Wy

1
T oo kﬂ'Tr/Ts (5 + j(w _ kws))2 T wg .

Fiir ein beliebiges Signal g : R — R gilt allgemeiner

1 & sin(knTy/Ts)

Fahe = ¥ T

- F(g)(w = kws).

(iv) Siehe Abb. 3 und Abb. 4.
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Abbildung 3: Amplitudenspektrum von F(g) fiir 6 =1, wgy = 10
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Abbildung 4: Amplitudenspektrum von F(g#) fir § = 1, wy = 10 und 7, = 0.01,
T, =0.10

Anhang

Satz 1 (Abtasttheorem von Shannon, vgl. Skript Satz 2.1, S.21).

Sei f: R — R ein stetiges und bandbegrenztes Signal, d.h. f(w) =0 falls |w| > wy fiir
ein wyp > 0, wobei f die Fourier-Transformierte von f bezeichnet. Ferner gelte aufer
7 1f@)]dt < 0o noch [T | f(t)|*dt < co. Dann folgt

& o sin((t — k25)%)
f<t>—k:§jmf<k%>- i)

falls wg > 2wy. In Worten: wird das Signal mit einer Abtastzeit von hichstens 2w /ws
abgetastet, so ist f eindeutig durch die Folge der Funktionswerte {f(k . i—:) k€ Z}

bestimmidt.

Beweis. Man beachte, dass im Folgenden jede Vertauschung der Form [ = > [
mathematisch gesehen nicht trivial ist. Fiir die Zwecke der Vorlesung soll dies jedoch
aufler Acht bleiben.

Es gilt

. . ws/2 ws/2 ‘
f(t) = 2171'/_ f(w)e]“’t dt = 1/ f(w) dw = i fper(w)ejwt dw

™ —ws /2 27 —ws/2

. f(w), w € [~ws/2,ws/2]
fper(w) == ¢ " )
flw—kws), we[(2k—1)ws/2,(2k+ 1)ws/2], k € Z

Da fper periodisch ist mit Periode wy (hier geht ein, dass ws > 2wj) koénnen wir die

komplexe Fourierreihe von fpe; aufschreiben:

00 o
fper(w): Z Ckejkjsw~

k=—o00



Fiir [ € Z berechnen wir nun f(li—:).

—ws/2

27 1 w2 & E2T ., il 2T 1 & ws/2 2m
o jkEw jwl sk . jw(k+l)ws
f(l—) E cpe e dw = o ) E ck/ e d
=—00

Ws 2 J_ )2 il

Nun gilt

/“5/2 ejw(k—i—l)i—’sr diw — ws, l=—k :
—ws/2 0, l ?é —k
denn fiir £+ 1 # 0 gilt

Jes [2(k+1) 25 o—Jws/20k+0Ts  pim(k+l) _ p—jm(k+l)

= = 0.
jlk+ D)2 j(k+ 1)

Es folgt
2 2T
Ws Ws

fiir alle [ € Z. Dies eingesetzt ergibt

f(t) )efjk%:wej“’t dw

"2

1/%/2 < o 2n

_ws/g e —oo Wg Wg

-~ Ws 2T 2r e

J(t—k2E)(ws/2) _ —i(t—k2E)(ws/2)
== Y T f(k—)

27 2w ws jt — kzi—:)(ws/Z)

k=—o0

Also

sin((t - ki{)(ws/Q)).

> 2
f6) =3 fk) = hE) (D

k=—00

Ww.



