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Ubung 1 - Losung

Eine T-periodische Funktion f: R — R (f habe also die Eigenschaft f(t) = f(t + T
fiir alle t € R, f sei stiickweise stetig und stiickweise stetig differenzierbar) kann in
eine Reihe von Sinus- und Kosinusfunktionen, der reellen Fourierreihe, wie folgt zerlegt
werden (fir fast alle t):

ft) = % + Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt), (1)
k=1

wobei w = 27 /T. Die Koeffizienten ag, ar und by, sind durch

c+T
ap = ;/C f(t)dt (2)
ay = ;/C+T f(t) cos(kwt) dt (3)
c+T
by = % / F(t) sin(kwt) dt (4)

fir k= 1,2,... gegeben. Die Konstante ¢ € R kann beliebig gewdhlt werden. Fir An-
wendungen wdihlt man meist ¢ = 0 oder ¢ = —T/2. f kann auch in eine komplezxe

Fourierreihe zerlegt werden (fir fast alle t):

f&y=Y" cel™, (5)
k=—00
wobei j = v/—1 und fiir alle k € Z gilt
1 c+T )
o T/ f(t)e Ikt g, (6)

Aufgabe 1. Sei f: R — R eine T-periodische Funktion. Man zeige folgende Zusam-
menhénge zwischen den Koeffizienten der reellen und der komplexen Fourierreihe von
f fiir alle £ € N:

apg = 260, (7)
ap = Ck + C—g, (8)
br = j(ck — c—k). (9)
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Losung Aufgabe 1.

o0

f@) = Z cpelket = Z cx(cos(kwt) + j sin(kwt))

k=—o00 k=—o00

o0
=co+ Z cx(cos(kwt) + jsin(kwt)) 4+ c—(cos(—kwt) + j sin(—kwt))
k=1

=co+ Z cx(cos(kwt) 4 jsin(kwt)) + c_g(cos(kwt) — j sin(kwt))
k=1

o0
= ¢y + cr + c_p) cos(kwt) + j(cp — c_g) sin(kwt
32 ;( ) cos(kwt) (b ) sin(kwt)
ao ag k

Aufgabe 2. Sei f: R — R eine T-periodische Funktion. Man zeige fiir die Koeffizienten
ap, ag, by in (1) folgende Eigenschaften:

1. Ist f ungerade, d.h. f(—t) = —f(t) fir alle t € R, so folgt ax = 0 fir alle
k=0,1,...

2. Ist f gerade, d.h. f(—t) = f(t) fir alle t € R, so folgt by, =0 fir alle k =1,2,...
Losung Aufgabe 2. Wir zeigen 1., Aussage 2. folgt analog. Es gilt

T T/2 0 T/2
—a = / f(t) cos(kwt) dt = / f(t) cos(kwt) dt + f(t) cos(kwt) dt
2 -T/2 -T/2 0

0 T/2
=— / f(—t) cos(kwt) dt + f(t) cos(kwt) dt

~T/2 0
0 T/2
=— / (—1) - f(u) cos(kwu) du + f(t) cos(kwt) dt,
T/2 0
wobei wir in der letzten Zeile die Substitution u = —t vorgenommen haben. Durch

Vertauschen der Integralgrenzen folgt die Behauptung.

Aufgabe 3. Man berechne die reelle Fourierreihe der ungeraden Rechteckimpulsfolge

(siehe Abb. 1, an den Sprungstellen nehme die Funktion den Wert 0 an).

\J

S —— ————————

Abbildung 1: Ungerade Rechteckimpulsfolge



Lésung Aufgabe 3. Wir bezeichnen den betrachteten Rechteckimpuls mit fs. Es gilt

1, 0<t<T/2
fz3(t)=150, t=1T/2
-1, T/2<t<T

und damit f3(—t) = —f3(t) fiir alle t € R. Es folgt a = fiir alle & = 0,1,....

rechnen weiter:
T T/2 T
bk:/ Sin(k:wt)dt—/ sin(kwT')dt
2 0 T/2

1 1 1 1
= - —_— _— 2 _ e
. cos(km) + k cos(0) + k cos(2mk) k cos (k)

w w w w
1
= (—cos(km) + 2 — cos(km))
2
kw(l — cos(km)).
Da
1, k=0 mod 2
cos(km) =
-1, k=1 mod?2
schlieflen wir
b= (1= (1))
P kT '

Wir

(Die Schreibweise k¥ = 1 mod 2 bedeutet, dass k — 1 durch 2 ganzzahlig teilbar ist,

usw.) Die Fourierreihe lautet also

o0

wT

=>. iT ~1)¥)sin(kwT) = ° > (1 sin((2n + 1)wT).
k=1

= 2n +1)

Aufgabe 4. Man berechne die reelle Fourierreihe der in Abb. 2 dargestellten Drei-

eckimpulsfolge.

Abbildung 2: Dreieckimpulsfolge



Losung Aufgabe 4. Wir bezeichnen den betrachteten Dreieckimplus mit fy. Es gilt

4 T T
—7 -t — g <St< 7
AOEE S i (10)
7t=2 FstsT
Wir iiberlegen uns zuerst:
sin (22%) = sin (k7 + %) = sin(km) cos (%) + cos(km) sin (%) =
0, k=0,2 mod4
=<¢—-1, k=1 mod4 = —sin (gk) = Sln( ;rk) (11)
1, k=3 mod4
sowie
cos (%) = cos (km + 7rk) = cos(km) cos (WQk) — sin(km) sin (”2]“) =
0, k=1,3 mod4
=<1, k=0 mod4 = cos (%) =cos(ZE). (12)
-1, k=2 mod4
Weiter bemerken wir mit Aufgabe 2, dass a; = 0 fiir alle k = 0, 1,.... Nun rechnen wir:
9 T/4 At 3T/4 At
b, = = / —— sin(kwt dt+/ — — 2)sin(kwt) dt
| L, et [5G =2
8 3T/4 T 3T/4 T/4
= / tsin(kwt) dt — — sin(kwt) dt — / t sin(kwt) dt
T | J7/4 T/4 —T/4
_ 8 | [sin(kwt) tcos(kwt) ‘3T/4 —o- sin(kwt) ¢ cos(kwt) ‘T/4
T2 k2w? kw T/4 k2w? kw —T/4
~———
=:5(t) =:C(t)
8
T2[ (3T/4) — C(3T/4) — S(T/4) + C(T/4)
= S(T/4)+ C(T/4) + S(=T/4) — C(-T/4)] =
8
= —-4-5(-T/4
() T2 (=T/4)
8 4 ke 8-4 .
=TT e (%) T (2n)2k2 sin ()
0, k=0,2 mod4
8
T =yl 1, k=1 mod4

-1, k=3 mod4



Dabei haben wir ausgenutzt:

/tsin(kwt) dt = —t- cos(uwt) + / cos(kuwt) dt.

kw kw

Folglich erhalten wir

8 |. 1 . 1 . 1
fa(t) = 3 [sm(wt) 3 sin(3wt) + = sin(bwt) — - sin(7wt) £

I S G VL
= 2 n 1) sin((2n + 1)wt).

Aufgabe 5. Sei f: R — R stetig differenzierbar mit f(¢) — 0, wenn [t| — oo, sowie
S Nf(@)] dt < oo, [Z|f()] dt < co. Man zeige die Beziehung

flw) =jwflw), weR,

zwischen der Fourier-Transformierten f von f und der Fourier-Transformierten f’ von
f/

Losung Aufgabe 5. Wir rechnen mit Hilfe partieller Integration:

= [ e

= f(t) ’M\ / Ft)(—jw)e 9tdt = jw f(w).



