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Optimale Steuerung (mit Ubungen)

Matthias Gerdts

Optimalsteuerungsprobleme treten in einer Vielzahl von prak-
tischen Anwendungen in den Ingenieurwissenschaften, den Na-
turwissenschaften und den Wirtschaftswissenschaften auf, wie
z.B. Robotersteuerung, Simulation von Testfahrten, Steuerung
von verfahrenstechnischen Anlagen, Optimierung von Unter-
nehmensmodellen, Steuerung biologischer Systeme. In der Vor-
lesung werden zwei unterschiedliche Losungsansitze diskutiert
und angewendet. Der indirekte Ansatz basiert auf der Auswer-
tung der notwendigen Optimalitdtsbedigungen (Maximumprin-
zip) und fiihrt in der Regel auf Mehrpunkt-Randwertprobleme,
die es numerisch zu losen gilt. Der direkte Losungsansatz ba-
siert auf einer Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems.
Das diskretisierte Problem kann dann mit Methoden der nicht-
linearen Optimierung gelost werden. Aus theoretischer Sicht ist
hierbei die Konvergenz der diskretisierten Probleme von Bedeu-
tung.

Durch Anwendung der in der Vorlesung diskutierten Verfahren
und Losungsansétze sollen die Horer in der Lage sein, prak-
tisch relevante Optimalsteuerungsprobleme selbstédndig 16sen zu
konnen.

Studierende der Mathematik, Technomathematik und Wirt-
schaftsmathematik, Ingenieure

Kenntnisse aus der nichtlinearen Optimierung und der Numerik
von Differentialgleichungen sind niitzlich, werden jedoch zusétz-
lich bereit gestellt.

wird in der Volesung bekannt gegeben.
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Kapitel 1

Einleitung

Historisch entwickelten sich Optimalsteuerungsprobleme aus den Variationsproblemen.
Die Variationsrechnung wiederum wurde verstéirkt seit 1696 beachtet (obgleich es schon in
der Antike Variationsprobleme gab). Im Jahre 1696 stellte Johann Bernoulli (1667-1748)
anderen beriihmten zeitgenossischen Mathematikern, darunter Sir Isaac Newton (1643—
1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Jacob Bernoulli (1654-1705), Guillaume
Francois Antoine Marquis de L’Hospital (1661-1704) und Ehrenfried Walter von Tschirn-
haus (1651-1708), das Brachistochrone-Problem (griechisch: brachistos=kiirzeste, chro-
nos=Zeit) als Herausforderung, welches von den o.g. Mathematikern gelést werden konnte,

wenn auch mit unterschiedlichen Methoden.

'n j
Johann Bernoulli Jacob Bernoulli Sir Isaac Newton

1667-1748 1654-1705 1643-1727

Gottfried Wilhelm Marquis de Ehrenfried Walter
von Leibniz L’Hopital von Tschirnhaus
1646-1716 1661-1704 1651-1708

Eine Beschreibung des Problems mit vielen historischen Bemerkungen findet sich in
Pesch [Pes02]. Insbesondere wird dort auch der Losungsweg Johann Bernoullis mit Hilfe
des Fermat’schen Prinzips dargestellt. Unter http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/ finden

sich weitere interessante Bilder und Lebenslaufe der beriihmten Mathematiker, darunter

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

auch Johann und Jacob Bernoulli.
Optimalsteuerungsprobleme verallgemeinern Variationsprobleme, indem zwischen Steuer-
und Zustandsvariablen unterschieden wird. Stark motiviert durch militarische Anwendun-

gen entwickelten sie sich seit etwa 1950.

LEV SEMENOVICH

MagNuUs R. HESTENES
1906-1991

PONTRYAGIN
1908-1988

Der entscheidende Durchbruch gelang dem russischen Mathematiker Lev S. Pontryagin
(1908-1988) und seinen Studenten V. G. Boltyanskii, R. V. Gamkrelidze und E. F. Mish-
chenko mit dem Beweis des Maximumprinzips, welches notwendige Optimalitétsbedin-
gungen fiir Optimalsteuerungsprobleme liefert, vgl. die deutsche Ubersetzung [PBGM64].
In etwa zeitgleich gelang auch Magnus R. Hestenes [Hes64, Hes66] ein Beweis des Satzes.
Seit dieser Zeit gibt es eine Vielzahl von Beitrédgen zur Theorie und Numerik der opti-
malen Steuerung, wobei viele Bereiche der Mathematik eingehen (z.B. Funktionalanaly-
sis, Differentialgleichungen, Optimierung, Mafitheorie, Numerik). Dariiber hinaus gibt es
zahlreiche Anwendungen in den unterschiedlichsten Bereichen der Naturwissenschaften,
Ingenieurwissenschaften und Wirtschaftswissenschaften, z.B. Simulation von Testfahrten,
Robotersteuerung, Steuerung eines Unternehmens, Flugbahnoptimierung, Steuerung ver-

fahrenstechnischer Anlagen, .. ..
Notation

Wir werden im folgenden verschiedene Schreibweisen fiir die Ableitung einer Funktion
x : R — R verwenden, welche aber alle dasselbe meinen:

dx dx

2l =S =) = i)
Eine entsprechende Schreibweise gilt fiir hohere Ableitungen, also etwa

dx Az
S8 L) =) = i (b),
7, dtQ() 2"(t) = i(t)

© 2009 by M. Gerdts



Was sind Variationsprobleme?

Variationsprobleme sind Optimierungsprobleme. Jedoch ist die Optimierungsvariable an-
ders als in der endlichdimensionalen Optimierung kein Vektor des R™, sondern eine (z.B.
auf einem Intervall [a, b] stetig differenzierbare) Funktion. Es liegt also ein infinites Opti-

mierungsproblem vor. Das einfachste Variationsproblem besteht darin, das Funktional

b
Fla)i= [ fit.alt). o)
unter den Nebenbedingungen
z(a) = x4, z(b) =

zu minimieren, wobei z(-) : [a,b] — R eine auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbare
Funktion ist.

Dariiber hinaus gibt es allgemeinere Aufgabenstellungen:

e hohere Ableitungen von x kénnen auftreten

e x kann ein Vektor sein, z = (z1,...,7,)"

e r kann von mehreren Variablen abhingen, t = (t1,...,t,)"

e Es konnen Nebenbedingungen in Form von Gleichungen
h(t,z(t)) =0, t € [a,b],

oder Ungleichungen
g(t,z(t)) <0, t € |a,b],

oder Integralgleichungen
b
/ o(t, 2(t), 2/ (1)) dt = ¢

auftreten.

Was sind Optimalsteuerungsprobleme?

Das dynamische Verhalten des Zustands eines technischen, 6konomischen oder biolo-
gischen Problems kann héufig durch Differentialgleichungen beschrieben werden. Zum

Beispiel kénnen wir uns fiir die Entwicklung der Populationsgrofie einer Spezies in einem

© 2009 by M. Gerdts



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

gewissen Zeitinitervall interessieren. Oder wir mochten das dynamische Verhalten eines
chemischen Prozesses oder eines mechanischen Systems oder der Entwicklung des Gewinns
einer Firma in den néchsten fiinf Jahren untersuchen.

In der Regel kann das dynamische Verhalten eines gegebenen Systems durch Steuervaria-
blen beeinflufit werden. Zum Beispiel kann die Ausbreitung von Kaninchen durch gezielte
Einfithrung von Krankheiten oder natiirlichen Feinden beeinflufit werden. Ein Auto kann
durch Drehen des Lenkrads und durch betétigen des Gaspedals und der Bremsen gesteu-
ert werden. Ein chemischer Prozess kann hiufig durch die Erhéhung oder Verringerung
der Temperatur beeinfluit werden. Der Gewinn einer Firma kann beispielsweise durch die
Anderung von Produktpreisen oder die Anzahl der Mitarbeiter gesteuert werden.

In der Regel konnen die Zustédnde und/oder die Steuerungen eines Systems nicht jeden
Wert annehmen, sondern unterliegen gewissen Beschréinkungen. Diese Beschrinkungen
kénnen aus Sicherheitsbestimmungen oder physikalischen Begrenzungen resultieren. Z.B.
muf} die Temperatur in einem Kernreaktor unterhalb einer gewissen Schwelle liegen, um
eine Uberhitzung zu vermeiden. Ebenso sollte sich die Flughohe eines Flugzeugs stets
oberhalb der Erdoberfliche befinden. Bei der Steuerung eines Fahrzeugs ist der Lenkwinkel
physikalisch beschriankt durch einen maximalen Lenkwinkel.

Wir sind nicht nur an Zustands- und Steuervariablen interessiert, die zuléssig sind, also
alle Beschrankungen erfiillen, sondern dariiber hinaus noch eine gegebene Zielfunkti-
on minimieren oder maximieren. Beispielsweise ist eine Firma daran interessiert, ihren
Gewinn zu maximieren und ihre Kosten zu minimieren.

Insgesamt erhalten wir folgende Bestandteile optimaler Steuerprozesse:

e Die Zustandsvariablen x(t) beschreiben den Zustand eines Systems zum Zeitpunkt
t.

e Die Steuervariablen u(t) erlauben es, das dynamische Verhalten des Zustands zum

Zeitpunkt ¢ zu beeinflussen.

e Die Differentialgleichung @(t) = f(t, z(t), u(t)) legt die Anderung des Zustands zum
Zeitpunkt ¢t in Abhéngigkeit des aktuellen Zeitpunkts, des aktuellen Zustands und

der aktuellen Steuerung fest.
e Die Zielfunktion wird 0.B.d.A. minimiert.
e Die Beschriankungen fiir den Zustand und die Steuerung miissen eingehalten werden.

Ein Grofiteil der Vorlesung wird sich mit dem folgenden Optimalsteuerungsproblem beschéfti-

gen.

© 2009 by M. Gerdts



Minimiere i
ela(to) «(t) + [ folt.a(0)u(o)a
unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen
i(t) = f(t,z(t),u),  to<t<ty,
den Steuer- und Zustandsbeschrankungen
c(t,x(t),u(t)) <0,  to<t<ty,

den Randbedingungen
P(x(to), x(ty)) =0,

und den Steuerbeschrankungen

Bemerkung 1.0.1

e [Im Zusammenhang mit optimalen Steuerprozessen wird die unabhdngige Variable t
stets als Zeit interpretiert. Diese Interpretation muf§ jedoch nicht immer zutreffend

sein, so daf$ t in Wirklichkeit eine andere Bedeutung besitzt.

e Auch hier sind Verallgemeinerungen denkbar. So kann an Stelle der gewéhnlichen
Differentialgleichung auch eine partielle Differentialgleichung oder eine differential-

algebraische Gleichung auftreten.

Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

Héufig ist die Dynamik eines Prozesses nur in diskreter Form bzw. in Stufen gegeben und

die Beeinflussung des Prozesses kann nur an endlich vielen Stellen erfolgen. Sei
G:={t;|j=0,1,...,N}
ein Gitter mit N + 1 festen Zeitpunkten
o <t <...<tn.
Die Aufgabe besteht darin, eine Zustandsgitterfunktion
r:G—R", t; — x(t)),

© 2009 by M. Gerdts



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

und eine Steuergitterfunktion
u:G—R", tj — u(ty),

zu finden, so daf} die Zielfunktion

mit
fo:rGxR"xR"™ - 1R
minimiert wird unter den dynamischen Gleichungen

w(tjn) = f(t,2(t;), ulty),  j=0,1,...,N—1,
mit
f:GxR"xR"— R".
Zusétzlich miissen die Zustandsbeschrankungen
x(t;) € X(t)), j=0,1,...,N,
mit nichtleeren Mengen X (¢;) C R" und die Steuerbeschrinkungen
u(t;) € U(t;, z(t))), j=0,1,...,N,

mit nichtleeren Mengen U (¢, z) C R™ fir z(t;) € X(¢;) und j =0,1,..., N erfiillt sein.
Insgesamt erhalten wir das folgende diskrete Optimalsteuerungsproblem, welches auch als

Diskretisierung des (kontinuierlichen) Optimalsteuerungsproblems gedeutet werden kann:

Minimiere

unter den Nebenbedingungen
I(tj"rl) - f(t]7x(tj)7u(tj>>7 .].20717""]\[_17
Zl’)(tj> X(t]), jIO,l,,N,
U’(tj) < U(t%m(tj))v J=0,1,...,N.

M

Abbildung 1.1 zeigt den schematischen Aufbau eines diskreten Optimalsteuerungspro-
blems. Abbildung 1.2 zeigt einige diskrete Trajektorien fiir verschiedene Steuerungen des

diskreten Optimalsteuerungsproblems.

© 2009 by M. Gerdts




Steuerung Ug UN-1
Zustand o N S T - TN_1 - Ty
Zielfunktion Jo(to, o, uo) Jo(ty—1, TN—1,uNn—1)

1 F—------- 1 1 -
Zeit to t In—1 13N

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung eines diskreten Optimalsteuerungsproblems.

to t to R S| tn

Abbildung 1.2: Diskrete Trajektorien fiir verschiedene Steuerungen.

© 2009 by M. Gerdts



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Bemerkung 1.0.2
Oft werden die Mengen X (t;) durch Ungleichungen und Gleichungen beschrieben:

X(t;) ={z € R" | g(t;,) <0, h(t;,z) = 0}.
Entsprechend sind die Mengen U(t;,y) hdufig durch
Ut;,z) = {u € R™ | §(t;, z,u) <0, h(t;,z,u) = 0}
gegeben. Als wichtiger Spezialfall seien Boxschranken erwdhnt:

u(t;) € {v=(v1,...,0m)  €ER™|a; <v;<bj, j=1,...,m}.

Infinite Optimierungsprobleme:

Abstrakt gesehen sind sowohl Variationsprobleme als auch Optimalsteuerungsprobleme

infinite, also unendlichdimensionale, Optimierungsprobleme der folgenden Form.

Minimiere F'(z) unter den Nebenbedingungen

G(z) € K, H(z) =0y, xz €S

Die formale Ahnlichkeit zu endlichdimensionalen Optimierungsproblemen 148t sich nicht

leugnen, jedoch ist diese Aufgabenstellung wesentlich allgemeiner, denn

F o X —-R,
G : XY,
H : X—-Z7

sind Abbildungen zwischen Banachrdumen X, Y und Z, wobei ©; das Nullelement im
Banachraum Z bezeichnet. Die Menge S C X ist eine Teilmenge von X und K C Y ist
ein sogenannter Kegel, was nur bedeutet, daff mit y auch jedes Vielfache ay, a > 0 in K
enthalten ist. Im endlichdimensionalen Fall X = R" Y = R™, Z = RP wird in der Regel
der Kegel

K={y=,....uym) €R™|y;<0,i=1,...,m}

betrachtet, so dafl die ,, Ungleichungsnebenbedingung” g(z) € K auch als g(z) < 0 ge-

schrieben werden kann.

© 2009 by M. Gerdts



In der Variationsrechnung spielt der Raum X = C'([a, ], R) der auf [a, ] stetig differen-
zierbaren, reellwertigen Funktionen eine grofie Rolle. In der optimalen Steuerung werden

andere Rdume eine Rolle spielen.

Direkte und indirekte Losungsmethoden:

Bei numerischen Losungsverfahren werden direkte und indirekte Losungsverfahren unter-

schieden.
. Komplemen- )
Optimierungs- | Notwendige _ taritits- Algorithmus Kandidat
problem Bedingungen Problem

Uberpriifung auf Optimalitit (hinreichende Bedingungen)

Abbildung 1.3: Schematischer Ablauf indirekter Losungsverfahren.

Ein indirektes Losungsverfahren basiert auf der Auswertung notwendiger Bedingungen fiir
das Optimalsteuerungs- oder Variationsproblem, vgl. Abbildung 1.3. Unter Umsténden
ist es moglich, die resultierenden Bedingungen numerisch oder analytisch zu l6sen, z.B.
durch Losen eines linearen oder nichtlinearen Gleichungssystems oder allgemeiner eines
Komplementaritédtsproblems. Im allgemeinen sind die resultierenden Losungen allerdings

nur Kandidaten fiir ein Optimum.

Optimierungs- iterative/approximative Algorithmen

- Losung
problem (SQP,Bellman)

Check auf Konvergenz oder Optimalitét (hinreichende/notwendige Bedingungen)

Abbildung 1.4: Schematischer Ablauf direkter Losungsverfahren.

Direkte Losungsverfahren basieren auf einer Diskretisierung des Optimalsteuerungs- bzw.
Variationsproblems, vgl. Abbildung 1.4. Das resultierende diskretisierte Problem ist end-

lich dimensional und wird (in der Regel) durch iterative numerische Verfahren gelost. Es

© 2009 by M. Gerdts



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

stellt sich die Frage, ob die Losungen der diskretisierten Probleme gegen die Losung des

Ausgangsproblems konvergieren.

© 2009 by M. Gerdts



Kapitel 2

Beispiele

Es werden exemplarisch einige typische Variationsprobleme und Optimalsteuerungspro-

bleme vorgestellt und diskutiert.

2.1 Das Brachistochrone-Problem

Johann Bernoulli stellte 1696 die folgende Frage:

Wie sieht die Kurve y(z) kirzester Fallzeit eines Massenpunkts mit Masse m
aus, der unter dem FEinflufl der Erdanziehung reibungsfrei von einem Punkt

(a,yq) zu einem Punkt (b,yy) rollt?

Ya

Yp

y

Abbildung 2.1: Das Problem der Brachistochrone: Die Suche nach der Kurve kiirzester
Fallzeit.

Herleitung eines Variationsproblems:

Die Bewegung des Massenpunktes im (z, y)-Koordinatensystem geniigt dem Energiesatz:
Elin + Epee = const = mgc,

wobei mgc die Anfangsenergie des Massenpunkts im Startpunkt (a, y,) bezeichnet (befin-
det er sich in Ruhe, so gilt ¢ = y,). Die kinetische Energie betrigt

mU2

Ek'm = Ta

11



12 KAPITEL 2. BEISPIELE

wobei v die Geschwindigkeit des Massenpunkts bezeichnet. Die potenzielle Energie ist

gegeben durch
Epot = myy,

wobei g = 9.81 [m/s?] die Erdbeschleunigung ist.
Die Fallkurve sei parametrisiert nach der Zeit ¢ mit Bogenlédnge s, vgl. Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2: Motivation des Problems der Brachistochrone.

Fiir einen infinitesimal kleinen Zeitschritt d¢ gilt ungefahr
ds? = (s(t -+ db) — (1)) ~ (a(t + dt) — o(t))? + (y(t + dt) — y(t))? = da? + dy?

Die Anderung der Bogenlinge betrigt v = ds/dt. Aus dem Energiesatz folgt
( - m (ds*\  m (dz® + dy?
maremv =5 \ar) T2\ aer )

L+ (dy/dx)?
2g(c —y)

Umformung ergibt

dt =

Summation von a bis b und Grenziibergang liefert die Fallzeit

/W

290—

Zusammen mit den Randbedingungen y(a) = y, und y(b) = y; ergibt sich das Brachistochrone-

Problem als Variationsproblem

© 2009 by M. Gerdts



2.1. DAS BRACHISTOCHRONE-PROBLEM 13

Minimiere

_ b 1+y/(x)2 dx
P = | 29— @)

unter den Nebenbedingungen

y(a) =va,  y(b) =y

Herleitung eines Optimalsteuerungsproblems:

Wie oben gilt ds = vdt, wobei v nach dem Energiesatz durch

v =1/29(c—y)

gegeben ist. Bezeichnet v zum Zeitpunkt ¢ den Winkel zwischen der x-Achse und dem
Geschwindigkeitsvektor (dx/dt, dy/dt), so folgen

cosy = dx/ds,
siny = dy/ds.

Einsetzen von ds und v liefert die Formeln

d
d—f = V29(c—y)cosy,
d
d_gtj = 2¢g(c —y)siny.

Grenziibergang dt — 0 und Einbindung der Anfangswerte 2(0) = a und y(0) = y, liefert
das Randwertproblem

#(t) = V2g(c—yt))cosn(t),  z(0) =a,

gt) = V29(c—y@)siny(t),  y(0) = yas y(t) = yo-

Desweiteren ist die Endbedingung z(t;) = b zu beachten. Insgesamt liefern diese Betrach-
tungen das Brachistochrone-Problem als Optimalsteuerungsproblem, vgl. auch Bryson
und Ho [BH75], S.119, Sec. 3.11, Ex. 1:

Minimiere
J(ZE, y,7, tf) - 75f

unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen

@(t) = /2g9(c—y(t))cosy(t),  x(0)=a, x(t;) =0
y(t) = 2g(c—y(t))siny(t),  y(0) =ya, y(ts) = vo.

© 2009 by M. Gerdts



14 KAPITEL 2. BEISPIELE

Hinweis: Die Losung dieses Problems ist weder die direkte Verbindungsstrecke der Punk-

te (a,y,) und (b,yp), noch ein Kreisbogen.

2.2 Minimale Oberfliche

Lagrange untersuchte 1760 die folgende Aufgabe. Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet
G C R? mit glattem Rand OG. Gesucht ist eine Funktion z(z,y) iiber G mit minimaler

Oberfldche, die auf dem Rand von G vorgegebenen Randwerten geniigt:
2(z,y) = r(z,y) Y(z,y) € 0G.
Die Oberfldche des Graphen von z ist gegeben durch
J(z) = //G \/1 + 2 (z,y)? + 2 (v, y)? dvdy.

Damit lautet das Variationsproblem zur Bestimmung der minimalen Oberflache wie folgt:

Minimiere

J(z) = //G \/1 + 25 (2, y)? + 2 (v, y)? dvdy

unter den Randbedingungen

2(z,y) = r(z,y) Y(x,y) € 0G.

2.3 Minimum-Energy-Problem
Wir betrachten eine Stange in der (x,y)-Ebene, die an den Punkten (0,0) und (1,0) so

eingespannt ist, dafl sie jeweils einen gegebenen Winkel v zur x-Achse einnimmt, vgl.
Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: Das Spline-Problem (Minimum-Energy-Problem): Minimale Biegeenergie

einer fest eingespannten Stange.

© 2009 by M. Gerdts
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Gesucht ist die Biegelinie y(x) der Stange. Aus der Mechanik ist bekannt, dafl die Stange
eine Form annehmen wird, so daf§ die Biegeenergie minimiert wird. Die Biegeenergie ist

durch das Kurvenintegral
L
E = c/ K(s)*ds (2.1)
0

gegeben, wobei ¢ eine von den Materialeigenschaften der Stange abhéngige Konstante ist.

Die Biegelinie y(z) wird durch die Kurve

v:[0,1] — R, va(ﬂf):(yé))

beschrieben. Deren Bogenlénge s(z) betragt

s(z) = / ) = / TR

Die Lange L der Kurve zwischen den Punkten (0,0) und (1,0) betriagt dann

L= s(1) — s(0) = / I (@)lldz = / VIt v @) dr.

Die Funktion s(-) ist eine C'-Parametertransformation (stetig differenzierbar, injektiv,
57! stetig differenzierbar) und wir kénnen die Kurve v auch nach der Bogenlinge s para-

metrisieren geméf

F:[0,L] 5 R, €= A(0) = (s (0)).

Insbesondere gilt dann (da ' # 0)

Die Kriimmung & ist durch
k() = 7" (Ol

definiert. Insbesondere ergibt sich mit etwas Rechnung

w(s(w)) = — L@

T+ y @)

Fiihrt man in (2.1) die Variablensubstitution s +— s(x) durch, so lautet die Biegeenergie

E= C/o K(s)?ds = C/o k(s(z))’V1+y(z)2de=c i % dr.

Einarbeitung der Randbedingungen fiihrt auf das folgende Variationsproblem:

© 2009 by M. Gerdts



16 KAPITEL 2. BEISPIELE

Minimiere

Wir vereinfachen das Problem weiter und leiten ein Optimalsteuerungsproblem ab, wel-
ches als ,,Spline-Problem* oder ,, Minimum-Energy-Problem* bekannt ist. Fiir |¢/(x)| < 1

gilt ndherungsweise

E~ c/ol (y"(x))” dx.

Mit den Setzungen y;(z) := y(x), y2(x) = ¢/(x), u(z) = y”"(z) entsteht das folgende

Optimalsteuerungsproblem mit Steuerung v und Zustandsvariablen yy, y»:

Minimiere )
T = [ (u(o) do
0
unter den Nebenbedingungen

yi(x) = wp(x),  n(0)=wun()=0,
yo(z) = u(z), y2(0) = —y2(1) = tana.

Durch die zusétzliche Beschrinkung y(z) < yme, ensteht ein Optimalsteuerungsproblem
mit Zustandsbeschrankung (vgl. Bryson/Ho [BH75], S.120, Sec. 3.11, Ex. 2):

© 2009 by M. Gerdts
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Minimiere )
T (o, 1) — / (u())? de
0

unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen

vi(z) = walz),

den Randbedingungen

Die Losung dieses Optimalsteuerungsproblems beschreibt die Form eines an beiden ein-

gespannten Balkens unter einer Last.

Als numerische Losung fiir das Problem mit o = 45° und ¢4 = 1/9 ergeben sich die
folgenden Funktionen (Losungsverfahren: direktes Diskretisierungsverfahren mit N = 27

Gitterpunkten, klassisches Runge-Kutta Verfahren):

Zustand y;(x): Zustand yo(z):
0.12 1
o1 b S
05
0.08 / 5\ \
0.06 / \ 0 e L
0.04 \
/ o s
0.02
0 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Steuerung u(x):

© 2009 by M. Gerdts



18 KAPITEL 2. BEISPIELE

2.4 Vertikaler Aufstieg einer Rakete

Eine Rakete der Masse m startet zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Ruhelage auf der Erdober-
flache mit Hohe h(0) = 0 und wird senkrecht nach oben geschossen, vgl. Abbildung 2.4.

u(t)

Abbildung 2.4: Das Raketen-Problem: Vertikaler Aufstieg einer Rakete.

Der Pilot kann die Rakete durch die Schubkraft u(t) steuern, wobei die Schubkraft durch
eine maximale Schubkraft nach oben und durch Null nach unten (kein Bremsen!) be-

schrankt ist:

0 < u(t) < Umaz, t>0.

Die zeitliche Hohenbewegung der Rakete ist durch das Newton’sche Gesetz

Kraft = Masse x Beschleunigung

© 2009 by M. Gerdts



2.4. VERTIKALER AUFSTIEG EINER RAKETE 19

gegeben:
mh(t) = —mg + u(t) .
Erdanziehung Schub
Zur Vereinfachung nehmen wir an, dafl sich die Masse der Rakete zeitlich nicht &ndert
(was genau genommen nicht stimmt, da Treibstoff verbraucht wird). Desweiteren ver-

nachlassigen wir ebenfalls die Luftwiderstandskréfte.

Die Aufgabe des Piloten ist es nun, mit einer vorgegebenen Menge an Treibstoff eine vor-
gegebene Hohe H in moglichst kurzer Zeit ¢y zu erreichen. Unter der Annahme, dafl der

Treibstoffverbrauch proportional zur Schubkraft ist, mufl der Pilot also eine Nebenbedin-

/Otf u(t)dt =n

beachten, wobei 1 den Vorrat an Treibstoff bzw. Schubkraft bezeichnet. Unter Beachtung

gung der Form

der Anfangs- und Endbedingungen entsteht daraus das folgende Optimalsteuerungspro-

blem:

Minimiere
J(h,v,u,tf) = tf

unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen

und der Steuerbeschrankung

0 < u(t) < Umaz, t e [0,t].

Die Integralbeschrinkung kann wegtransformiert werden: Fiihre neue Zustandsvariable x

mit

© 2009 by M. Gerdts



20 KAPITEL 2. BEISPIELE

ein und fordere z(t;) = 7. Beachte, dafl

z(ty) = z(0) + /O fx'(t)dt = /0 fu(t)dt

gilt.

2.5 System zweier Wasserbehilter

Gegeben sei ein System aus zwei Wasserbehéltern, wobei z;(¢) das Wasservolumen in
Behilter ¢ € {1,2} und w;(t) die Abflufirate aus Behélter i zur Zeit ¢ bezeichnen, vgl.
Abbildung 2.5. Die Abflufiraten und die Wasservolumina sind durch 0 < u;(¢t) < 1 bzw.
x;(t) > 0 beschrénkt.

Jfl(t)

(51 (t)

T2 (t)

\ U9 (t)

Abbildung 2.5: System aus zwei Wasserbehiltern.

Die Differentialgleichungen fiir die Wasservolumina bei anfianglichen Volumina von x;(0) =

29 und 5(0) = 29 lauten

T1(t) = —u(t), r1(0) =z
To(t) = wi(t) —us(t), x2(0) =2z

Ziel ist es, den mittleren Durchfluss
10
/ (10 — £ (£) + tus (t)dt
0

im Zeitintervall [0, 10] zu maximieren. Insgesamt lautet das Optimalsteuerungsproblem

wie folgt:
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2.6. GEDAMPFTE SCHWINGUNG 21

Maximiere

10
J(l’l, To, Uy, UQ) = / (]_0 — t)ul(t) + tUQ(t)dt
0

unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen

I‘l(t) = —U (t),

ia(t) = w(t) —ua(t),
den Anfangsbedingungen

21(0) =2,  w2(0) = b,

den Zustandsbeschrankungen
x;(t) >0, vVt € [0,10], i = 1,2,

und den Steuerbeschrankungen

0<wu(t)<1, te0,10], i=12.

2.6 Gedampfte Schwingung

Eine von aulen durch eine Kraft u(t) angeregte Schwingung geniigt unter der Voraus-
setzung, daf die riickstellende Federkraft proportional zur Auslenkung = = z(t) ist, der

Bewegungsgleichung

mi(t) + cx(t) = u(t),

wobei ¢ > 0 die Federkonstante und m > 0 die Masse des Schwingers bezeichnen, vgl.
Abbildung 2.6. Dies ist ein sehr einfaches Modell fiir die Radauthéngung eines Autos. Zum
Zeitpunkt ¢ = 0 sei das System (etwa durch eine Bodenunebenheit) ausgelenkt: z(0) = z,
und #(0) = &¢. Die Steuerung u ersetzt den Dampfer und soll so gew#hlt werden, dafl
das schwingende System moglichst schnell in die Ruheposition z(t;) = 0 und #(t;) = 0
iibergeht. Dabei ist u beschrinkt durch [u(t)| < U, fiir t € [0, t4].
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Abbildung 2.6: Optimale Démpfung einer Radaufhdngung.

Insgesamt lautet das Optimalsteuerungsproblem wie folgt:

Minimiere
J(21, 22, u,ty) =ty
unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen
pt) = (),

1
— t) — t
~ (u(t) ~ ex(t)),
den Randbedingungen

z(0) = xy, v(0) = o, x(ty) =0, v(ty) =0,

und der Steuerbeschrinkung

—Umax S U(t) S Umaz s t e [O,tf]

2.7 Testfahrt eines Autos

Um die Testfahrt eines Autos zu modellieren, benétigen wir drei Komponenten: Ein ma-

thematisches Modell des Autos, einen Testkurs und einen Fahrer.

2.7.1 Modell des Autos

Als Modell des Autos verwenden wir das Einspurmodell. Es unterliegt gewissen verein-
fachenden Annahmen (Wank- und Nickbewegungen werden vernachléssigt), so daff die

Réder einer Achse zu einem virtuellen Rad in der Mitte zusammengefafit werden kénnen.
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Zudem kann angenommen werden, dafl der Schwerpunkt auf Fahrbahnhohe liegt, so dafl
es ausreicht, die Bewegung in der Ebene zu untersuchen.

Das folgende Fahrzeugmodell besitzt vier Steuerungen: Die Lenkwinkelgeschwindigkeit
lws| < 0.5 [rad/s], die Bremskraft 0 < Fp < 15000 [N], den Gang p € {1,2,3,4,5} und
die Gaspedalstellung ¢ € [0, 1]. Die Konfiguration des Fahrzeugs ist in Abbildung 2.7
dargestellt.

Abbildung 2.7: Geometrische Beschreibung des Einspurmodells.

Es bezeichnen:
e (z,y): Schwerpunkt des Autos
e v,vs,v,: Geschwindigkeit des Autos bzw. des Vorder- bzw. Hinterrads
e 0, 3,1 Lenkwinkel, Schriglaufwinkel, Gierwinkel
® ay,a,: Schlupfwinkel am Vorder- bzw. Hinterrad
o [y, F,: Reifenseitenkréfte vorne und hinten
o [y, Fi,: Reifenldngskréfte vorne und hinten
o ls, 1, egp: Absténde
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24

KAPITEL 2. BEISPIELE

o Fyy, Fay: Luftwiderstand in x-Richtung bzw. in y-Richtung

e m: Masse

Die Bewegung des Einspurmodells geniigt den Differentialgleichungen

veos(y — 3),
vsin(y — ),
1
E[(Fh — Fay)cos B+ Fipcos(d + ) — (Fsr — Fay)sin g
- 5f81n(5+ﬁ) )
1 . :
w, — p— [(FZT — Fa,)sin B+ Fipsin(6 + 3)

+ (Fyy — Fay) cos B+ Fyfcos( + ﬁ)],
wZ7
IL[FSJI'lf-COSé—FST'lT—FAy'GSP—I—ﬂf'lf'Sin(S},
Ws .

Die Reifenseitenkréifte hangen von den Schlupfwinkeln ab. Ein berithmtes Modell ist die

‘magic formula’ von Pacejka [PB93]:

Fsr(

vgl. Abbildung 2.8. By, B,,Cy, Cy, Dy, D,, Ey, E, sind reifenabhéngige Konstanten.

Fir(ay)
a?"

)

4000

2000

0

/ 4000 ey
2000

Fyp(ag) [N]

-2000

Fsr(ar) [N]

-4000

N B

/ -2000
-4000 [

-04 -03 -0.2

-0.1

0 01 02 03 04 04 03 02 01 0 01 02 03 04
ay [rad] a, [rad]

Dy sin (Cyarctan (Byay — Ey (Byay — arctan(Byay)))) ,
= D,sin(C, arctan (B,«, — E, (B,a, — arctan(B,«,)))) ,

Abbildung 2.8: Reifenseitenkrifte am Vorder- (links) und Hinterrad (rechts) in Abhéngig-
keit vom Schlupfwinkel.
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Die Schlupfwinkel berechnen sich zu

Oéf = 5 — a,r(:‘ta,n (M) , Qp = arctan (M) .

vcos 3 vcos 3

Der Luftwiderstand betrégt

1
Fas= o p At

wobei ¢, den cw-Wert, p die Luftdichte und A die effektive Anstromfliche bezeichnen.
Zur Vereinfachung trete kein Seitenwind auf: F4, = 0.
Unter der Annahme, dafl das Auto Heckantrieb besitzt, ist die Reifenldngskraft am Vor-
derrad gegeben durch

Fiy = —Fpy — Frgy,

wobei Fpy die Bremskraft und Fry den Rollwiderstand am Vorderrad bezeichnet. Die

Reifenléngskraft am Hinterrad lautet entsprechend

Mwheel(¢7 ,u)
R

wobel Mypeer(d, i) das Antriebsmoment des Motors am Hinterrad bezeichnet.

Er: _FBT'_FR’I“

Wir nehmen an, dafl die Bremskraft Fg, die vom Fahrer gesteuert wird, wie folgt verteilt
ist:
2 1
Fpy = gFB, Fp, = gFB-
Weitere Details zur Modellierung von Mypeei (¢, 1), Frr und Fg,, sowie Parameterwerte

konnen in Gerdts [Ger05] nachgelesen werden.

2.7.2 Testkurs
Wir betrachten einen Standardtest in der Automobilindustrie — den doppelten Fahrspur-

wechsel. Der Fahrer mufl den in Abbildung 2.9 dargestellten Kurs absolvieren.

110
15 30 25 25 15
- - _® - — ®e__8__®»_ _ L 777 -
! 1.2B+0.25)
- - - -8 - — \
‘1 H t \‘ \‘77.77“ 777777777 E l£7
, oliset p t 1.3B+40.25
— \g,rrﬁ,,;,,. ,,,,,,,,,,,,
B
| vehicle
o marking cone

Abbildung 2.9: Abmessungen des doppelten Fahrspurwechsels mit den Fahrbahngrenzen
P, und P, (gestrichelt)
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Die Grenzen des Testkurses stellen Zustandsbeschrinkungen dar und Pj(z) (untere Fahr-
bahngrenze) und P,(z) (obere Fahrbahngrenze) sind fiir ein Fahrzeug der Breite B =
1.5 [m] definiert durch:

0, falls x < 44 ,
4-hy - (z— 44)?, falls 44 < o < 4.5 .
4-hy - (x—45)% + hy, falls 44.5 < x <45,
P(z) = hs, falls 45 <2 <70,

4 hy- (70 — )2 + hy, falls 70 < x <705,
4-hy- (71 — z)3, falls 70.5 <z < 71,

\ 0, falls x > 71 |

( hy, falls z < 15 |

4-(hg—hy)-(x—15)3+hy, falls 15 <z <15.5,
4-(hg—hy) - (z—16)>+ hz, falls15.5 <z <16,
P,(x) = hs, falls 16 < x < 94 |
4-(hg—hy)-(94—2)3+ hg, falls 94 <z <94.5
4-(hg—hy)-(95—x)%+ hy, falls 94.5 <z <95,
ha, falls x > 95 |

\

mit by = 1.1+ B +0.25, hy = 3.5, hy = 1.2 B+ 3.75, hy = 1.3 - B+ 0.25.

2.7.3 Modell des Fahrers
Der Fahrer wird modelliert durch die Formulierung eines Optimalsteuerungsproblems mit
freier Endzeit ¢;. Die Einhaltung der Fahrbahngrenzen wird durch die beiden Zustands-

beschrénkungen
y(t) < Pu(z(t)) — B/2,  y(t) = P(z(t)) + B/2 (2.9)
garantiert. Die Anfangsposition des Autos in ¢ = 0 sei

((0), (0), v(0), 5(0), 1(0), . (0), 5(0)) = (=30, fre, 10,0,0,0,0). (2.10)

Um sicherzustellen, da3 der Fahrer den Kurs absolviert fordern wir noch die Endbedin-
gungen

Die letzte garantiert, dafl die Lingsachse des Autos am Ende parallel zur Fahrbahn
verlduft und soll ein Verlassen der Fahrbahn gegen Ende verhindern.

Schliellich wird der Fahrer modelliert durch Minimierung einer Linearkombination aus
Lenkaufwand und Endzeit. Dies stellt einen Kompromiss dar zwischen Schnelligkeit (mi-

nimiere Endzeit) und Sicherheit (minimiere Lenkaufwand).

© 2009 by M. Gerdts



2.8. FLUGBAHNOPTIMIERUNG 27

Insgesamt wird der doppelte Fahrspurwechsel durch das folgende Optimalsteuerungspro-

blem simuliert:

Minimiere .
f
ty+ / ws(t)*dt
0

unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen (2.2)-(2.8), den Randbedingungen
(2.10) und (2.11), den Zustandsbeschrankungen (2.9), und den Steuerbeschrinkungen

ws(t) € [-0.5,0.5), Fy(t) € [0,15000], ¢ € [0,1], u(t) € {1,2,3,4,5}.

2.8 Flugbahnoptimierung

Wiéhrend der Aufstiegsphase eines Hyperschall-Flugsystems verlangt eine Fehlfunktion,
den Aufstiegsvorgang abzubrechen. Das Flugsystem ist noch in der Lage zu mané6vrieren,
obwohl das Antriebssystem beschédigt ist, d.h. der Schub ist null. Aus Sicherheitsgriinden

wird eine Notlandeflugbhahn maximaler Reichweite gesucht, vgl. Mayrhofer und Sachs

IMS96)].

Dieses Szenario 148t sich als Optimalsteuerungsproblem fiir ¢ € [0, t¢] formulieren:

Minimiere die negative Reichweite

O(CL, pyty) = — <W)2 B (W)Q

unter den Differentialgleichungsnebenbedingungen fiir die Geschwindigkeit v, die Inklina-
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tion v, den Azimuth-Winkel y, die Hohe h, den Breitengrad A und den Léngengrad ©

1
i = ~D(v.hCp)~ — glh)siny +
+ w? cos A(siny cos A — cosysin y sin A)R(h),
, COS 4 g(h) v
= L(v,h; — -
i (U, 7CL) mu ( v R(h))COS’Y‘i‘
) L R(h)
+ 2w cos x cos A + w* cos A(siny sin y sin A + cosy cos A) ,
v
sin v
x = L(v,h;Cp)—— — tan A——
X (v, ; L)mvcos7 COS 7y €OS Y tan R(h) +
. . 9 . R(h)
+ 2w(sin x cos A tany — sin A) — w* cos Asin A cos x ,
v COS Y
h = v sin 7,
A = cosvsinx%h),
@ . v
= COSWCOSX—R(h)cosA’
mit den Funktionen!
L(v,h,Cr) = q(v,h) F CL, p(h) poexp (—Bh),
(thL) = q(v,h) F Cp(CL), R(h) = ro+h,
Cp(Cr) = Cp,+kCr? g(h) = go(ro/R(R))?,
qg(v.h) = 3p(h)v?
und den Konstanten
= 305, ro = 6.371-106, Ch, 0.017,
k= 2, po = 1.249512- (1 + p), g = 1/6900,
g0 = 9.80665, w = T7.27-107°, m = 115000.

Da das Antriebssystem beschéadigt ist, bleibt die Masse m konstant. Box-Beschrinkungen

fiir die zwei Steuerungen C, (Auftriebsbeiwert) und p (Querneigungswinkel) sind gegeben

durch

0.01 < Cp < 0.18326,
7 = M =3

LL: Auftrieb, p: Luftdichte, D: Luftwiderstand, R:

q: Staudruck

Radius, Cp: Widerstandsbeiwert, g: Erdanziehung,
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Der Anfangswert fiir den Zustand entspricht einer Position iiber Bayreuth:

v(0) 2150.5452900
~(0) 0.1520181770
x(0) | | 2.2689279889
h0) | | 33900.000000
A(0) 0.8651597102
0(0) 0.1980948701

Eine weitere Beschrinkung ist gegeben durch die Endbedingung

h(ty) = 500.

Die Endzeit t; ist frei und daher eine zusétzliche Optimierungsvariable. Schliefilich mufl

noch die Staudruckbeschrinkung

q(v7 h) S qmaa:

mit e = 60000 [N/m?] eingehalten werden.

Die folgenden Abbildungen zeigen die numerische Losung des Problems.
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Abbildung 2.10: Vergleich der numerischen Losungen mit und ohne Staudruckbe-
schrankung: 3D Darstellung der Fluglinie (oben) und der Steuerungen Cp (Auftriebs-
beiwert) und p (Querneigungswinkel) (unten, normalisierte Zeitskala).
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Kapitel 3

Variationsprobleme

Das Gebiet der optimalen Steuerung ist ein vergleichsweise junges Forschungsgebiet und
wird erst seit den 50er Jahren intensiv und systematisch untersucht. Hervorgegangen
ist das Gebiet aus der Variationsrechnung. Variationsprobleme wurden bereits im 17.
Jahrhundert formuliert, das wohl bekannteste ist das Brachistochrone-Problem. Bevor
wir in die optimale Steuerung einsteigen, ist es daher sinnvoll, mit Variationsproblemen
zu beginnen. Jedes der hier betrachteten Variationspropbleme kann als Spezialfall ei-
nes Optimalsteuerungsproblems aufgefafit werden. Betrachte z.B. das folgende Standard-
Variationsproblem:

Minimiere
b
Minimiere / f(t,z(t),2'(t))dt unter den Nebenbedingungen z(a) = z,, x(b) = .

Durch Einfithrung einer Steuerung u geméafl z’ = wu lé8t sich das Problem als Optimal-

steuerungspropblem schreiben:

b
Minimiere / f(t,z(t),u(t))dt unter den Nebenbedingungen '(t) = u(t), x(a) = x,, x(b) = .
Wir folgen weitestgehend den Darstellungen in Klingbeil [K1i88] und Gelfand und Fo-

min [GF00].

Ein Hauptresultat dieses Kapitels wird die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung sein.

JOSEPH-LOUIS

LAGRANGE

LEONHARD EULER
1707-1783 1736 - 1813
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32 KAPITEL 3. VARIATIONSPROBLEME

3.1 Das Variationsproblem mit festen Randbedingungen

Sei [a, b] C R ein kompaktes, nichtleeres Intervall mit a < b. Fiir eine gegebene Funktion
fila,b) x RxR—R

und Zahlen z,, z, € R betrachten wir zunéchst das einfachste Variationsproblem.

Problem 3.1.1 (Variationsproblem mit Randbedingungen)
Finde eine Funktion x(-) € C'([a,b],R), so daf§ das Funktional

b
F(z) = / f(t,x(t),«'(t))dt
manimal wird unter den Randbedingungen

z(a) = x,, x(b) = xy.

Der zuldssige Bereich ist gegeben durch
Y= {x € C'([a,b],R) | x(a) = x4, 2(b) = 23},

wobei
C'([a,b],R) := {x : [a,b] — R | x ist stetig differenzierbar}

den Raum der auf [a, b] stetig differenzierbaren, reellwertigen Funktionen bezeichnet.
Bei der Formulierung des Variationsproblems spielt die Funktionenklasse, aus der die
Funktion z(-) stammt, eine entscheidende Rolle. Das folgende Beispiel zeigt, dafl das
Variationsproblem mitunter keine stetig differenzierbare Losung besitzt.

Beispiel 3.1.2
Betrachte das Funktional

und die Randbedingungen x(0) = 0 und x(1) = 1. Das entsprechende Variationsproblem
besitzt keine stetig differenzierbare Losung. Tatsdchlich ist es nicht einmal iber dem Raum
der auf [0, 1] stetigen Funktionen losbar.

Offenbar gilt F(x) > 0 fir alle stetigen Funktionen z : [0,1] — R.

Betrachte nun fiir n € N die Folge stetiger Funktionen

0, fallst € 0,1 — %),
xn(t) = 1
n(t—1)+1, fallste[l— - 1]
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Es qgilt )
Pla,) = /1_1(n(t— 1)+ 1)%dt = [i(n(t— 1) +1)3] -

Grenziibergang liefert

lim F(z,) =0,  &(t):= lim z,(t) =

n—oo n—oo

0, fallste|0,1),
1, fallst=1.

Die unstetige Funktion & erfillt die Randbedingungen z(0) = 0 und (1) = 1 und mini-
miert F' wegen F(z) = 0.

Dariiber hinaus kann es keine stetige Losung x des Variationsproblems geben, denn wegen
z(1) = 1 und der Stetigkeit von x gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit x(t) > 1 — € fir
alle t € [1 —6,1]. Daraus folgt F(z) > (1 — )5 > 0. Nun gilt fiir ein geeignetes n jedoch
F(x,) < F(z) im Widerspruch zur Minimalitit von x.

Im folgenden werden wir nicht weiter auf die Frage nach der Existenz einer Losung ein-
gehen und setzen stets voraus, daf§ die zu betrachtenden Variationsprobleme eine Losung
besitzen. Vielmehr werden wir uns auf die Formulierung notwendiger Bedingungen kon-

zentrieren, da diese Bedingungen verwendet werden kénnen, um Losungen zu berechnen.

3.1.1 Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung
Wir gehen nun davon aus, dafl das Variationsproblem 3.1.1 eine stetig differenzierbare
lokale Minimallésung & besitzt. Dabei heifit £ lokales Minimum des Variationsproblems,

falls es ein € > 0 gibt mit
F(z) < F(x) Ve e U(z)NE.
Die Umgebung U.(%) ist beziiglich einer Norm || - || definiert durch
Ue(z) = {a(-) € C'([a, b, R) | ||z — &[] <&}

Die Wahl der Norm spielt eine entscheidende Rolle bei der Betrachtung lokaler Minima.
Ob eine Funktion # ein lokales Minimum ist, héngt sogar von der verwendeten Norm ab.
Fiir den Raum C'([a, b],R) bieten sich die Normen

[z[e = sup |z(t)],
a<t<b

71,00 = sup {[z(®)],]2"(¥)[}
a<t<b

an (bzgl. || - ||1.00 ist der Raum C*([a, b], R) sogar vollstindig, d.h. ein Banachraum).
Wir nennen # schwaches lokales Minimum, wenn die Umgebung in der Norm || - ||1 «

betrachtet wird. & heifit starkes lokales Minimum, wenn die Umgebung in der Norm
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34 KAPITEL 3. VARIATIONSPROBLEME

| - |loo betrachtet wird. Ein starkes lokales Minimum ist stets auch ein schwaches. Die
Umkehrung gilt i.a. nicht. Notwendige Bedingungen fiir schwache lokale Minima sind
auch notwendig fiir starke lokale Minima, jedoch nicht umgekehrt. Das folgende Beispiel
zeigt, dafl eine Funktion bzgl. der einen Norm ein lokales Minimum sein kann, wahrend

sie bzgl. einer anderen Norm kein lokales Minimum ist.

Beispiel 3.1.3

Gegeben sei das Variationsproblem

Flz) = /0 Y242t dt — min (3.1)

o Wir betrachten zundchst die Umgebung
U%(2) = {x(-) € C'([a, b, R) | |z — &1, < €}

mit € <1 und & = 0. Dann besteht U(Z) aus allen stetig differenzierbaren Funk-

tionen mat

lz(t)| <e <1, 12/ (t)] < e <1, vt € [0, 1].

Fiir diese Funktionen ist der Integrand in (3.1) stets positiv. Folglich liefert & = 0

auf der Umgebung UL>(%) ein schwaches Minimum des Variationsproblems.

o Nun betrachten wir die Umgebung
U2(2) = {2(-) € C'([a, b, R) | |z — &[] < e}
und fir q € (0,1) die stetig differenzierbare Funktion

0, falls 0 <t <gq, q+2
Tq(t) =

) tmaa} y
eplt et fallsg<t <1, 3

Wobes tyq, die Stelle bezeichnet, an der |x,| mazimal ist, vgl. Abbildung$.1.

© 2009 by M. Gerdts



3.1. DAS VARIATIONSPROBLEM MIT FESTEN RANDBEDINGUNGEN 35

) P!
0,8
0,6
0,4+
0,2
0 T T T T T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
t
Curve 1 Curve 2 Curve 3 Curve 4
Curve 5

Abbildung 3.1: Stetig differenzierbare Vergleichskurven xz, mit x,(0) = z,(1) = 0 fir
q=0.5,0.75,0.9,0.95,0.075 und € = 1.

Es gilt |z,(t)] < e und somit z,(-) € UX(&). Die Ableitung lautet

/(t) = 0, falls 0 <t <gq,
(tmaz—q)g(l—tmaz) (t—q)* =2(t—q)(1—1)), fallsq<t<1.

Diese ist fiir ¢ — 1 offenbar unbeschrinkt, so daf$ z, fir hinreichend grof$es g nicht

in der Umgebung UL>°(Z) enthalten ist.

Beachte, daf$ x,(0) = x,(1) = 0 gilt. Die Zielfunktion in (3.1) lautet
1
F(z,) = / zh (t)? + 2 (t)* dt
0

- /q [(tmax - q)4(1 — tmax)Q ((t - Q)2 - 2(t — q)(l _ t))Q

(-0 -2t— g -0)] @

_ e
(tmaw - Q)G(]- - tmax)
_ 243£%(28¢ — 28 + 8l¢)
1120(q — 1)

Fir ¢ — 1 gilt F(x,) — —oo. Somit ist x = 0 kein lokales Minimum des Variati-

onsproblems, wenn die starke Norm || - || 2zu Grunde gelegt wird.
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Fazit: Die Funktion £ = 0 ist ein schwaches Minimum, aber kein starkes. Das Problem

besitzt kein starkes Minimum.

Zur Herleitung notwendiger Bedingungen folgen wir dem historischen Weg von Lagrange.
Im folgenden verstehen wir unter lokalen Minima stets schwache lokale Minima. Die her-

zuleitenden notwendigen Bedingungen gelten damit auch fiir starke lokale Minima.

Einbettung der Losung:

Wir setzen zunéchst voraus, dafl das lokale Minimum & zweimal stetig differenzierbar
ist:
i(-) € C*([a, ], R).

Spéter werden wir diese Annahme abschwéchen. Das lokale Minimum # wird eingebettet

in eine einparametrische Schar von Vergleichskurven der Form
z(t;e) == z(t) + ev(t), a<t<b
mit Variationen
v(-) €V :={v e Ca,b],R) | v(a) =0, v(b) = 0},

siehe Abbildung 3.2.

y

Abbildung 3.2: Variationsprinzip: Einbettung der Lésung Z in eine Schar stetig differen-

zierbarer Vergleichskurven x mit vorgegebenen Randbedingungen.
Die Funktionen z(-;¢) = &(-) + ev(-) mit v € V sind wegen
z(aye) = z(a) + ev(a) = x,, z(bye) = z(b) + ev(b) =

zulissig fiir das Variationsproblem und V ist ein Untervektorraum der auf [a, ] stetig
differenzierbaren Funktionen C'([a, b], R).
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Die Funktion ¢ : R — R sei definiert durch

b
o) = Fa(e)) = / F(t,2(t) + 2v(t), & (1) + <0 (1)) dt.

Da z lokales Minimum des Variationsproblems ist, ist £ = 0 auch ein lokales Minimum

der reellen Funktion (. Notwendig gilt dann

0=¢'(0) = dils (/ f(t,2(t) +ev(t), 2'(t) + EU’(t))dt) Yo e V.

e=0

Die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration ist unter den Voraussetzungen

des folgenden Hilfssatzes moglich.

Sei g : [a,b] x [c,d] — R, (t,e) — g(t,e) gegeben. Fir jedes ¢ € [c,d] sei g(-,€) stetig.
Dariiber hinaus sei g in (t,€) € [a,b] x (c,d) stetig partiell nach e differenzierbar und g.
sei stetig auf [a,b] X [¢,d]. Dann ist die Funktion

b
G(e) == / g(t,e)dt
stetig differenzierbar in [c, d] mit
b
66 = [ ait.ep
IBEREE D- (-, o) stetig ist, ist G wohldefiniert.
Sei e* € (¢, d) beliebig. Fiir hinreichend kleine || > 0 mit ¢* 4+ h € [c, d] gilt

dt.

G(e*+h)—G(e*) bg(t,e* +h) — g(t,e*)
B / B

Wir zeigen, dafl der Grenzwert

t,e*+h)—g(t,e*
L g(te ) — gt e)

/ *\ _
gE(t,g ) N flLHO h

gleichméBig bzgl. t € [a, b] angenommen wird. Der Mittelwertsatz liefert

g<t7 e + h) - g(tv 8*)

h = gg(t,é‘* +€h)

fiir ein € € [0, 1] und somit gilt

g(t,e* +h)—g(t,e*)

h - gé(t7€*) = ’gé(t’g* + fh) - g;(tvg*ﬂ :
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Als stetige Funktion auf dem Kompaktum [a,b] X [¢,d] ist ¢ gleichmé&Big stetig. Damit

existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit
|9c(t,€" + &h) — ge(t,e7)| < &

fir alle € € [0,1], |h| < 6, €+ h € [c,d] und alle ¢t € [a,b]. Damit wird der Grenzwert
(3.2) gleichméfig bzgl. ¢t € [a, b] angenommen.
Nach einem Satz aus der Analysis kann Integration und Grenzwertbildung fiir gleichméfig

stetige Funktionen vertauscht werden und man erhélt

G(e*+ h) — G(g%)

1ok 7
Ger) = lim h
b * i *
_ lim g(t,e* +h)—glte )dt
h—0 J, h
b * . *
[ s e ostee),,
o h—0 h

b
~ [ g

Ist f stetig bzgl. der Argumente t, x, 2’ und stetig partiell differenzierbar bzgl.  und 2/,

O

so folgt
0= / Lt z(t), 2 (t)v(t) + fo, (¢, 2(t), &' ()" (t)dt Vv e V. (3.3)

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so liefert partielle Integration des zweiten Summanden

im Integral

[ a0 o= s, ool - [ (Gnea0.00) o

Einsetzen in (3.3) unter Beachtung von v(a) = v(b) = 0 liefert

0= /ab (f;(t,:f;(t),:zz’(t)) — (%f;,(t,aé(t),:z:’(t))» v(t)dt Yo e V. (3.4)

Dies ist eine sogenannte Variationsgleichung, da sie fiir alle Variationen v € V erfiillt
ist. Wir mochten nun aus dieser Eigenschaft schliefen, dal dann bereits der Term vor v

identisch Null ist. Hierzu benétigen wir das

Lemma 3.1.5 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei G : [a,b] — R stetig und es gelte

/ Gttt = 0
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fir alle stetig differenzierbaren Funktionen v mit v(a) = v(b) = 0 (also fir alle v € V).
Dann gilt
G(t)=0  VteEa,bl.

BB Annahme: Es gibt ein ¢, € [a, b] mit 0.B.d.A. G(t) > 0.

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl ty € (a,b) gilt. Denn in den Féllen G(a) > 0 oder
G(b) > 0 folgt aus der Stetigkeit von G, daf es ein ¢y € (a,b) gibt mit G(ty) > 0.

Sei also ty € (a,b) mit G(ty) > 0. Wegen der Stetigkeit von G gibt es ein § > 0 mit
G(t) > 0 fiir alle t € (tg — d,to + d). Um einen Widerspruch zu erzeugen, konstruieren wir
eine Funktion v € V mit

b
/ G(t)v(t)dt # 0.
Wegen G(t) > 0 auf (tg — 6,tg + 0) leistet jede Funktion v € V mit v(t) = 0 fiir t &
(to — 6,to+6) und v(t) > 0 fur t € (to — 0,tp + 0) das Gewiinschte, da dann
b to+6
/ G(t)v(t)dt = / G(t)v(t)dt >0
a to—0
gilt. Speziell ist
t) { (t — (to — 0))2(t — (to + 9))?, fallst € [to — d,to + 4],
v =

0, sonst

eine solche Funktion. O

Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung auf (3.4) liefert die

Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung
d
R63(0,80) - ( GL030.50)) =0 te il (3.5)

Zusammenfassend haben wir folgende notwendige Bedingung bewiesen:

Satz 3.1.6
Sei i(-) € C?*([a,b],R) ein lokales Minimum des Variationsproblems 3.1.1. Die Funktion
[ sei stetig bzgl. t,x, 2" und zweimal stetig partiell differenzierbar bzgl. t, x und x'. Dann
erfillt & die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung (3.5) in |a, b].

Definition 3.1.7 (Extremale)

Jede Lésung & von

(63(0,70) - (G L030.50)) = o (3.6)
z(a) = x,, x(b) =xy (3.7)
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40 KAPITEL 3. VARIATIONSPROBLEME

heifit Extremale des Variationsproblems 3.1.1. Fine Extremale heifst regulér, wenn

fow(t,2(1),2(1) #0 V€ [a,b]
qilt.

Die Extremalen des Variationsproblems sind also Kandidaten fiir ein Optimum. Ob eine
Extremale tatsdchlich ein Optimum ist, kann in der Regel nur mit Hilfe hinreichender
Optimalitétsbedingungen iiberpriift werden.

Wir wollen die notwendigen Bedingungen niaher untersuchen und setzen zur Abkiirzung

Folt] = fo(t, 2(2), (1))

und analog fiir die anderen partiellen Ableitungen. Die Euler-Lagrange’sche Differential-
gleichung (3.5) ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, wie die ausfiihrliche

Darstellung
Folt] = Fanlt] = foa[t]2'(8) — fou[t]2"(t) = 0 (3.8)

zeigt. Zusammen mit den Randbedingungen z(a) = x, und x(b) = x; entsteht ein Rand-
wertproblem fiir 7.

Eine Entartung liegt vor, wenn f7, , = 0 gilt. In diesem Fall tritt 2 im Randwertproblem
nicht auf und es besitzt i.a. keine Losung fiir beliebige Randwerte x, und x;, da bereits
eine der Randbedingungen geniigt, um die Losung festzulegen. Die zweite Randbedingung

ist damit in der Regel nicht mehr erfiillbar.

Spezialfille:

(a) Die Funktion f hénge nicht explizit von = ab. Dann folgt f.[t] = 0 und die Euler-
Lagrange’sche Differentialgleichung (3.5) reduziert sich zu

%f;,(t,j;(t),gz'(t)) —0, telabl

Integration bzgl. t liefert

fr(t,&(t), &' (t)) = const, t € la,b].

(b) Die Funktion f hénge nicht explizit von ¢ ab. In diesem Fall heifit das Variations-

problem 3.1.1 auch autonom.

Definiere die Hamilton-Funktion H : [a,b] x R x R — R durch
H(t,z,2") = f(t,x,2") — 2’ - fL(t,z,2").
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Dann gilt
SH0.80) = J+ 2080 + L0 - O - 05 51
= a0 (21 - )
= 0. =
Also:

Beispiel 3.1.8 (vgl. Beispiel 3.1.2)

Minimiere

unter den Nebenbedingungen

Sei & ein lokales Minimum. Die Fuler-Lagrangesche Differentialgleichung lautet

d

0= folt,2(8), #'(6)) — — for (8, 2(1), 2'(1)) = 22(t).

Die einzige Lisung ist somit z(t) = 0, die allerdings nicht die Randbedingung z(1) = 1

erfillt. Somit ist das Variationsproblem nicht losbar.

Beispiel 3.1.9 (vgl. Beispiel 3.1.3)

Minimiere

unter den Nebenbedingungen

Sei T ein lokales Minimum. Die Fuler-Lagrangesche Differentialgleichung lautet

0= fo(t,2(t),2'(t)) — 7 (t,2(t), 2 (1) = —22"(t) — 62" (1)2"(t) = —22"(t) (1 + 32'(1)) -
Wir unterscheiden 2 Falle:
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(a) Es gilt " (t) = 0. Damit gilt ¥'(t) = Cy mit einer Konstanten Cy. Weiter gilt dann
z(t) = Cy + Cit mit einer Konstanten Cy. Die Randbedingungen liefert 0 = z(0) =
Co und 0 = (1) = Cy + Cy = Cy. Somit ist (t) = 0 eine Extremale. Wir haben

friher bereits gesehen, dafS sie ein schwaches lokales Minimum ist.

(b) Es gilt '(t) = —5. Damit gilt &(t) = Co — 5t mit einer Konstanten Cy. Aus der
Anfangsbedingung folgt 0 = &(0) = Co und somit #(t) = —3t. Diese Funktion erfiillt
die Endbedingung (1) = 0 jedoch nicht und ist daher keine Extremale.

Beispiel 3.1.10

Minimiere

unter den Nebenbedingungen
z(a) = zq, x(b) = xy.

Sei & ein lokales Minimum. Die Fuler-Lagrangesche Differentialgleichung lautet

d

0= filt (), (1) - =

tf;, (t,z(t),2'(t)) = 22(t) — 22" (1).

Ansatz: (t) = exp(At). Einsetzen liefert
exp(At) (M2 —=1)=0 & A==
Da die Differentialgleichung linear und homogen ist, lautet die allgemeine Lisung
z(t) = Cexp(t) + Cyexp(—t).
Die Konstanten C und Cy sind durch die Randbedingungen festgelegt:

zo = Ciexp(a)+ Crexp(—a)
x, = Crexp(b) + Crexp(—b).

Beispiel 3.1.11 (Brachistochrone)

Wir betrachten wieder das Brachistochrone-Problem mit x, < z, und ¢ = x,: Minimiere

b 1+ 2/(t)?

a R 29(xa - l‘(t))J

F(zx) = dt

::f@:va/)
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unter den Nebenbedingungen
z(a) = x4, x(b) = xy.
Das Problem ist autonom (t tritt nicht explizit auf) und notwendig gilt
H(t, z(t),2'(t)) = k, t € [a,b] (3.9)
mit einer Konstanten k fir die Hamiltonfunktion

H(t,x,2') = f(t,z,2")—a - fL(t,z,2")
RN '

2Wwa—2) NI @V /29— 1)
1

VI @290 —2)
Ist k =0 in (3.9), so folgt ein Widerspruch. Im Fall k # 0 kann (3.9) nach &' aufgelost

werden und es folgt

j,(t):i\/1—2k2g(g;a—§:(t)) :i\/Qg—(a:a—:%(t)) 2o L

2k2g(z, — 2(1)) Te—2(t) T 2k%g

Wegen x, < x, ist nur die Losung mit dem Minuszeichen sinnvoll (negative Ableitung
der Fallkurve!). Diese separable Differentialgleichung kann durch Trennung der Variablen

geldst werden und besitzt die implizite Losungsdarstellung

_/i T
Ta QC_(xa_$) e “

Die Substitution x, — x = 2 sin*(0/2) = ((1 — cos()) liefert

0 ~ ~
f—a— 2g/ §in2(0/2)d0 = (6 — sin ).
0

Insgesamt erhalten wir die folgende Parameterdarstellung der Lisung (sie beschreibt eine
Zykloide):

t—a = ((f—sind),
T—x, = —((1—cosb), 0<0<4b.

Die Konstanten 0 und ¢ (bzw. k) sind durch die Endbedingungen

b—a = ((0f —sinby),
Ty —x, = —((1—cosby)
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festgelegt.
Speziell ergeben sich fiir die Daten a = 0,b = 1,2, = 0,2, = —1 die Werte { =~
0.5729170375, 0 ~ 2.412011144 und die folgende Lisung:

0
-0.1
-0.2 \
-0.3 \
-0.4 \ \
-0.5

-0.6 \

-0.7 AN
-0.8
-0.9
-1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Es sei jedoch bemerkt, daf$ die Giiltigkeit der Euler-Lagrange-Gleichung fraglich ist, da f

n xr = x4 singuldr ist.

Abschwichung der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen:

Das erhaltene Resultat ist noch etwas unbefriedigend, da wir voraussetzen mussten, dafl
die Losung zweimal stetig differenzierbar ist, obwohl das Variationsproblem {iber dem
Raum der einmal stetig differenzierbaren Funktionen formuliert wurde. Allerdings kénnen

wir in (3.3), also in
b

0= [ L0300 + Lt 20O Ok eV,

anstatt des zweiten Terms auch den ersten Term partiell integrieren. Es gilt

/fé(t@(t),i’(t))v(t)dt:[P(t)v(t)]Z—/ P(t)v'(t) dt

Einsetzen in (3.3) unter Beachtung von v(a) = v(b) = 0 liefert die Variationsgleichung

b
0= / (fL(t.2(t), # (1) — PO W' (D)dt Yo e V. (3.10)

Leider konnen wir hier das Fundamentallemma der Variationsrechnung nicht anwenden,

da v’ lediglich stetig ist. Jedoch gilt ein &hnliches Resultat:
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Lemma 3.1.12 (Lemma von DuBois-Reymond)
Sei G : [a,b] — R stetig und es gelte

/b Gt)W' (t)dt =0  Yve.

Dann ist G konstant, d.h. es gilt

G(t) = const ¥Vt € [a,b].

_ Betrachte die Konstante

1 b
C:= b—a/a G(t)dt.

/b(C' — G(t))dt = 0. (3.11)
Definiere v(-) € C*([a, b], R) durch

Dann gilt

v(t) ::/ (C' — G(7))dr.

Wegen v(a) = v(b) = 0 ist v € V. Geméaf der Voraussetzung des Lemmas erfiillt das

spezielle v die Beziehung
b b
0 :/ G(t)v'(t)dt :/ G(t)(C — G(t))dt. (3.12)
Multiplikation von (3.11) mit C' und Subtraktion von (3.12) liefert
b
0= / (C — G(t))? dt.
Also muf} G(t) = C fiir alle t € [a, b] gelten. O

Anwendung des Lemmas von DuBois-Reymond auf (3.10) liefert die Euler-Lagrange’sche

Integralgleichung

it z(t),2' (1) =C +/ fo(r,2(7), &' (7)) dr, (3.13)

die fiir eine Konstante C fiir alle ¢ € [a, b] erfiillt ist. Nun ist aber die rechte Seite der
Gleichung nach t differenzierbar (falls f.[t] stetig ist) mit

% (C+/: Fi(r, &(r), & (7)) dT) = [,(t,2(t), 2 (1)).
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Da (3.13) eine Identitét in ¢ darstellt, mufl auch die linke Seite nach ¢ differenzierbar sein,
d.h. der Ausdruck

d AP
& (30, (1)
existiert fiir alle t € [a,b] und es gilt die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung (3.5).

Achtung: Dies bedeutet nicht, dafl die Beziehung

G L0500 3/00) = £+ FL1020) + £ 0030

gilt (vgl. (3.8)), da hierfiir # € C?([a, b], R) bendtigt wird!
Damit konnen wir Satz 3.1.6 unter schwécheren Voraussetzungen formulieren:

Satz 3.1.13
Sei & € C([a,b],R) ein lokales Minimum des Variationsproblems 3.1.1. Die Funktion
[ sei stetig bzgl. t,x, 2" und einmal stetig partiell differenzierbar bzgl. x und x'. Dann

erfillt & die Euler-Lagrange’sche Integralgleichung (3.13) und die Euler-Lagrange’sche
Differentialgleichung (3.5) in [a,b].

Beispiel 3.1.14 (Gelfand und Fomin [GF00], S. 16)
Betrachte

F(x) = /_1 f(t,x(t),2'(t))de, flt,x, 2y = 2?2t — 2)?

unter den Randbedingungen

Das Minimum F (&) = 0 wird offenbar durch die stetig differenzierbare Funktion
R 0, falls —1<t<0,
Z(t) =
2, fallsO<t<1

angenommen. Diese ist jedoch nicht zweimal stetig differenzierbar in t = 0. Trotzdem

erfillt sie die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung, da
Lt a(t),#(t) = 2&(t)(2t—3'(t))* =0,
fo(t,2(1),2'(1) = —2a()*(2t —2/(t) =0
fir alle t € [—1,1] gelten.

Im folgenden werden wir sehen, dafl die Extremale automatisch zweimal stetig differen-
zierbar ist, wenn sie regulér ist. Dieses Phéinomen beobachtet man héufig: Die optimale

Losung weist eine hohere Glattheit auf, als die Problemformulierung erwarten 1&8t.
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Wir setzen voraus, dafl f stetig und zweimal stetig partiell differenzierbar bzgl. ¢, x und
2’ ist. Dann gilt mit Anwendung des Mittelwertsatzes fiir Zwischenstellen 6; € [0, 1],
i=1,2,3:

L aE,#) = Tim FL(t+ Rt +h), 3" (t+ h)) — fL(t,@(t), 7 ()

dt h—0 h
— lim fu(t+h,2(t+h),2'(t+h) — fo(t,2(t+h),2(t+h))
h—0 h
i L&+ h), 2 (t+ h)) — fL(t,z(t), 2 (t+ h))
h—0 h
g D8 B @) E (4 D)) — f (1 2(0), 8 (4 1))
h—0 h
. frt+bh,2(t+h),Z(t+h) R
= o h
+ lim Mot 2 () 4 O2(2(t + h) — 2(t)), & (t+ h)) (Z(t + h) — 2())
h—0 h
g D (6 (), 21(2) + O3 (3 (£ 4 h) — &'(6))) ('(¢ + B) — (1))
h—0 h
= [ou(t,2(0), (1) + [, 2(0), 2(2)) - 2'(2)
(0, 2(0) - lim T 2T

Da die Ableitung % f2,[t] existiert, muf auch der Ausdruck auf der rechten Seite existieren.
Im Fall f7, ,(¢t,2(t),2'(t)) = 0 kann nichts iiber den Grenzwert

o~ Y
lim & (t+h)—1'(t)
h—0 h

ausgesagt werden. Gilt jedoch f7, ,(t,2(t),2'(t)) # 0, so mufl der Grenzwert existieren,

was bedeutet, dafl 2’ in ¢ differenzierbar ist bzw. & in ¢t zweimal differenzierbar ist.

In Ergdnzung zu Satz 3.1.13 erhalten wir:

Satz 3.1.15
Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.1.13 sei f zweimal stetig partiell differen-

zierbar nach t, x und x'. Dann ist & in allen Punkten t mit

Forar (6, 2(2), 2 (1)) # 0

zweimal differenzierbar.

3.2 Variationsprobleme ohne Randbedingungen und natiirliche
Randbedingungen

In Abwandlung von Problem 3.1.1 betrachten wir nun Variationsprobleme ohne Randbe-

dingungen.
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Problem 3.2.1 (Variationsproblem ohne Randbedingungen)
Finde eine Funktion x(-) € C'([a,b],R), so daf} das Funktional

F(x) ::/ f(t, x(t), 2 (t))dt

mainimal wird.

Der zuléssige Bereich lautet diesmal
Y = CY([a, b], R).

Wir gehen wieder davon aus, dafl das Variationsproblem 3.2.1 eine zweimal stetig differen-
zierbare lokale Minimallosung & besitzt. Das lokale Minimum z wird wieder eingebettet

in eine einparametrische Schar von Vergleichskurven der Form
z(t;e) == z(t) + ev(t), a<t<b

mit Variationen v(-) € C'([a,b],R) = X. Beachte, dafl die Variationen diesmal keinen
Randbedingungen geniigen miissen. Abbildung 3.3 zeigt einige Konkurrenzfunktionen fiir
Problem 3.2.1.

Abbildung 3.3: Variationsprinzip: Einbettung der Lésung Z in eine Schar stetig differen-

zierbarer Vergleichskurven .

Unter den Voraussetzungen in Abschnitt 3.1.1 gilt fiir

p(e) = F(Z + ev)
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notwendig

0 = ¢(0)

_ d% ( / " F£(0) + eo(t), £(8) 4 5v’(t))dt)

= / Fot, 2(2), 2 (0)v(t) + fi(t, (), 2(1))v' (t)dt

(63 (0,7(0) - (5720050, 3/0)) ) oloyi

b
.2l - [
fiir alle v € C'([a, b],R), wobei im letzten Schritt partiell integriert wurde. Dies ist wieder
eine Variationsgleichung.
Wiéhlen wir die speziellen Variationen v € V C C*(]a, b, R), also solche mit v(a) = v(b) =

0, so folgt fiir diese wieder

0= [ (sea0.50) - (G .aw.5) ) oo

und das Fundamentallemma der Variationsrechnung liefert die Euler-Lagrange’sche Dif-
ferentialgleichung (3.5).

Es verbleiben die Bedingungen

0 = [f(t,2(8), & (0)o(0)]; = fo (b, 2(b), &' (0)0(b) — fo(a,#(a), & (a))v(a),  (3.14)

die fiir alle v € C*([a, b], R) erfiillt sein miissen. Wihlen wir Variationen mit v(a) = 0 und
v(b) # 0 bzw. umgekehrt mit v(a) # 0 und v(b) = 0, so ist (3.14) nur erfiillt, wenn die

natiirlichen Randbedingungen

fula,2(a),#'(a)) =0, fu(b,2(b), (b)) =0 (3.15)

gelten. Insgesamt erhalten wir den folgenden Satz (vgl. Satz 3.1.6).

Satz 3.2.2
Sei 7(-) € C*([a,b],R) ein lokales Minimum des Variationsproblems 3.2.1. Die Funkti-
on [ zweimal stetig partiell differenzierbar bzgl. t, x und x'. Dann erfillt & die Euler-
Lagrange’sche Differentialgleichung (3.5) in [a,b] und es gelten die natirlichen Randbe-
dingungen (3.15).

Bemerkung 3.2.3
Ist nur in a die Randbedingung x(a) = z, vorgegeben, so gilt Satz 3.2.2 entsprechend mit
der natirlichen Randbedingung f.,(b, &(b),z'(b)) = 0 in b, und umgekehrt.

Beispiel 3.2.4
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Betrachte das Brachistochrone-Problem ohne die Bedingung x(b) = xy: Minimiere

b 1 ()2
F(x) = d0) dt
. V29, — (D)
::f(?vrxle)

unter der Nebenbedingung

z(a) = z,.
Die natiirliche Randbedingung liefert

z'(b)

0= o (b, 2(b), 2'(b))

und somit

Aus Beispiel 3.1.11 ist folgendes bekannt:

:i‘l(t) _ _\/QC — (xa - j(t» ZC — 1

()

Mt der natiirlichen Randbedingung folgt

oz;e’(b):—\/%_(x“_j(b)) = 20 =ux,—2(b).

xq — Z(b)
Wie in Beispiel 3.1.11 kann die Lésung in Parameterform dargestellt werden:

t—a = ((0—sinb),
T—x, = —((1—cosb), 0<0<46,.

Die Konstanten 0 und ¢ (bzw. k) sind hierbei durch die Bedingungen

b—a = ((Qf—sinef),
2(b) —x, = —2¢=—C(1 —cosby)

festgelegt. Aus der letzten Gleichung folgt 8y = . Die erste Gleichung liefert dann ¢ =

(b —a)/m. Insgesamt erhalten wir die Parameterdarstellung

t—a = b_—“(e —sin 0),
T

h—
T—T, = — a(l—cos@), 0<0<m.
0

Speziell erhalten wir fiir die Daten a = 0,b = 1,2, = 0 die folgende Lésung:
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3.3 Schrige Variation und Weierstrass-Erdmannsche Eckenbe-
dingungen
Bei der Herleitung notwendiger Bedingungen sind wir bisher stets davon ausgegangen,
daf die Losung (mindestens) stetig differenzierbar ist. Auch fiir die Variationen v haben
wir stets stetig differenzierbare Funktionen verwendet. Es gibt jedoch auch Variationspro-
bleme mit stiickweise stetig differenzierbaren Extremalen.
Beispiel 3.3.1 (Gelfand und Fomin [GF00], S. 61)
Das Funktional

F(x):/ 2()2(1 — 2/(t))2dt

1
soll unter den Randbedingungen x(—1) = 0 und x(1) = 1 minimiert werden.

Das Funktional nimmt fir die Funktion

) 0, fir —1<t<0,
T(t) =
t, firo<t<l1

ihr Minimum F(z) = 0 an. Die Funktion % ist in t = 0 nur stetig, aber nicht differenzier-

bar. Allerdings erfillt sie die FEuler-Lagrange’sche Differentialgleichung.

Um auch Variationsprobleme mit geknickten Extremalen oder sogar unstetigen Extre-
malen behandeln zu kénnen, definieren wir zunédchst einen geeigneten Raum, iiber dem

wir minimieren mochten.

Definition 3.3.2
Der Raum C1([a, b], R) der auf [a,b] stiickweise stetig differenzierbaren, reellwertigen Funk-

tionen bestehe aus allen Funktionen, die mit Ausnahme von endlich vielen Punkten t; €
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(a,b), i = 1,...,m stetig differenzierbar sind und an den Stellen t;, i = 1,...,m be-

schrinkte links- und rechtsseitige Ableitungen besitzen, d.h.

CY([a,b],R) := {x a0 = R

dJa=th<t1 <...<tp <tpmy1=0>0":
x|(tj,tj+1) S C’l((tj7t]+1)’R)7 |x,<t;t>| <0

Es bezeichnen x(t;), o' (t;) die linksseitigen und x(t}), 2'(t;) die rechtsseitigen Grenz-

werte von x bzw. =’ in t; € (a,b).

Wir beschrinken uns im folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf nur eine Unste-

tigkeitsstelle a < t; < b und betrachten

Problem 3.3.3 (Variationsproblem)
Finde eine Funktion x(-) € C}([a,b],R), so daff das Funktional

F(z,a,ts,b) := g(a,ts,b,x(a),x(t;),x(t:),x(b))+/ f(t, z(t), o' (t))dt

minimal wird, wobei zusdtzlich Randbedingungen x(a) = x, oder x(b) = x}, gegeben sein

konnen.

Uber die Problemstellungen 3.1.1 und 3.2.1 hinaus, kénnen die Stellen a, t,, b frei beweg-
lich sein. Sie sind also nicht von vornherein festgelegt. Da diese Stellen frei sind, geniigt
es nicht mehr, nur die Extremale Z in eine Schar von Funktionen einzubetten. Zusétzlich
miissen auch die Zeitpunkte a, ts, b variiert werden, um zusétzliche notwendige Bedingun-
gen zu erhalten, die diese Punkte festlegen. Als Vergleichsfunktionen lassen wir sdmtliche
stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen zu, allerdings mit variierten Zeitpunkten.
Sei & € C1([a, ], R) ein lokales Minimum von Problem 3.3.3 mit dem Anfangszeitpunkt a,
der Nichtdifferenzierbarkeits- bzw. Unstetigkeitsstelle £, € (@,b) und dem Endzeitpunkt b.

Variable Zeittransformation:

Fiir € € R sei
T('> g) : [Tw Tb] - [CL(E), b(&)], T T(T7 5)

eine bzgl. 7 und ¢ zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zusétzlich seien

a(e) = T(74,¢), (3.16)
be) = T(m,e), (3.17)
ts(e) = T(1s,8), Toa<Ts<Tp (3.18)
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Die Funktionen a(e), b(e) und ¢,(¢) sind Verschiebungen der Punkte @, b und £,.
Fiir € = 0 soll die ,richtige® Zeit entstehen, d.h.

T=t=T(7,0)
und
a = a(0)="1T(r,,0),
b = b0)=T(n,0),
ty = t,(0)=T(r,,0),
vgl. Abbildung 3.4.
A A
80 T 80 g
| /’
: T(,) | (
0 : - ~ X 0 > ; -
W n e hE) e
| /
_50 : _50 i’

Abbildung 3.4: Variable Zeittransformation: Variation der Zeitpunkte.

Differentiation der Identitét 7 =t = T'(7,0) liefert

oT
1= =—(1,0).
67_ (7_7 O)

Insbesondere folgt mit der Stetigkeit der Ableitung und dem Satz iiber implizite Funktio-

nen, dafl sich 7,, 75 und 7, aus (3.16)-(3.18) in einer Umgebung
—€0 < € < €

berechnen lassen.

Einbettung der Losung:

Die Losung # wird in eine Schar von Funktionen z(-,¢) € C!([a(¢),b(¢)],R) eingebettet,

die in t4(e) € (a(e),b(e)) eine Unstetigkeitsstelle besitzen kénnen. Genauer gelte
JI<~,€) : [CL(g)? b(g)] - ]R7 t— $(t,€) = $(T<T, 6)75)'
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Fiir ¢ = 0 soll wiederum die Loésung entstehen, d.h.
z(t) = x(t,0) = z(T(7,0),0).

Da abhéngig voneinander sowohl das Zeitintervall als auch die Funktion auf dem Zeitin-

tervall variieren, spricht man hier von einer schrigen Variation.

i (t)
~

! |
! I

! |

! |

! |

! |

! |

|

L _
|

b b

Q>
@
—
™
S—

(Y
®

~
)
—~

™
SN—

b(e)

Abbildung 3.5: Schrige Variation: Variation der Zeitpunkte und der Vergleichsfunktionen.

Variation des Zielfunktionals:

Einsetzen der Vergleichsfunktionen in das Zielfunktional liefert

= g(a(e),ts(e),b(e), z(ale), €), x(t; (), ), 2(t] (€), €), x(b(e), £))
b(e)
+ f<t7x(t75)ua#(t15))dt
a(e)

= gla(e), tu(e), b(e), x(a(e), €), 2(t; (¢), €), (£ (€), €), 2(b(e), €))

ts(e) b(e)
[t [ falte).ait o)
a(e) ts(e)

Die Substitution ¢ = T'(7,¢) liefert die Bezichungen

ts(e) Ts
/ Fta(t, ), 2l (te))dt = / F(T(r,2), 2(T(r, ), €), 2(T(r, ), )T (., €)dr.

ft, x(t,e),x,(t,e))dt = /Tb f(T(r,e),x(T(r,¢),e), x,(T(,¢),¢))TL(T,e)dr.

ts(€)
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Da ¢ fiir ¢ = 0 minimal wird, gilt notwendig

0 = ¢'(0)
9o - 7270, 0) + g;, - TL(75,0) + g, - TL(, 0)
+ 9z, - (74(7a, 0) - TL(74,0) + 2L(7%, 0))
+d,- - (23(r57,0) - TU(77,0) + 2l(77,0))
g+ (275, 0) - TU7S, 0) + 2l(7]F,0))
+9z, - (24(1,0) - T/(7, 0) + (7, 0))

# [ 10+ 28] ) T 0) 4 247,0)

+ fulr] - (@ (7,0) - T/(7,0) + 2(7, 0)) } - T7(7, 0) +£[7] - T (r, 0)]d¢

# [T TR0+ ] @ 0) - T 0) 4 247,0)
ALl (0, 0) - T, 0) 4 (7,0 } - Tr.0) +£1r]- T

= g, TU7a,0) + g, - TL(7s,0) + gj - TU(7,0)
+, + (24(7a,0) - TZ(7a, 0) + 2(7, 0))
+g, - (z(r,0) - TU(r;,0) + 2(7;,0))
+g,s - (23(rF,0) - TU(7, 0) + 2l(7,0)
+05, - (241, 0) - TL(7,0) + (7, 0))

o {{f;m P 0) 4 fLf] - alh(r, )} - T, 0) + Sl - T2 (7,0)
{2l 0) & fLl] -l o>}] ir
o {{f;m LI ar0) & FLl] - alh(r ) T, 0) + f1r] - T (r,0)

Ll 2, 0) + fulr] - 2 o>}] i

wobei ¢ jeweils in (a,i,,b,&(a), (), 2(), z(b)) und f in (7,2(7), % (7)) ausgewertet

werden. Wir formen die Integrale weiter um, indem wir die Beziehung

D] T 0) = ] T 0)

dr
H{filr] + folr] - @i (7,0) + fulr] - 2 (7,0) } - T/ (7,0) -T.(7,0)
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ausnutzen. Es gilt

/[]‘” - / [%(fm'Te’(7=0>>+{f;[f]-x;(ﬂ0>+f;,[¢]-x;;(f,o)} dr
- {fm } / {f2[r] - 2L(7,0) + fL[7] - wli(r,0) Y.

Partielle Integration des zweiten Terms unter dem Integral liefert

/|::|d7‘ = {f[T]-Té(T,O)‘Ff;’[T]'w;(T,O)]:

+/ (f;m —~ %f;/[f]) -l (7,0)dr

= {(f[T] —23(7,0) - fulr]) - TU(7, 0) + fulr] - (2l(7,0) + 2i(7,0) - T{(7,0))

+ [ (#- gpo)) a0y

Analog wird das andere Integral behandelt. Im folgenden verwenden wir zur Abkiirzung

Ts

Ta

die Bezeichnungen
da = d'(0) =T.(1,,0),
oty = t.(0) =T.(rs,0),
6b = V(0) = Tm,0),
ot(r) = TUr

Su(r) = (d%x(T(T,s),g)) )

= (7, 0) - T(7,0) + 2(, 0),

sowie die sogenannte Hamiltonfunktion
H(t,x,2') = f(t,x,2') — 2" - fL(t,x,2).
Insgesamt folgt somit

0 = (9o~ Hrl) da+ (g, + H[r]] = H[z[]) - 6ts + (g5 + H[m]) - b
(9, — furlral) - 0x(7a)

(g;; — fulrs ]) -0x(7)) (3.19)
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fiir beliebige Variationen 6t und dx.

Die Variationsgleichung (3.19) behilt ihre Giiltigkeit auch, wenn Randwerte x(a) oder z(b)
bzw. Zeitpunkte a,t, oder b fest vorgegeben sind, wobei dann nur zuléssige Vergleichs-
funktionen und betrachtet werden. Zum Beispiel sei a fest vorgegeben. Dann werden
nur Zeitvariationen 7' mit 7'(7,,¢) = 7, = a fiir alle ¢ betrachtet. Differentiation liefert
T!(7Ta,e) = 0 und da = 0. Ist z(a) = z, vorgeschrieben, so werden nur Vergleichskurven x
mit x(1'(7,,¢),€) = x, betrachtet. Differentiation liefert dx(a) = 0. Da die Variationen dt
und dx ansonsten beliebig waren, lassen sich mit Hilfe des Fundamentallemmas der Varia-
tionsrechnung aus der Variationsgleichung (3.19) die folgenden notwendigen Bedingungen

ableiten:

(i) Die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung

d
AGE AR

gilt intervallweise in (a,£,) und (f,,b).

(ii) Schaltbedingungen:

— Ist a frei, so gilt
g, by, b (@), 200, #(H),3(0)) — H(a,#(a),#/(@) = 0. (3.20)

Ist a fest, so gilt da = 0.
— Ist b frei, so gilt

gi(a, s, b, 2(a), 2(E0), 2(ED), 2(b)) + H (b, &(b), 2 (b)) = 0. (3.21)

Ist b fest, so gilt b = 0.
— Ist t4 frei, so gilt

. A (3.22)

Ist t, fest, so gilt oty = 0.

(iii) Natiirliche Randbedingungen:

— Ist x(a) frei, so gilt
G (0, 15,0, 8(a), 2(8), 2(), (b)) — fu(a, #(a), #(a)) = 0. (3.23)
Ist z(a) fest, so gilt dz(a) = 0.
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— Ist z(b) frei, so gilt

g, (0,15, b, 2(a), 2(E), &(E]), 2(0)) + f1.(b, 2(b), #'(0)) = 0. (3.24)
Ist 2(b) fest, so gilt 6z(b) = 0.
— Sprungbedingungen:
0t by 2(a), 2(00), 2(E0),2(0) + o (i, 2(E0), #(E) = 0, (3.25
g, (a,ts,b,2(a), &(8), 2(t), #() — fu (b, 2(10), &/(E)) = 0. (3.26)

Spezialfille:

e Hiufig ist man nur an Extremalen interessiert, die zumindest stetig sind, d.h. es
muf z(t;) = z(tf) gelten. Dann gilt auch dz(t;) = 0x(¢t)) in und aus der Va-
riationsgleichung (3.19) folgt an Stelle der Sprungbedingungen (3.25)-(3.26) die

erste Weierstrass-Erdmannsche Eckenbedingung:

Stetige, aber nicht stetig differenzierbare Extremalen werden auch geknickte Ex-

tremalen genannt.

e Hingt ¢ nicht explizit von der Sprungstelle ¢, ab (es gilt also g; = 0) und ist ¢, frei,
so folgt aus der Schaltbedingung (3.22) die Stetigkeit der Hamiltonfunktion in £,:

~ ~ ~ ~

H(t;,2(8),4'(8)) = H(t, 2(8),7'(8))
Dies ist die zweite Weierstrass-Erdmannsche Eckenbedingung.

Bemerkung 3.3.4

e Zum Begriff der Variation:

Die n-te Variation der unabhdngigen Variablen ist definiert als
dn

5nt(7) = @T(T, 5)

Die n-te Variation der abhdngigen Variaben ist definiert als

e=0

Die n-te Variation der Zielfunktion ist definiert als

F = %F(m(-,g),a(e),ts(s),b(e))

a:O‘
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e In den vorangehenden Abschnitten hatten wir stets nur die spezielle Einbettung

(7o, 0] = la,bl,
T(r,e) = T,
z(t,e) = Z(t) +ev(t)

betrachtet.

e Die Schaltbedingungen legen implizit freie Zeitpunkte a,ts oder b fest. Die natiirli-
chen Randbedingungen legen freie Randwerte x(a) oder x(b) fest. Die Sprungbedin-
gungen legen implizit den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert von x in t
fest.

Insgesamt stellen die notwendigen Bedingungen ein Mehrpunkt-Randwertproblem
dar!

e Die notwendigen Bedingungen gelten analog fiir endlich viele Sprungstellen a < t; <
o<ty < b

o Anstatt die Integrale zuerst auf Integrale mit festen Schranken zu substituieren, kann

auch die Leibniz-Regel verwendet werden:

h(e) h(e)
d%/g(a) i ndr= /g<s) file, t)dt + (e, h(e))W (€) — f(e, 9(€))g'(€)-

3.4 Die zweite Variation: Notwendige Bedingung von Legendre
Wir betrachten nun wieder das einfachste Variationsproblem 3.1.1:
b
F(z) = / f(t,z(t),2'(t))dt — min unter  z(a) = x,, x(b) = .
a z€1([a,b],R)

Durch Einbettung des lokalen Minimums 2 in die Schar z(-;¢) und Einsetzen der Ver-

gleichsfunktionen in F' erhielten wir die skalare Funktion

() = F(x(¢)) = / ft,z(t) +ev(t), z'(t) + ev'(t))dt, ve.

Aus der notwendigen Bedingung erster Ordnung ¢’(0) = 0 folgte die Euler-Lagrange’sche
Differentialgleichung.

Nun ist es naheliegend, auch notwendige Bedingungen zweiter Ordnung auszuwer-
ten. Dazu sei f zweimal stetig differenzierbar. Notwendig gilt in einem lokalen Minimum

d2

b
0<¢"(0)= = F(se)| _ = / (freltho(®)? + 2f [0V (t) + fla [t (1)?) dt.

(3.27)

e=0
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Legendre hatte nun die Idee, den Integranden zu einem vollstédndigen Quadrat zu ergénzen.
Dazu nutzte er die folgende Beobachtung. Fiir eine beliebige Funktion w € C*([a, ], R)

gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b d 9 2 b _
/a = (v®)Pw() dt = [v(0)w(®)] =0,

wobei v(a) = v(b) = 0 ausgenutzt wurde. Addition dieses Integrals zu (3.27) liefert
b
0 < / (faaltlo(®)? + 2f70 ({00 () + [ (L0 (6)* + 20()0 (Dw(t) + v(t)*w' (1)) dt

b

= / (0(t)* (fralt] + @' (1) + 2000 (1) (frw[t] +w(t)) + 0/ (@) frolt]) dt - (3.28)
Falls w die Differentialgleichung
bzw. im Fall f7, ,[t] # 0 die Differentialgleichung

rlt] + w(t))”
w/ t — ( xx[
0=

in [a, b] erfiillt, so kann (3.28) geschrieben werden als

0< / ’ (v’(t) v m>M)2 £ [Hdt.

'z’ [t]

— fualt] (3.29)

Da v € V beliebig ist, folgerte Legendre, dafl
It 2(t), 7 (t) >0 Vit € [a, b] (3.30)

z'x!

gelten muf.

Warnung: Diese Herleitung besitzt einen Schwachpunkt. Es ist nicht sicher, dafl die
Riccati-Differentialgleichung! (3.29) eine auf ganz [a, b] erklirte Losung besitzt. Daher
ist die ,,notwendige Bedingung® (3.30) formal auch noch nicht bewiesen. Dennoch ist sie
richtig, denn es gilt der folgende Satz.

Satz 3.4.1 (Notwendige Bedingung von Legendre)
Sei f zweimal stetig differenzierbar im Variationsproblem 3.1.1. Desweiteren sei T €
C1([a, b],R) ein lokales Minimum des Problems. Dann gilt (5.50).

BB Wi zcigen die Behauptung indirekt und nehmen an, daB es ein ¢; € (a, b) gibt
mit
fora (t1, 2(t1), #'(t1)) < 0.
!Differentialgleichungen der Form 2'(t) + g(t)z(t) + h(t)x(t)> = k(t) heilen Riccati-

Differentialgleichungen. Die Losungen lassen sich aufler in Sonderfillen nicht geschlossen angeben, siehe
Walter [Wal90], S. 26.
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O.B.d.A. kénnen wir aufgrund der Stetigkeit von f), , annehmen, dafl ¢; im offenen In-
tervall liegt.
Wegen der Stetigkeit von f7, , gibt es dann eine Konstante k # 0 und ein h > 0 mit

flat21),2(t) < —k*<0  Vte (t, —3h,t; + 3h).

z'x’!

Wir konstruieren eine spezielle Funktion v, so daB ||v]|o klein und ||| groB wird. Eine

solche Funktion ist

0, falls a <t < t; — 3h,
2 (t— (k= 3h))?,  fallst; —3h <t <t —2h,
o(t) =4 Lo Lt —(ty —2h)), fallst; —2h <t <t —h,
1_ﬁ(t—t1)2, falls t;, —h <t <t, +h,
| symmetrisch zu ¢ = ¢,

Man priift leicht nach, dafl

1 1
vE Cl([a7b]7R>7 |U(t)| < ]-7 |U/(t)| < ﬁ7 |U,(t)| - % in < |t - t1| < 2h.

Da f zweimal stetig differenzierbar ist, gibt es Konstanten M, My > 0 mit
[frlt] < My, |l < My Vit € [a,b).

Einsetzen von v in (3.27) liefert
b
0 < ¢'(0)= / (P20 (t)? + 207 [0 (8) + i (£)2) dt
t1+3h
_ / (P[0 ()2 + 207 [0 (1) + s [0 (8)%) dt.

1—3h

Abschatzen der Summanden liefert

t1+3h 12hM2
/ 2o + 27 o) (t)dt < 6RM; + o = 6(hM; + My),
t1—3h
t1+3h 2 2
! 6hk 3k
L [ (#)2dt < — =-——<0.
[ mera < S-S
Insgesamt:
" 3k?
@ (O) §6(hM1+M2)—% <0

fir A hinreichend klein. Dies widerspricht ¢”(0) > 0. O

Sogar die verschirfte Bedingung von Legendre
[l 80, #(1) >0 V€ [a,)
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ist nicht hinreichend fiir starke lokale Minimalitdt, wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 3.4.2 (vgl. Beispiel 3.1.3)

Gegeben sei das Variationsproblem

unter den Randbedingungen
z(0) = z(1) = 0.

Die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung fiir ein lokales Minimum lautet
23/ (t) + 33/ (t)* = const

und folglich

&'(t) = const.

Zusammen mit den Randbedingungen folgt z(t) = 0.
Wegen
fo (@t z(t), 2 (t) =2462'(t) =2 >0
=0
ist die strenge Bedingung von Legendre erfillt. Allerdings haben wir in Beispiel 3.1.3

bereits gesehen, daff £ = 0 nur ein schwaches Minimum und kein starkes ist.

Es sei noch bemerkt, dal die verschérfte Legendre-Bedingung allein auch nicht hinrei-
chend fiir schwache lokale Minimalitét ist. Es wird noch eine Zusatzbedingung benotigt
(Einbettbarkeit bzw. Jacobi-Bedingung), vgl. Klingbeil [K1i88], S. 75, Satz 3.5. Auf hinrei-
chende Bedingungen fiir starke und schwache lokale Minima wollen wir hier nicht weiter

eingehen. Fiir detaillierte Betrachtungen sei auf Klingbeil [K1i88], Paragraph 2 verwiesen.

3.5 Indirekte Losungsverfahren

Das indirekte Losungsverfahren besteht in der numerischen Losung der aus den notwen-
digen Bedingungen resultierenden Randwertprobleme mittels Mehrfachschiessverfahren
oder Differenzenverfahren. Hierauf werden wir spéter im Zusammenhang mit Optimal-

steuerungsproblemen genauer eingehen.

3.6 Direkte Losungsverfahren

Im Gegensatz zu indirekten Verfahren, die in der numerischen Erfiillung der notwendigen
Bedingungen bestehen, basieren direkte Losungsverfahren auf einer Diskretisierung des
zu Grunde liegenden Variationsproblems. Das diskretisierte Variationsproblem stellt in
der Regel ein endlichdimensionales, nichtlineares Optimierungsproblem dar und kann mit

bekannten Verfahren der nichtlinearen Optimierung gelost werden. Da direkte Verfahren
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kein explizites Wissen iiber notwendige Bedingungen verlangen, sind sie besonders anwen-
derfreundlich. Allerdings stellt sich aus theoretischer Sicht die Frage nach der Konvergenz
der direkten Losungsverfahren, da sie auf einer Diskretisierung des Ausgangsproblems

basieren.

3.6.1 Ritz-Verfahren
Ausgangspunkt sei das Problem

min  F(z) unter z € X, (3.31)

wobei F' eine hinreichend glatte Funktion und X der zuldssige Bereich seien. Beim ein-

fachsten Variationsproblem (3.1.1) hatten wir etwa

F(z) = /ftx '(t))dt,
Y = {z() € C'([a,b],R) | z(a) = x4, z(b) = 13}

Die Idee des Ritz-Verfahrens besteht nun darin, die unendlichdimensionale Menge 3 in
(3.31) durch die endlichdimensionale Menge Yy C ¥ mit Xy C 3 C ... C Xy C ... zu
ersetzen, wobei N ein Diskretisierungsparameter sei (etwa die Dimension von Yy). Dies
fithrt auf das Problem

min  F(z) unter z € Xy. (3.32)

Um dieses Problem numerisch handhabbar zu machen, sei {¢y,...,¥n} eine (endliche!)
Basis von Yy, d.h. jedes Element x € ¥y 148t sich darstellen als Linearkombination

N

= Zci@bi, ¢ € R.

=0

Mit der Basisdarstellung ist (3.32) dquivalent zum folgenden Optimierungsproblem.

Problem 3.6.1 (Ritz-Approximation des Variationsproblems)

Fiir festes N € N minimiere

F(cotho + ...+ cnton)

beziiglich der Koeffizienten ¢ = (cq, ...,cy)" € RN unter der Nebenbedingung

cotho + ... + NN € XN,

Es bezeichne 2y (-) eine Losung des Problems 3.6.1. Natiirlich ist man an der Konvergenz

der Folge {Zn(:)} gegen ein Optimum z(-) des Ausgangsproblems (3.31) interessiert. Es
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ist einsichtig, dal eine Konvergenz in der Regel nur dann moglich sein wird, wenn jede
Funktion z(-) € ¥ hinreichend gut durch eine Funktion xy(-) € X approximiert werden
kann. Mit anderen Worten: Man muf} dafiir sorgen, dafl die Mengen X fiir N — oo gegen
Y (in einem geeigneten Sinne) konvergieren. Genauer definieren wir:

Definition 3.6.2
{En} heifst vollstindig, wenn fir jedes x(-) € ¥ und jedes ¢ > 0 ein N = N(e) und ein
zn(-) € Xn existiert mit

|lzn — 2| < e.

Der folgende Satz sichert zumindest die Konvergenz der Zielfunktionswerte (aber nicht
unbedingt der Folge {Zx}!):
Satz 3.6.3 (Konvergenz)
Sei {Xn} wvollstindig und F : ¥ — R stetig. Desweiteren sei p = inf,ex F(x) > —o0.
Dann gilt
lim F(Zy) = inf F(x),

N—oo €Y

wobet Ty ein Optimum von Problem 3.6.1 sei.

BEEE Scic > 0 und g = inf,ex F(2). Sei 2* € © mit F(z*) < p+ ¢e. Aus der
Stetigkeit von F folgt die Existenz eines § = 0(e) mit

|F(x) — F(z")| <e Y|z — x| < 9.
Da {¥y} vollsténdig ist, gibt es ein N und ein zy € Xy mit |[|zy — 2*|| < d. Folglich gilt
|F(zn) — F(2*)| <&  bzw. F(zn) < F(2")+e < pp+ 2. (3.33)
Wegen ¥y C ¥ folgt fiir jedes Optimum Z von Problem 3.6.1 mit (3.33)
pw<F(zy) < Flxy) < p+ 2e.

Da e > 0 beliebig war, folgt
lim F(Zy) = p.

N—oo

Bemerkung 3.6.4

Die Konvergenz der Folge {Zy} ist gezeigt, wenn z.B.
F(z) — F(z) > o||z — Z|| Ve e X
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mit einer Konstanten o > 0 gilt. Denn aus der Konvergenz der Zielfunktionswerte folgt
dann zwangsliufig auch die Konvergenz der Folge {z}. Allgemeiner folgt die Konvergenz,

wenn

F(x)— F(z) > o]z — %) Vee X
mit einer Funktion o : [0,00) — [0,00) mit den Eigenschaften
lim o(||lz — 2[|) = 0,0(0) =0,

und 0 st die einzige Nullstelle von o.

Wir geben noch kurz konkrete Basisfunktionen an, die fiir Variationsprobleme mit min-

destens stetigen Extremalen geeignet sind. Wir fithren das Gitter
Gy :={t;|i=0,1,...,N}

mit Gitterpunkten

a=ty<t1<ta<...<tn=0b

und Schrittweiten h; :=t;41 —t;, i =0,..., N — 1 ein. Definiere auf [a, b] die Funktionen
t1 —t
L fallsty <t <ty
Po(t) = th — 1o
0, sonst,
t—1;_
. L ofallst;, <t<t,
i — li1
Gilt) = § BTt e <t <ty i=1...,N-1,
Liv1 — 1 -
0, sonst,
t—1in_
— N falls ty g <t < ty,
Yn(t) = In —tn-1
0, sonst,

vgl. Abbildung 3.6.
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to 3] ti1 t; tit1 In-1 tn
I
I
I
I
I
I
|
I
| | | | | |
| | | | | | |
to ty ti1 t; Liv1 tn—1 tn
L | | | |
| | | | | | |
to t ti1 t; it InN-1 tn

Abbildung 3.6: Stiickweise lineare Basisfunktionen ), (oben), )y (unten), ; (Mitte).

Die Funktionen 1;, ¢ = 0,1,..., N sind eine Basis des Splineraums
SN([aab]aR) = {S<) € C([CL?b]aR) ‘ 8(')|[tj,tj+1] S Pl([tjathrl]) fiir ] = 07 s 7N - 1} )

wobei P! die Menge der Polynome vom Grad 1 bezeichnet. Das folgende Beispiel zeigt,
wie mit Hilfe der Basisfunktionen und dem Ritz-Verfahren Ndherungslosungen konstruiert
werden.

Beispiel 3.6.5 (vgl. Beispiel 3.3.1)

Das Funktional
1
:/ x(t)*(1 — 2/(t))*dt

1

soll unter den Randbedingungen x(—1) = 0 und z(1) = 1 minimiert werden und nimmt
fur die Funktion

. 0, fir —1<t<0,
B(t) = )
t, fir0<t<l1

das Minimum F(z) =0 an.
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Wir lésen Problem 3.6.1 mit den angegebenen speziellen Basisfunktionen v;, 1 =0,..., N
auf [a,b] = [—1, 1] mit dquidistantem Gitter und Schrittweite h = (b —a)/N = 2/N. Die
Funktionen
N
w(t) = ci(t)
i=0

sind zuldssig, falls x(—1) = 0 und x(1) = 1 gelten. Wegen ¢;(—1) = 1;(1) = 0 fir
i=1,...,N =1 und po(—1) = n(1) =1 folgt

0=2x(—1) = c, 1=2xz(1) = cn.

Fiir das Intervall [t;,t;11] sind lediglich die Funktionen 1; und ;1 interessant; alle an-

deren Basisfunktionen v, j # 1,1+ 1 verschwinden. Folglich gelten

x(t) = Cﬂbi(t) + Cz’+1¢z’+1(t) =G = + Cit1 = ( = ) +1( )7
h h h
/ Ci+1 — G
t) = ——.
(1) :
Damit folgt

tit1 tz+1 (tig — 1 : t—t, 2 = 2
/ $(t)2(1—x’(t))2dt _ / (ci(tisa )J;:QCH( ) (1_c+1h c) i@t
t;

h
3

2 3 3
( Cit1 — Cz) < Cit1 & )
h Ci+1 —Ci  Cigy1 — G

1
= ﬁ (Cz2 + ciCip1 + C?—i—l) (h +c; — CZ‘_H)Q .

Summation tber die Teilintervalle liefert

Fle)= 3h Z (¢ + e + ) (h e —cin)’,
=0

wobei co = 0 und cy = 1 zu beachten sind.

Die Abbildung zeigt die mit einem Quasi-Newton-Verfahren berechneten numerischen Re-
sultate fir N =3 (blau), N =5 (grin), N =9 (rot), N =15 (schwarz).
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1,
0.8

ool N Fehler in || - || Fehler in || - ||1

' 3 0.3333333493 0.1111111164

51 0.3953369505¢ — 1 | 0.3437144026¢ — 2

041 71 0.2728050641e — 1 | 0.5760929335¢ — 3

9| 0.2113621644¢ — 1 | 0.8800931852¢ — 4

0.2 11 | 0.1729078558¢ — 1 | 0.1604114144e — 4

13 | 0.1463144155¢ — 1 | 0.3062933142¢ — 5

0 15 | 0.1268123509¢ — 1 | 0.6187234292¢ — 6
-0.2

08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1

fime

In Ergédnzung zu den oben betrachteten Basisfunktionen sind die folgenden Basisfunktio-

nen sinnvoll:

e B-Splines (die oben betrachteten Funktionen ); sind spezielle B-Splines). Die B-
Splines liegen dicht im Raum der stetigen Funktionen, vgl. Kincaid und Cheney [KC02],
S. 385/386.

e Polynome:

z(t) = ag +art + ... +ant™

Die Menge der Polynome ist dicht im Raum C([a,b],R), vgl. Schonhage [Sch71],
S. 28. Jede stetige Funktion auf [a, b] kann also beliebig genau durch ein Polynom

hinreichend hohen Grades approximiert werden.
e trigonometrische Polynome (Fouriersummen):
N
x(t) = ag + Z ay cos(kt) + by, sin(kt)

k=1

Die Menge der trigonometrischen Polynome ist dicht im Raum der stetigen, 27-

periodischen Funktionen, vgl. Schénhage [Sch71], S. 28.
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3.6.2 Finite Differenzenverfahren

Wir betrachten wieder das einfachste Variationsproblem (3.1.1):

(t, ¢ unt — 2., 2(b) = 1. 3.34
egluﬁb]R /f x(t),2'(t))dt unter z(a)=x,, x(b) =z (3.34)

Wir unterteilen das Intervall [a,b] in N € N Intervalle und fithren das Gitter
Gy :={t;|i=0,1,...,N} (3.35)
mit Gitterpunkten
a:t0<t1<t2<...<t1\7:b

und Schrittweiten h; := t;47 — t;, ¢ = 0,..., N — 1 ein. Die Zahl h := max h; heifit

i=0,...,

auch Maschenweite. Oft ist Gy eine dquidistante Unterteilung des Intervalls [a, b] mit
konstanter Schrittweite h = (b — a)/N und Gitterpunkten t; = a 4+ ih, i =0,..., N.

Approximation des Integrals:

Das Integral in (3.34) approximieren wir auf dem Gitter Gy durch die Riemann-Summe
N-1

/ Pt (), ()t = 3 haf (, 5(t), 2/ (1)),

1=0

Approximation der Ableitung:

Die Ableitung 2'(t;) approximieren wir auf dem Gitter durch den Vorwértsdifferenzen-

quotienten

tiv1) —x(l; :
x'(ti)zm( H)h il ), i=0,...,N—1.

Unter Verwendung dieser Approximationen erhalten wir folgende endlichdimensionale Ap-

proximation des Ausgangsproblems:
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Problem 3.6.6 (Finite-Differenzen-Approximation des Variationsproblems)

Finde eine Gitterfunktionen
I‘N<) . GN - R, tz — IN(ti),

so daf

N-1
ti1) — an(t;
th‘f (ti;l'N(ti)axN( H)h 2l ))
i=0 '
minimal wird unter den Nebenbedingungen

QTN(tO) = Zgq, xN(tN) = Tp.

Fiir h — 0 bzw. N — oo besteht die Hoffnung, dafl die Losungen & x(-) der approximier-

ten Variationsprobleme gegen die Losung Z(-) des Ausgangsproblems (3.34) konvergieren.

Bemerkung 3.6.7
In der obigen Herleitung des diskretisierten Problems haben wir uns auf die einfachsten

Approzimationen beschrdankt, d.h. unter geeigneten Voraussetzungen gelten lediglich

[ 5ttt O3t = 3 g o), 0)] = 000
und . .
izg?x_l I/(ti) JI( z‘+1)h: ZE( z) — O(h)
mit h = max h,.

i=0,...,N—1
Zur Approximation des Integrals und der ersten Ableitung konnen natirlich auch Ap-

proximationen hoherer Ordnung (z.B. Trapezregel oder Simpsonregel fir das Integral und
passende Approximationsordnung fir ') verwendet werden. Dies fiihrt in der Regel zu

einer schnelleren Konvergenz () — z(-) fiir N — oc.

Wir skizzieren noch kurz, wie ein Konvergenzbeweis fiir das Finite-Differenzen-Verfahren
aussehen konnte. Wir beschréanken uns auf Problem 3.6.6 mit dquidistanter Schrittweite
h=(b—a)/N, N € N. Problem 3.6.6 ist ein endlichdimensionales Optimierungsproblem
in den Optimierungsvariablen x; := xy(t;), i = 1,..., N — 1. Die Werte 2 und zy sind

durch x, und z; festgelegt und konnen eliminiert werden. Es gilt also, die Funktion

N-1
~ Tit1 — T4
F(xla"wa—l) = E f (tiax’b +lh )
=0
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zu minimieren (den Faktor h lassen wir weg). Die KKT-Bedingungen lauten dann

0=

o ~
F(ZL‘l,‘..,l’N_l), ’L:1,7N—1
bzw.

6:)3,-
i1 — T 1 i+1 7 L LT
0=/ (tm%) % (fi*’ (tx %) — (ti‘l’xi_l’%))

fir « = 1,..., N — 1. Diese Gleichung interpretieren wir als Diskretisierung der Euler-

Lagrange’schen Differentialgleichung

L 1, w(t), 2/ (1))

0= fa/c (t7x(t)7x,(t)) - dt

Ein Beweis lautet in Kurzform so:
Konsistenz + Stabilitdat = Konvergenz.

Konsistenz:

Sei = exakte Losung. Zeige mittels Taylorentwicklung fiir alle s =1,..., N — 1:

f (ti, #(t), @(tiﬂ)h— i‘(tvz))

Stabilitat:

Firz;,i=1,...,N — 1 sei

Tiv1 — T 1 T — Ty _ T; — Tj—
g = fr (tz’,fu %) - (f;f (ti,l"i, %) — f (ti—lafvi—lv %))

fir i = 1,...,N — 1. Zeige: Es gibt » > 0, so daf} es fiir alle z;, : = 1,..., N — 1 mit
~N—1|€i] <7 eine von N (und h) unabhéngige Konstante S gibt mit

77777

Konvergenz:

Ist das Verfahren konsistent und stabil, so gilt mit ; = &(t;):

omax  |2(t) —@ill <5 _max el = Oh).

Damit wére die Konvergenz gezeigt.

Das Hauptproblem bei dieser Argumentation ist der Nachweis der Stabilitét.
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Kapitel 4

Optimalsteuerungsprobleme: Theorie

Sei [to,tf] C R ein nichtleeres, kompaktes Intervall mit Intervallgrenzen ¢, < t; und
U C R™ eine abgeschlossene Menge. Die Zeitpunkte ¢, und t; seien fest vorgegeben.
Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dafl diese Annahme keine Einschrankung dar-
stellt, da Probleme mit freien Zeitpunkten stets auf Probleme mit festen Zeitpunkten

transformiert werden konnen.

Desweiteren seien die folgenden (hinreichend glatten) Abbildungen gegeben:

v : R"™ xR"™ — R,

fo : [to,ts] x R™ x R™ — R,
[ [to,tf] x R™ x R™ — R",
Y o R"™ x R"™ — R"™,

c o [to,ty] x R™ x R™ — R",
s ¢ [to,tf] x R"™ — R™.

Wir betrachten in diesem Abschnitt Optimalsteuerungsproblemen, die von der folgenden

Form sind:
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Problem 4.0.8 (Optimalsteuerungsproblem)
Finde einen Zustand x € WH>([tg, t;], R"™) und eine Steuerung u € L>([to, t7], R™),
so dafl die Zielfunktion

iy
platto),alts) + [ foltalt), u(t)d (11)
to
manimal wird unter Beachtung der Differentialgleichung

B(t) = f(ta(t),ut))  fi. in [t t], (4.2)

den Randbedingungen
(x(to), 2(ty)) = On,, (4.3)

den gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen
c(t,z(t),u(t)) <0, [t an [to, ty], (4.4)
den reinen Zustandsbeschrinkungen
s(t,z(t)) <0, in [to, ty], (4.5)
und den Mengenbeschriankungen

u(t)yeUd  fd.in [to, ty). (4.6)

Bemerkung 4.0.9

e Die Problemklasse 4.0.8 enthdlt verschiedene Teilprobleme, da wir auch n. = 0
(gemischte Steuer- und Zustandsbeschrdinkungen treten nicht auf), ns = 0 (reine
Zustandsbeschrinkungen treten nicht auf), ny, = 0 (Randbedingungen treten nicht

auf) zulassen wollen. Hingegen sollen stets n, > 1 und n, > 1 gelten.

e Je nach Gestalt der Zielfunktion (4.1) wird das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8

auch

Bolza-Problem (0 £ 0 und fo #Z0) oder
Mayer-Problem (o £ 0 und fo =0) oder
Lagrange-Problem (o =0 und fo £0)

genannt.
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e Die Randbedingungen (4.3) sind hdufig von der speziellen Gestalt

T T = E )—SU()
Ula(to). 2(t)) ( St )

mit einem gegeben Vektor xy € R™.

e Die Unterscheidung zwischen gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen (4.4)
und reinen Zustandsbeschrinkungen (4.5) ist aus theoretischer Sicht notwendig, da
die beirden Beschrdankungstypen theoretisch unterschiedlich behandelt werden miissen.

Aus numerischer Sicht ist diese Unterscheidung nicht unbedingt nétig.

Wir benétigen einige Bezeichungen und Definitionen.

e Das Problem 4.0.8 heifit autonom, wenn die Funktionen fy, f, ¢, s nicht explizit von
der Zeit t abhédngen.

o (z,u) € Whe([tg, ts], R™) x L®([to, ts], R™) heifit zuldssig fiir das Optimalsteue-
rungsproblem 4.0.8, falls die Beschrankungen (4.2)-(4.6) erfiillt sind.

e Ein zulédssiges Paar (z,u) heifit schwaches lokales Minimum von Problem 4.0.8,

wenn es ein € > 0 gibt mit

et ate) + [ e, 20). 600 < plotto) att) + [ ot a0t

fir alle zuldssigen (x,u) mit || — 2|10 < € und ||u — @0 < €.

e Ein zuldssiges Paar (2, 4) heifit starkes lokales Minimum von Problem 4.0.8,

wenn es ein € > 0 gibt mit

et ate) + [l 20). 600 < plotto) o) + [ e al0) e
fiir alle zuléssigen (z,u) mit ||z — 2| < €.

Wiederum sind starke lokale Minima auch schwache lokale Minima, wobei die Umkehrung
nicht gilt. Notwendige Bedingungen fiir schwache lokale Minima gelten auch fiir starke
lokale Minima, jedoch nicht umgekehrt. Es macht Sinn zwischen starken und schwachen
lokalen Minima zu unterscheiden. Betrachte z.B. eine unstetige Steuerung. Dann wiirde
eine kleine Umgebung in der L*°-Norm nur aus allen Funktionen bestehen, die in den
selben Punkten Unstetigkeiten besitzen. Dies schrinkt die Klasse von zuléssigen Ver-
gleichsfunktionen bzgl. der Steuerung stark ein. Andererseits fithren kleine Variationen
in den Unstetigkeitspunkten zu kleinen Variationen im Zustand (der sich durch Losen
der Differentialgleichung fiir die gestorte Steuerung ergibt). Daher ist es sinnvoll, nur

Storungen in x zu betrachten, was auf den Begriff der starken Minima fiihrt.
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4.1 Transformationen

Wir diskutieren, wie einige alternative Klassen von Optimalsteuerungsproblemen auf die

Form in Problem 4.0.8 transformiert werden konnen.

Freie Anfangs- bzw. Endzeit < feste Zeit:

Problemstellungen mit freien Zeitpunkten ¢, und/oder ¢; werden durch die Zeittransfor-
mation
t(7) :==to + 7(t; — to), T € [0,1],

auf ein Problem mit festem Zeitintervall 7 € [0, 1] transformiert.

Definiere den neuen Zustand & durch

2(1) = x(t(7)) = x(to + 7(ty — to))
und die neue Steuerung @ durch

u(r) = u(t(r)) = ulto + 7(ty —to)).

Differentiation des neuen Zustands bzgl. der neuen Zeitvariablen 7 liefert die neue Diffe-

rentialgleichung

(1) = @(to+7(ty —to))-t'(7)
= (tf — to) . f(lfo + T(tf - tg),.ﬁlﬁ(to + T(tf - to)),u(to + T(tf - to)))
= (ty —to)f(to + 7(ty — o), z(7), u(r)).

Die Groflen t, und/oder ¢; kann man entweder als reelle Optimierungsvariable mitfithren

oder als zusétzliche, konstante Zusténde interpretieren, die den Differentialgleichungen

to(r) = 0, to(0) frei,
te(r) = 0, t7(0) frei

geniigen. Insgesamt lautet das transformierte Problem:

Minimiere (Z(0),z(1)) + /0 (ty —to) folto + 7(ty —to), z(7),u(r))dr

unter

F(r) = (b — to)flto + 7ty — 1), (), a(r)) it in [0,1],
P(E(0),7(1) = On,
c(to+71(tr —to),z(7),u(r)) < 0Op, f.i. in [0, 1],
s(to+7(ty —to),z(1)) < Oy, in [0, 1],
u(r) € U f.i. in [0, 1]
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Transformation nicht-autonomer Probleme auf autonome Probleme:

Nicht-autonome Problemstellungen werden durch Einfiihrung eines zusétzlichen Zustands

in ein dquivalentes autonomes Problem transformiert. Dabei ist die explizit auftretende

Zeit t in den Funktionen fy, f, ¢, s durch den neu eingefiithrten Zustand 1" zu ersetzen:

Minimiere go(x(tg),x(tf))—l—/tffo(T(t),x(t),u(t))dt

unter

#(t) = fT@),2(t),ut)) L in [, ts],
Tt) = 1,

U(x(to), z(ty)) = On,,
T(t)) = to,

c(T(t),z(t),u(t)) < Op, f.i. in [to, ty],

s(T'(t),z(t)) < 0Oy in [to, 4],

u(t) e u f.i. in [to,tf].

Transformation eines Bolza-Problems auf ein Mayer-Problem:

Betrachte die Zielfunktion (4.1):

ty
platto)altn) + [ fult, (o) u(t)de.
to
Wir fithren einen neuen Zustand z ein mit

5(0) = folt.a(D),ult),  =(to) = 0.

Dann gilt

ty ty
z(ty) = z(to) +/ fo(t, z(t),u(t))dt = / fo(t, z(t), u(t))dt.
to to
Die Bolza-Zielfunktion (4.1) kann also ersetzt werden durch die dquivalente Mayer-Zielfunktion

p(x(to), z(ty)) + 2(tf).

Tschebyscheff-Probleme:
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Unter einem Tschebyscheff-Problem versteht man die Aufgabe, die Funktion

max h(t,z(t), u(t)) (4.7)

te[to,tf}

unter den Nebenbedingungen (4.2)-(4.6) zu minimieren.

Definiere
= h(t, z(t t)).
o= max h(t,z(t), u(t))
Dann gilt
h(t,z(t),u(t)) < « f.i. in [to, ty]. (4.8)

Dies ist eine zusétzliche gemischte Steuer- und Zustandsbeschrankung.

Das Tschebyscheff-Problem ist dquivalent mit
a — min

unter den Nebenbedingungen (4.2)-(4.6) und (4.8).
Den Parameter a kann man entweder als reelle Optimierungsvariable mitfithren oder als

zuséitzlichen, konstanten Zustand interpretieren, der der Differentialgleichung
a(t) =0, a(ty) frei

geniigt. Da a(t) konstant ist, gilt a(t) = a(ty) fur alle ¢ und es entsteht ein Mayer-Problem.
Insgesamt haben wir das Tschebyscheff-Problem auf die Form 4.0.8 transformiert, wobei
wir einen zusétzlichen Zustand und eine zusétzliche gemischte Steuer- und Zustandsbe-

schrankung eingefiihrt haben.

4.2 Funktionalanalytische Grundlagen

Wir stellen kurz einige Begriffe aus der Funktionalanalysis vor, die wir spéater benotigen.

Metrik, Konvergenz, Norm, Skalarprodukt:

Im folgenden bezeichnet X einen reellen Vektorraum und © x dessen Nullelement. Im Fall
X = R verwenden wir wie iiblich 0 und im Fall X = R" 0,, als Nullelement.
Eine Metrik ist eine Abbildung d : X x X — R mit den folgenden Eigenschaften:

(i) d(z,y) =0 & =y
(i) d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X;
(iil) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) fir alle z,y,z € X.
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(X, d) heifit metrischer Raum.

In einem metrischen Raum (X, d) heifit die Folge {z,,} € X konvergent mit Grenzwert
r € X, wenn d(z,,x) — 0 fiir n — oo gilt. Wir schreiben dann auch kurz x,, — =.

Ein metrischer Raum heifit vollstédndig, wenn jede Cauchy-Folge aus X einen Grenzwert
in X besitzt. Dabei heifit eine Folge {z,} C X Cauchy-Folge, wenn fiir jedes £ > 0 ein
N(e) € N existiert, so dal d(x,,, x,,) < ¢ fiir alle n,m > N(¢) gilt.

In einem metrischen Raum ist jede konvergente Folge automatisch auch Cauchy-Folge.
Die Umkehrung gilt nur in vollstindigen Rdumen.

Eine Norm auf einem reellen Vektorraum X ist eine Abbildung || - ||x : X — R mit den

folgenden Eigenschaften:
(i) ||z|]|x = 0 genau dann, wenn = = Ox;
(i) [[Az]lx = |A][|z||lx fiir alle z € X, X € R;
(i) o+ yllx < llzllx + lyllx fiir alle 2,y € X.

Jede Norm induziert eine Metrik d : X x X — [0,00) geméB der Definition d(z,y) :=
[z = yllx.

Ein vollstédndiger, normierter Vektorraum (X, || - ||) heit Banachraum.

Die Abbildung (-,-)x : X x X — R heiit inneres Produkt oder Skalarprodukt, wenn
die folgenden Bedingungen fiir alle x,y, 2z € X und alle A € R gelten:

(i) (=, ¥)x = (1, 2)x;
(i) (z+y, 2)x = (2, 2)x + (¥, 2)x;
(iil) (z, Ay)x = Mz, y)x;
(iv) (z,2)x > 0 und (z,2)x = 0, genau dann wenn z = Ox.

Jedes Skalarprodukt definiert eine Norm auf X geméf der Definition ||z||x := \/(z, z)x.
Ein Skalarprodukt ermoglicht den Begriff der Orthogonalitédt. Zwei Vektoren z,y € X
heiflen orthogonal, wenn (z,y)x = 0 gilt.

Ein mit einem Skalarprodukt versehener Vektorraum heifit Pra-Hilbertraum. Ein vollstandi-

ger Pra-Hilbertraum heif3t Hilbertraum.

Abbildungen:

Ein Abbildung F' : X — Y zwischen Banachrdumen X und Y wird als Operator be-
zeichnet. Im Fall Y = R wird F' als Funktional bezeichnet.
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F: X — Y heifit stetig in x € X, falls
F(z;) — F(x)

fiir jede Folge x; — x gilt. F' heifit stetig auf X, wenn F' in allen x € X stetig ist.

F heifit linear, wenn
F(xy 4 x9) = F(21) + F(x2), F(Ar1) = AF (1) Vo, xg € X, N € R.

F heiit beschrinkt, wenn ||F(z)|ly < C - ||z||x fiir alle z € X mit einer Konstanten
C >0 gilt.

Fiir lineare Operatoren sind Stetigkeit und Beschrianktheit gleichbedeutend, d.h. ein li-
nearer Operator ist stetig genau dann wenn er beschréankt ist.

Die Operatornorm ist definiert durch

F(z Y
1Fllecon = sup 2O o im@ly = s [F@),
265 ||7]x 2]l x <1 2]l x =1

Hierin bezeichnet £(X,Y") die Menge aller linearen, stetigen Abbildungen von X in Y.

Die Menge aller stetigen linearen Funktionale auf X versehen mit der Norm

If1

x+ = sup |f(z)]

llzllx <1

heiffit Dualraum von X und wird mit X* bezeichnet. Der Dualraum eines Banachraums
ist wieder ein Banachraum.
Der Dualraum X* eines Hilbertraums X ist wieder ein Hilbertraum. Insbesondere kann
X* mit X identifiziert werden, denn es gilt

Satz 4.2.1 (Riesz)

Sei X ein Hilbertraum und x* € X*. Dann ezistiert ein eindeutiges Element v € X mit
' (y) =(z,y)x VyeX
und ||z x- = [lz]|x-

Insbesondere sind die Elemente des Dualraums des R™ gerade die linearen Funktionen

¢ x mit einem ¢ € R™.

Es seien Banachriume X, Xy, ..., X, mit Normen || - |1, - ||2,---, ] - ||» gegeben.

Folgendes ist fiir den Produktraum
X:X1XX2><"'><Xn
bekannt:
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e Der Produktraum X versehen mit einer der Normen

lzllx = max [l

n 1/p
=[x = <Z||$i||§g> ,  peN,
=1

ist ebenfalls ein Banachraum.

X

e Der Dualraum von X lautet

rn

X ={z" = (a],23,...,2}) |xf € X[, i=1,...,n}, a:*(x):Za:*(:cl)

Differentiation:

Definition 4.2.2| (Fréchet-Differenzierbarkeit)

(1) F: X —Y heifit (Fréchet-)differenzierbar in z, falls es einen stetigen, linearen
Operator F'(x)(-) : X — Y gibt mit

F(x+h)— F(x) = F'(x)(h) + o(||h]| x), lim o([R]|x)

APIX) g
ihlix—0  [|h]lx v
fiir alle h € X.

(ii) Falls die Abbildung F'(-) : X — L(X,Y), x — F'(x) stetig ist bzgl. der Operator-
norm || F|zx,y) so heifit F' stetig (Fréchet-)differenzierbar.

(ii)) F : X xY — Z heifst partiell (Fréchet-)differenzierbar bzgl. = in (Z,9) €
X x Y, falls F(-,5) Fréchet-differenzierbar in & ist. Die partielle Ableitung von F
bzgl. x in (Z,y) wird mit F.(&,y) bezeichnet. Eine entsprechende Definition gilt fir

die Komponente y.

Ist F': X xY — Z Fréchet-differenzierbar in (z,¢), dann ist ' auch partiell Fréchet-
differenzierbar bzgl. x und y und es gilt

F'(2,9)(x, y) = Fi(2,9)(x) + F,(2,9)(y)

fir alle (z,y) € X x Y.
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Beispiel 4.2.3
Sei F': C'([a,b],R™) — C([a, b], R™) definiert durch

wobei f : [a,b] x R" — R™ stetig und bzgl. x stetig differenzierbar sei. Dann ist die

Fréchet-Ableitung von F gegeben durch

Hohere Fréchet-Ableitungen werden rekursiv definiert. Fiir k£ > 2 heifit F' k-mal Fréchet-
differenzierbar, wenn F’ (k — 1)-mal Fréchet-differenzierbar ist. Speziell ist F' zweimal

Fréchet-differenzierbar in x, wenn die Abbildung
F'(): X = L(X,Y), xr— F'(z)

in x Fréchet-differenzierbar ist, d.h. F”(x) ist ein stetiger linearer Operator von X in
L(X,Y), also

F'(z) € L(X,L(X,Y)),
F'() + X — L(X,L(X,Y)).

Damit gilt fiir jedes hy, hy € X:

F'(z)(h)(1) € L(X,Y),
F'(z)(hi)(h2) € Y.

Zu beachten ist, dal F"(z)(hy)(-) fiir jedes hy € X linear ist und ebenso ist auch
F"(x)(-)(hs) fir jedes hy € X linear. F”(x) ist also eine bilineare Abbildung und

zur Vereinfachung der Notation schreibt man auch
F"(z)(-,) bzw. F"(z)(hy, hs).
Allgemein ist die k-te Fréchet-Ableitung von F' eine k-lineare Abbildung:
F®(2)(hy, ... ).

Beispiel 4.2.4
Fir X = R" und Y = R ist die Fréchet-Ableitung gerade die totale Ableitung einer
Funktion F': R™ — R.
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Die erste Ableitung lautet fir h = (hy, ..., hn)T:

Z 8x h—VF()h

Die zweite Ableitung lautet fir h = (hq, ..., hn)T und k= (ky, ... k,)":

F"(z Z 8% = hTV2F(x)k,

i,j=1
wobei V2F(z) die Hessematriz von F in x bezeichnet. Die k-te Ableitung von F lautet
fﬂ’l" ]’LZ = (hz‘71, ey him)T, 1= ]_, ey k:

Kegel, Dualkegel:

Eine Menge K C X heifit Kegel mit Spitze Oy, falls
reK = ar e K Ya>0.

Ist K ein Kegel mit Spitze Oy, so ist o + K ein Kegel mit Spitze xy.
Beispiel 4.2.5
Sei X = R2%. Dann sind die Mengen

Kl = {:617'%.2T
Ky = {$1a932T€R2|931200de7"x220},

( )P ER? | x>0, 2y >0},
( )
K; = {(v1,72)" € R*|z; >0},
( )
( )

X

K4 = {Il,l'g T€R2’ZC1+I2:O},

Ky = {xl,x2T€R2|x1>0, xe > 0} U {0}

Kegel. Ky, K3, K4, K5 sind konvez, Ky ist nicht konvex. K, Ko, K3, K4 sind abgeschlossen,
Ky ist nicht abgeschlossen. Mit Ausnahme von K, besitzen alle Kegel innere Punkte.

Die folgenden Mengen sind abgeschlossene konvere Kegel in L™ bzw. L*:

K¢ = {x e L>([to,ts],R) | z(t) > 0 foi. in [to, tf]},
K; = {x€ L*(Jto,t7],R) | z(t) > 0 fii. in [to, 4]}

Allerdings besitzt nur Kg innere Punkte. K7 besitzt keinen inneren Punkt!
Sei K C X eine Menge. Der positive Dualkegel von K ist definiert als
ti={rre X" |2*(z) >0Vz € K}.
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Der negative Dualkegel von K ist definiert als

K ={z"e X" |z"(x) <0Vzr € K}.

Abbildung 4.1: Kegel K (rot) und der negative Dualkegel K~ (blau) in X = RZ.

4.3 Spezielle Raume und Normen

e Der Raum
C([a,b],R) :=={z : [a,b] — R | z ist stetig}

der auf dem Intervall [a, b] stetigen reellwertigen Funktionen versehen mit der Norm

[#][o == sup [z(?)]
a<t<b

ist ein Banachraum. Versehen mit der sogenannten LP-Norm

b 1/p
mm:(/u@wQ C l<pes

ist es kein Banachraum. Er kann aber durch Vervollstdndigung zu einem Banach-

raum erweitert werden. Dies fiihrt auf die LP-Raume.

Die Elemente von C([a,b],R)* konnen mittels Funktionen beschrénkter Variation

dargestellt werden, denn es gilt

Satz 4.3.1 (Riesz’scher Darstellungssatz, vgl. Natanson [Nat75], S. 266)
Sei @ : C([a,b],R) — R ein stetiges lineares Funktional. Dann existiert eine Funk-

tion u € BV ([a,b],R), so daf fiir jedes f € C([a,b],R) gilt
b
o(f) = [ f)autt)
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Das Integral ist ein Riemann-Stieltjes-Integral.

Eine Funktion f : [a,b] — R heiflt von beschrinkter Variation, wenn es eine
Konstante K gibt, so daf} fiir jede beliebige Partition

G:{a:t0<t1<<tm:b}
von [a, b] gilt

Z |f(t:) — f(tio1)] < K.

Die totale Variation von f ist

TV (f,a,b) := sup Z |f(t:) — f(tie1)]

all G i1

und
1= 1f(@)]+TV(f ab)

definiert eine Norm auf dem Raum der Funktionen von beschrénkter Variation,
welcher mit BV ([a, b], R) bezeichnet wird.

Auf dem Raum
C'([a,b],R) := {x : [a,b] — R | x ist stetig differenzierbar}

der auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen sind die

Normen || - ||oo oder

211,00 1= max{||z]|oc, [|12"lloc }
sinnvoll. Beziiglich der Norm || - ||1,0c liegt ein Banachraum vor. Versehen mit der
Norm

b 1/p
lallsy = (/ |x<t>|p+|x'<t>rpdt)  l<peo

ist es kein Banachraum. Er kann aber durch Vervollstdndigung zu einem Banach-

raum erweitert werden. Dies fiithrt auf die WP-Riume.

Sei 1 < p < oo. Der Raum L?([a,b],R) besteht aus allen meBbaren Funktionen
x: [a,b] — R mit
b
/ |z(t)|Pdt < oo
wobei das Integral das Lebesgue-Integral bezeichnet. Beachte, dafl Funktionen, die

sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, also fast iiberall gleich sind, als gleich

angesehen werden. In diesem Sinn sind die Elemente von L? Aquivalenzklassen.
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Der Raum L*([a, b],R) besteht aus allen mefibaren Funktionen z : [a,b] — R, die
wesentlich beschréinkt sind, d.h.

ess sup|z(t)| == Jnf -+ sup |z(t)| < oo.
a<t<b MR telab)\N

Die Raume LP([a,b],R), 1 < p < oo versechen mit der Norm

el = ( | b (0Pt "

und der Raum L*([a, b], R) versehen mit der Norm

||| oo := ess sup|x(t)]
a<t<b

sind Banachraume.

L*([a, b], R) ist sogar ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
b
(@) = [ altytorar

Fir 1 < p < oo ist der Dualraum von LP([a,b],R) gegeben durch L9([a,b],R)
mit 1/p+1/q = 1, d.h. fir f* € (LP([a,b],R))* gibt es eine eindeutige Funktion
g € L([a,b],R) mit

() = / f(OgHdt,  Vf € I(a, bl R),

und || f*|| = ||gl,- Der Dualraum von L!([a,b],R) lautet L>°([a,b],R), d.h. fiir f* €
(L'([a,b],R))* gibt es eine eindeutige Funktion g € L*°([a, b], R) mit

b
() = / f(Ogddt,  Vf e Ia, b R).

Der Dualraum von L*([a,b],R) besitzt keine schone Struktur, insbesondere ist es
nicht der Raum L'([a, b, R).

e Eine Funktion f : [a,b] — R heifit absolutstetig, wenn es eine integrierbare Funk-
tion v : [a,b] — R gibt mit

f@) = f(a) —I—/ v(T)dr Vt € [a,b].

Der Raum der auf [a, b] absolutstetigen Funktionen wird mit AC([a, b],R) bezeich-

net.
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Insbesondere sind absolutstetige Funktionen stetig und es gilt
(@) =o(t) f.i. in [a, b].

Dariiber hinaus gilt die partielle Integration: Sind f und g absolutstetig auf [a, b],
dann gilt

b b
| g+ [ oo =rog.
Weitere Eigenschaften absolutstetiger Funktionen finden sich in Natanson [Nat75].

e Sei 1 <gq,p < oo. Der Raum W%P([a,b],R) besteht aus allen absolutstetigen Funk-

tionen x : [a,b] — R mit absolutstetigen Ableitungen bis zur Ordnung ¢ — 1 und
[z ]lqp < o0,

wobei die Norm durch

q 1/p
[zllgp = (Z IIx(”IIZ) ,  1<p<o,
=0

— (%)
el = uax 20
gegeben ist.
Die Raume W%P([a,b],R), 1 < ¢,p < oo versehen mit der Norm || - ||,, sind Ba-

nachriume. Der Raum W42 ([a, b], R) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
a_ b '
@) =Y [ 0y 0
i=0 Ja

4.4 Infinite Optimierungsprobleme

Um Optimalsteuerungsprobleme behandeln zu konnen, ist es niitzlich, diese als infini-
te Optimierungsprobleme zu interpretieren. Fiir infinite Optimierungsprobleme, die for-
mal eine sehr grofe Ahnlichkeit zu endlichdimensionalen Optimierungsproblemen haben,
kennt man notwendige und auch hinreichende Bedingungen, vgl. etwa Lempio [Lem71],
Kurcyusz [Kur76], Zowe und Kurcyusz [ZK79], Maurer und Zowe [MZ79] und Mau-
rer [Mau81]. Die Anwendung notwendiger Bedingungen auf Optimalsteuerungsprobleme
wird im berithmten Minimumprinzip enden.

In diesem Kapitel bezeichnen (X, || - || x), (Y, || - ||y) und (Z, ] - ||z) Banachraume iiber R.
Die Nullelemente in diesen Rdumen werden mit ©x, ©y und ©4 bezeichnet. Wie iiblich
betrachten wir 0.B.d.A. Minimierungsprobleme. Es werden notwendige und hinreichende
Optimalitdtsbedingungen fiir infinite — also unendlichdimensionale — Optimierungsproble-
me der folgenden Form zitiert.
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Problem 4.4.1 (Infinites Optimierungsproblem)
Seien F' : X — R ein Funktional, G : X — Y und H : X — Z Operatoren, S C X
ewne abgeschlossene, konvere Menge und K C 'Y ein abgeschlossener, konvexer Kegel

mit Spitze Oy . Finde &, so daff F(x) minimal wird unter den Nebenbedingungen x € S,
G(z) € K und H(z) = O5.

Bemerkung 4.4.2
Der Kegel K induziert eine partielle Ordnung auf dem Raum Y gemdf§ der Relation

T <Ky & y—xeK.
Daher kann die Ungleichungsnebenbedingung G(z) € K auch dquivalent als
—G(I) SK @y

geschrieben werden.

Die Relation <y heifit partielle Ordnung, wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:
o Reflerivitit: x <y x;

o Transitwitit: © <k y, y <g z = x <g 2;

Im Bezug auf Problem 4.4.1 werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:
e F heifit Zielfunktion.
e 1 heiflt zulédssig, falls x € X gilt, wobei
Yi={reS|Gx)eK, Hz)=0z} =SNG (K)NH *(0y)

den zulassigen Bereich bzw. die zuldssige Menge bezeichnet. Hierin bezeichnet
G YK):={r € X | G(x) € K} das Urbild von K unter G und entsprechend ist
H Y©z) :={r € X | H(z) = O} das Urbild von {©,} unter H.

e 2 € X heifit globales Minimum, falls gilt
F(z) < F(z) VreX. (4.9)

& € 3 heifit striktes globales Minimum, falls ‘<’ fiir alle € ¥,  # 2 in (4.9)
gilt.
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e = € Y heifit lokales Minimum, falls es ein € > 0 gibt mit
F(z) < F(z) VereXnUlz). (4.10)

& € ¥ heifit striktes lokales Minimum, falls ‘<’ fiir alle z € ¥ N U.(2), x # % in
(4.10) gilt.

Sind F und ¥ konvex, so liegt ein konvexes Optimierungsproblem vor und jedes lokale
Minimum ist auch ein globales Minimum.
Die Existenz einer Losung kann mit Hilfe des Satzes von Weierstrafl gesichert werden,
falls ¥ kompakt und F' (unterhalb-)stetig ist.
Der folgende Satz, den wir hier ohne Beweis zitieren, gibt notwendige Bedingungen fiir
Problem 4.4.1 an, die wegen ihrer Ahnlichkeit zu den Fritz-John-Bedingungen aus der end-
lichdimensionalen Optimierung ebenfalls Fritz-John-Bedingungen heiflen, vgl. hierzu auch
Lempio [Lem72]. Auf diesen notwendigen Bedingungen basiert letztendlich das (lokale)
Minimumprinzip fiir Optimalsteuerungsprobleme.

Satz 4.4.3 (Fritz-John-Bedingungen)
Seien F: X — R und G : X — Y Fréchet-differenzierbar und H : X — Z stetig Fréchet-
differenzierbar. Sei T ein lokales Minimum von Problem 4.4.1, K CY ein abgeschlossener
konvezxer Kegel mit Spitze Oy und int(K) # 0 und S C X eine abgeschlossene und konvexe
Menge mit int(S) # 0. Dariber hinaus sei im(H'(Z)) keine echte dichte Teilmenge von Z.
Dann existieren nichttriviale Multiplikatoren (0, Oy«,Oz+) # (lo,n*,\*) € R x Y* x Z*

mat

lh > 0, (4.11)

e K, (4.12)

n'(G(#)) = 0, (4.13)

WF'(2)(d) —n*(G'(2)(d)) = A"(H'(2)(d)) = 0, VdeS—{z}. (4.14)

Zunéchst zitieren wir einige Hilfsresultate, die wir fiir den Beweis des Satzes von Fritz-
John benétigen. Der Satz von Ljusternik liefert die Existenz einer lokal zuléssigen Kurve
fiir Gleichungen.

Satz 4.4.4 (Ljusternik)
Seien X, 7 Banachrdiume, h : X — Z eine stetig Fréchet-differenzierbare Abbildung, T
ein Punkt mit h(&) = O, und d € X ein Vektor mit ' (2)(d) = ©4. Die Fréchet-Ableitung

h'(z) sei surjektiv. Dann existieren Zahlen o,y > 0 und eine Abbildung
r:(0,0] — X, lim — = Ox
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mat
Wi +ed+r(e)) = Oy

fir alle € € (0, o).

BB Fin Beweis des Satzes findet sich in Ljusternik und Sobolew [LS76] und unter
schwécheren Voraussetzungen in Kirsch et al. [ KWW?78], S. 40, und Lempio [Lem72]. O

Der folgende Trennungssatz macht eine Aussage iiber die Trennbarkeit einer konvexen
Menge und eines Punktes.
Satz 4.4.5 (vgl. Bonnans und Shapiro [BS00], Satz 2.17)
Sei A C X konvex mit relint(A) # (. Sei xo & relint(A). Dann existiert ein Funktional
fe X f+#Ox mit
f(zo) < f(a) Va € A.

Schliefllich benotigen wir noch einen Trennungssatz im Fall eines abgeschlossenen Teil-
raums.

Satz 4.4.6
Sei X ein Banachraum, M ein abgeschlossener Teilraum von X und & € X ein Punkt
mit & ¢ M. Dann existiert f € X* mit f(&) # 0 und f(z) =0 fir alle x € M.

IBERER 2. Werner [Wer95], Kor. I11.1.8, S.98. O

BB o1 Satz 4.4.3 (siche Kurcyusz [Kur76], Th. 3.1, Cor. 4.2, Lempio [Lem72))

Betrachte das linearisierte Problem

Minimiere F(z) + F'(z)(z — 2)

bzgl. resS

unter Gz)+G(2)(r—12) € K,
H(z)+ H'(z)(x — &) = O.

Zunéchst betrachten wir den Fall, dal H'(2)(-) : X — Z surjektiv ist und dafl es ein

zuldssiges = € int(S) fiir das linearisierte Problem gebe mit

G(E) + C'(@) (@ —7) € int(K), (4.15)
H(i) + H(i)(z —3) = Oy, (4.16)
F(i) + Fl(i)(z — i) < F(&). (4.17)
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(i)

(i)

Da H'(z) surjektiv ist und H'(2)(z — &) = Oy gilt, gibt es nach dem Satz von
Ljusternik o,y > 0 und eine Abbildung

t
r:[0,0] = X, ltif})lg:@x’ r(0) := Oy,

mit
H@Z+tx—2)+r(t) =0z
fir alle ¢ € [0, #o]. D.h., die Kurve

z(t) =2 +t(x — ) + r(t)

bleibt fiir jedes t € [0, ¢o] zuléssig fiir die nichtlinearen Gleichungsnebenbedingungen

im Ausgangsproblem 4.4.1. Desweiteren gilt
z(0) =2, 2/(0)==x—1,

denn

t) — x(0 t) — 2 t
x’(O):limM:limx() x:x—i—l—lim&:x—f.
t10 t t10 t tlo ¢
Nun betrachten wir die verallgemeinerten Ungleichungsnebenbedingungen in z. Da

G in z Fréchet-differenzierbar ist, gilt

G(z(t)) = G()+tG(2)(x — &)+ o(t)
= t(\ (i)—kG’\(:)(x—i))—i—(l—t)G(fc) +o(t).
€int(K) eK

Wegen G(z) + G'(2)(z — &) € int(K) existiert §; > 0 mit
Us,(G(2) + G'(2)(z — &)) C K.
Da K konvex ist, gilt
(1—-t)g(z)+tye K

fir alle y € Us, (G(2) + G'(2)(x — &)) und alle 0 < ¢ < 1. Wegen o(t)/t — 0 furt | 0
gibt es dy > 0 mit |lo(t)/t|ly < d; fiir alle 0 < t < ds. Insgesamt folgt

G(z(t) = UG(@)+G'(@)(x—2)+o(t)/t) +(1-1)G(2) € K.

€Us, (G(2)+G' (2)(2—2)

Also bleibt die Kurve z(t) fiir hinreichend kleines ¢ > 0 auch fiir die nichtlinearen

verallgemeinerten Ungleichungen des Ausgangsproblems 4.4.1 zuléssig.
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(iii) Nun untersuchen wir die Zielfunktion. Es gilt

d po dr, (417
SF@)| = F@) S0 = F@)-i) < 0.

Also ist © — & eine Abstiegsrichtung von F. Da F' stetig ist, gilt F(z(t)) < F(z)
fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. (dies liefert spater einen Widerspruch zur lokalen

Minimalitét von 2 fir Problem 4.4.1).

(iv) Der Punkt x im linearisierten Problem erfiillt (4.15)-(4.17) und ist nach Vorausset-
zung innerer Punkt von S, vgl. Abbildung 4.2. Dann gibt es eine Umgebung Us(x)

=

Abbildung 4.2: Fritz-John-Bedingungen unter der Mengenbeschrankung = € S. Die An-
nahme int(S) # () ist wesentlich. Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 bleibt die Kurve x(t) in
S.

mit £ +t(z — ) € S fiir alle 0 <t <1 und alle z € Us(z). Wegen

t
lim ﬂ == @X
tlo t
existiert € > 0 mit
r(t)
— <94
X
fiir alle 0 < t < e. Also gilt
R . R r(t) .
x(t) =z +t(x —z)+r(t) :x+t<x+7—x> € S.
———
€Us(x)

Die Punkte (i)-(iv) zeigen folgendes: Wenn z ein lokales Minimum von Problem 4.4.1 ist

und H'(z) surjektiv ist, dann gilt zwangsldufig

F'(#)(d) > 0 (4.18)
Vd € T(#) := {d € int(coh(S, 2)) | G'(2)(d) € int(coh(K,G(2))), H'(#)(d) = O},
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wobei

coh(S,z) :={a(x —2) |x € S, a >0} (4.19)
die konische Hiille der Menge S in & € M bezeichnet.

Betrachte die nichtleeren konvexen Mengen

F'(z)(d) +r
A= G'(2)(d) — k d € int(coh(S,z)), k € int(coh(K,G(z))), r >0
H'(&)(d)
Ist H'(2) nicht surjektiv und ist im(H'(z)) kein echter dichter Teilraum von Z, so ist die
Menge
,
M = cl Yy reRyeY, zeX
H'(z)(x)

ein echter abgeschlossener Teilraum von R x Y x Z. Gemé&f Satz 4.4.6 gibt es ein nicht-
triviales Funktional A € (R x Y x Z)* mit A(r,y, z) = 0 fiir alle (r,y,2) € M. D.h., die
Hyperebene

{(r,y,2) eERXY x Z [ A(r,y,z) =0}

trennt die Menge A und den Punkt (0,©y,05) trivialerweise, da beide in M enthalten
sind.
A kann zerlegt werden in A = A; + Ay mit

;

F(2)(d)
A = G'(2)(d) d € int(coh(S, z)) 7,
[\ H'(2)(d)
Ay = —k k € int(coh(K,G(2))), r >0
Oz

\

Ist H'(Z) surjektiv, so enthdlt die Projektion von A; auf Z innere Punkte in Z nach dem

Satz iiber die offene Abbildung (open mapping theorem). Also enthélt A; + A, innere
Punkte in R x Y x Z.

Die Betrachtungen (i)-(iv) zeigen (0, ©y, Oz) ¢ int(A). Denn, angenommen, es gilt (0, Oy, 0z) €
int(A). Dann gibt es d € int(coh(S,z)) mit F'(z)(d) < 0, G'(2)(d) € int(coh(K,G(Z)))

und H'(z)(d) = Oz im Widerspruch zu (4.18).

Anwendung des Trennungssatzes 4.4.5 liefert die Existenz einer Hyperebene, die A und
(0,0y,0z) trennt, d.h. es gibt Multiplikatoren

(0,0y+,02) # (lo, \", u*) e RXxY*" x Z"=(RxY x Z)*
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mit
0 < b(F'@)(d)+71)— A (G'(2)(d) —y) — p (H'(2)(d))

fiir alle d € int(coh(S,)), y € int(coh(K,G(z))), r > 0. Wegen der Stetigkeit der Funk-
tionale lp, A*, u* und der linearen Abbildungen F'(z)(-), G'(Z)(-) und H'(Z)(-) gilt dies
auch fiir alle d € coh(S, ), y € coh(K,G(Z)) und r > 0.

Die Wahl d = Ox € coh(S,z) und y = Oy € coh(K,G(z)) liefert lpr > 0 fiir alle
r > 0 und daher [y > 0. Die Wahl d = ©x und r = 0 impliziert A*(y) > 0 fiir alle
y € coh(K,G(z)) = {k —aG(z) | k € K, a > 0}, d.h. \*(k — aG(z)) > 0 fir alle
k € K, o > 0. Dies wiederum impliziert \* € K (wéhle a = 0) und \*(G(%)) = 0 (wéhle
k = Oy, a =1 und beachte G(2) € K). O

Bedingungen, die garantieren, dal der Multiplikator /y in Satz 4.4.3 nicht gleich Null ist,
werden Regularitdtsbedingungen oder Constraint Qualifications genannt. Da die
Multiplikatoren linear in den Bedingungen (4.11)-(4.14) auftreten, kann [, bei Giiltigkeit
einer Regularitatsbedingung stets zu eins normiert werden. Die folgende Bedingung dhnelt
der aus der endlichdimensionalen Optimierung bekannten Regularititsbedingung von
Mangasarian-Fromowitz und heifit daher auch im infiniten Fall so.
Hilfssatz 4.4.7 (Mangasarian-Fromowitz-Bedingung)

Seien die Voraussetzungen von Satz 4.4.3 erfillt. Zusdtzlich seien die folgenden Bedin-
gungen erfillt.

(1) H'(z) ist surjektiv.

(ii) Es gibt ein d € int(S — {&}) mit

G'(&)(d) e mt(K —{G(&)}). (4.21)
Dann gelten die Behauptungen in Satz 4.4.3 mit Iy = 1.

Bemerkung 4.4.8
Die obige Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromowitz ist dquivalent zur berihmten
Regularitidtsbedingung von Robinson [Rob76]

(Oy,07) € int{(G'()(s — ) — k+ G(&), H'(2)(s — 2)) | s € S, k € K}.

Robinson [Rob76] forderte diese Bedingung im Zusammenhang mit der Stabilitatsanalyse
von verallgemeinerten Ungleichungen. Zowe und Kurcyusz [ZK79] nutzten sie, um ly = 1

2u zeigen.
Im folgenden zitieren wir noch hinreichende Bedingungen fiir das Optimierungsproblem 4.4.1.

© 2009 by M. Gerdts



94 KAPITEL 4. OPTIMALSTEUERUNGSPROBLEME: THEORIE

Dazu seien F, G und H zweimal Fréchet-differenzierbar und S und K abgeschlossen und
konvex mit nichtleerem Inneren.

Desweiteren sei die Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromowitz erfiillt, so dafl die
notwendigen Bedingungen mit [, = 1 gelten.

Der linearisierende Kegel von ¥ in & € ¥ ist definiert als
Tiin(2) = {d € coh(S,2) | G'(2)(d) € coh(K,G(z)), H(z)(d) = Oz} . (4.22)

Die folgende hinreichende Bedingung zweiter Ordnung fiir infinite Optimierungsprobleme
hat formal eine starke Ahnlichkeit zum endlichdimensionalen Fall. Der wesentliche Un-
terschied ist, dafl die Hessematrix der Lagrangefunktion im infiniten Fall gleichméflig
positiv definit auf dem kritischen Kegel sein muf. Im endlichdimensionalen Fall ist dies
aquivalent mit der positiven Definitheit der Lagrangefunktion, was unter Ausnutzung der
Kompaktheit der Einheitskugel leicht gezeigt werden kann. Im infiniten Fall ist die Ein-
heitskugel i.a. nicht kompakt und gleichméflige positive Definitheit ist nicht dasselbe wie
positive Definitheit.

Die Lagrangefunktion von Problem 4.4.1 fiir n* € Y* und \* € Z* ist definiert als

L(z) := F(z) —n"(G(x)) = A"(H(z)). (4.23)
Der kritische Kegel ist definiert als
Tt (2) = {d € Tion() | 1" (G'(2)(d)) < Blld]x}- (4.24)

Satz 4.4.9 (Maurer und Zowe [MZ79], Th. 5.6, Maurer [Mau81], Th. 2.3)
Sei & € ¥ ein Punkt, der die notwendigen Bedingungen (4.11)-(4.14) mit ly = 1 erfillt.
Es gelte die Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromowitz in . Desweiteren sei die
Bedingung
L'(@)(dd) 2 ol Vd € TY (@) (4.25)

fiir ein 0 > 0 und ein > 0 erfillt.
Dann ezistieren o > 0 und € > 0, so dafs

F(z) > F(2) + oflz — 2%

fir alle x € ¥ mit ||x — Z||x < e gilt. Insbesondere ist & striktes lokales Minimum von F'

auf 3.

Ungliicklicherweise stellt sich z.B. fiir Optimalsteuerungsprobleme heraus, daf§ die hin-
reichende Bedingung (4.25) in der Norm || - ||x nicht erfiillbar ist. Allerdings kann die
Bedingung sehr wohl fiir eine alternative Norm || - ||, auf X erfiillt sein. Im Kontext der

Optimalsteuerungsprobleme heifit dies konkret, daf3 die hinreichende Bedingung in der
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Norm |[|(z,u)||x = max{||z|]1 o ||tt]l} nicht erfiillbar ist, jedoch ist sie erfiillbar in der
Norm ||(z,u)||, = max{||z|12, ||u|2}. Es stellt sich nun die Frage, warum nicht gleich
die alternative Norm || - ||, als Standardnorm auf X gew&hlt wird. Der Grund ist, dafl
die Funktionen F,G und H in der alternativen Norm in der Regel nicht mehr differen-
zierbar sind. Diese Problematik ist als Zwei-NNorm-Diskrepanz bekannt, da mit zwei
unterschiedlichen Normen gearbeitet werden mu#f.

Es stellt sich nun die Frage, welche Eigenschaften die alternative Norm || - ||, haben mu8,
damit es gelingt, mit ihr hinreichende Bedingungen zu beweisen.

Es zeigt sich, dafl die folgenden Bedingungen an die Norm || - ||, eine entscheidende Rolle

bei der Formulierung hinreichender Bedingungen spielen.

(i) Approximationseigenschaft:
Es existiere eine Abbildung d : ¥ — T;,,(2), so da8

le=illx—0  [lz = 2|,

(ii) Beschrinktheitseigenschaften an F":

i [F @+ d) — F(#) - F'(2)(d)]
]l x—0 1l

=0 (4.27)
und es gibt ein ¢ > 0 mit

[F'(&)(d)| < cld]l,  VdeX. (4.28)

(iii) Beschrianktheitseigenschaften an L”:

|L(& +d) — L(&) — L'(2)(d) — 5L"(2)(d, d)|

lim =0 4.29
lld]l x—0 | d]|Z (429)

und es gibt ein ¢ > 0 mit
|[L"(2)(dr, do)| < clldllplldall,  Vdi,dy € X. (4.30)

Bemerkung 4.4.10
Die Bedingungen (4.28) und (4.30) sichern die Stetigkeit von F'(z)(-) und L"(Z)(:,")
in der Norm || - ||,. Die Bedingungen (4.27) und (4.29) sichern, daf3 der Fehler in der
jeweiligen Taylorentwicklung von der Ordnung o(||d||,) bzw. o(||d||2) fir ||d||x — O ist.

Die Approximationseigenschaft (4.26) ist erfiillt, falls die folgenden Bedingungen erfiillt

sind:

e In 7 ist die Mangasarian-Fromowitz-Bedingung erfiillt.

© 2009 by M. Gerdts



96 KAPITEL 4. OPTIMALSTEUERUNGSPROBLEME: THEORIE

e Es gibt ein ¢ > 0, so daB ||z||, < ¢||z||x fir alle z € X gilt.

e Es gelten
lim 1G(E+d) —G@E) - G@)(d)ly _ 0.
]| x—0 ]|,
|H(Z+d) - H(z) - H'(2)(d)]z _ 0.
Ildl x—0 lll,

Damit lassen sich hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung formulieren:

Satz 4.4.11 (Maurer [Mau81], Th. 3.5)
Sei & € X ein Punkt, der die notwendigen Bedingungen (4.11)-(4.14) mit lo = 1 erfiillt.
FEs seien die Bedingungen (4.26)-(4.30) in & erfillt. Desweiteren sei die Bedingung

L"(&)(d,d) > é||d|]2  Vd € Tj,(2) (4.31)

fiir ein 0 > 0 und ein 5 > 0 erfillt.

Dann existieren o > 0 und € > 0, so daf
F(x) > F(3) + afz — 2

fir alle x € ¥ mit ||x — Z||x < e gilt. Insbesondere ist & striktes lokales Minimum von F'
auf 3.

4.5 Notwendige Bedingungen: Minimumprinzip

Notwendige Bedingungen fiir Optimalsteuerungsprobleme sind als ,, Maximumprinzip“
oder ,, Minimumprinzip“ bekannt und wurden intensiv seit etwa 1950 untersucht. Friihe
Beweise gehen auf Pontryagin [PBGM64] und Hestenes [Hes66] zuriick. Notwendige Be-
dingungen mit reinen Zustandsbeschriankungen werden z.B. in Jacobsen et al. [JLS71],
Girsanov [Gir72], Knobloch [Kno75|, Maurer [Mau77, Mau79], Ioffe und Tihomirov [IT79]
und Kreindler [Kre82] hergeleitet. Neustadt [Neu76] und Zeidan [Zei94] diskutieren Op-
timalsteuerungsprobleme mit gemischten Steuer- und Zustandsbeschriankungen. Hartl et
al. [HSV95] fassen in ihrem Ubersichtsartikel Maximumprinzipien fiir Optimalsteuerungs-
probleme mit reinen Zustandsbeschrinkungen zusammen. Notwendige Bedingungen fiir
glatte Optimalsteuerungsprobleme werden in Bryson und Ho [BH75] betrachtet. Not-
wendige und hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung finden sich in Zeidan [Zei94].
Hinreichende Bedingungen werden in Maurer [Mau81|, Malanowski [Mal97], Maurer und
Pickenhain [MP95] und Malanowski et al. [MMP04] bewiesen.

Notwendige Bedingungen sind nicht nur aus theoretischer Sicht interessant, sondern sie
sind auch die Basis fiir indirekte Verfahren zur numerischen Losung von Optimalsteue-

rungsproblemen, da sie in der Regel auf Mehrpunktrandwertprobleme fiithren.
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Auch fiir direkte Verfahren ist das Minimumprinzip von Bedeutung, wenn man an der
Approximation von Adjungierten interessiert ist. Hierbei miissen die Multiplikatoren des
diskretisierten Problems in Relation zu den Multiplikatoren des Ausgangsproblems ge-

setzt werden.
Notation:

Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir die Abkiirzungen

Pry = Py (2(t0), £(E)),
Ll = L 2(), a(t),

und entsprechend ¢, , fo . [t], fo.u[t], &G [t], ¢, [t], s, [¢], fult], ¥5,, ¥, fiir die jeweiligen Ablei-

xo? zy

tungen.

4.5.1 Reformulierung des Optimalsteuerungsproblems

Um notwendige Bedingungen fiir ein (schwaches) lokales Minimum zu erhalten, fassen
wir das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 als infinites Optimierungsproblem 4.4.1 auf und
folgen damit den Ansétzen von Kirsch et al. [KWW78] und Machielsen [Mac88|.

Variable:

Die Variablen (z,u) sind Elemente des Banachraums
X == Wh([to, ts],R"™) x L>([to, t;],R™)
versehen mit der Norm

Iz, w)llx = max{||zl1.00, l[teloc}-

Zielfunktion:

Die Zielfunktion F': X — R ist gegeben durch

F(z,u) == @(z(t), z(ts)) + /t ' fo(t, z(t), u(t))dt. (4.32)

Sind ¢ und fj stetig bzgl. aller Argumente und stetig differenzierbar bzgl. x und u, dann

ist F' Fréchet-differenzierbar in (#, @) mit
ty
F'(2,4)(0x, 6u) = @, 0x(to) + ¢, 0x(ty) +/ fo[t]ox(t) + fo..[t]ou(t)dt,
to
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vgl. Kirsch et al. [ KWWT78, S.94].

Gleichungsnebenbedingungen:

Nun sammeln wir die Gleichungsnebenbedingungen. Der Raum
Z = L>=([to, tf],R") x R™

versehen mit der Norm

1(z15 22)l| 7 := max{]|z1 loo, [l 2|2}

ist ein Banachraum. Die Gleichungsnebenbedingungen des Optimalsteuerungsproblems

sind gegeben durch

H(z,u) =0y
mit H = (Hy, Hy) : X — Z und
Hy(z,u) = f(2(),u() = 2(), (4.33)
Ho(e,u) = —i(alto), 2(ty). (431)

Sind f und 1 stetig bzgl. aller Argumente und stetig differenzierbar bzgl. z und u, dann

ist H stetig Fréchet-differenzierbar in (&, 4) mit

H!(2,4) (5%, 6u) )

H'(z,0)(0x,0u) = ( HL (. 0) (8, 6u)

und

Hi(,0)(0x,6u) = f,[]6 ()+f[]5U()—5CL’()
Hy(%,a)(0x,0u) = —1, ox(to) — 1,

vgl. Kirsch et al. [ KWWT78, S.95].

Ungleichungsnebenbedingungen:

Nun sammeln wir die die Ungleichungsnebenbedingungen. Der Raum
Y = L®([to, 7], R"™) x C([to, ts],R™)
versehen mit der Norm

1(y1s y2)lly = max{{[ys oo, [[y2loo }
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ist ein Banachraum. Die Ungleichungsnebenbedingungen des Optimalsteuerungsproblems
sind gegeben durch
G(z,u) € K

mit G = (G1,G2) : X — Y und

Gi(z,u) = —c(-,z(), ul()),
Go(w,u) = —s(-x()).

Der Kegel K := K7 x Ky CY ist definiert durch

Ky = {z € L™([to, ts], R™) | 2(t) = Op, L.il. in [to, 4]},
Ky = {z€Clto,t,,R™) | 2(t) > O, in [fo, t/]}.

Sind ¢ und s stetig bzgl. aller Argumente und stetig differenzierbar bzgl. =, u, dann ist G

stetig Fréchet-differenzierbar in (&, ) mit

&2, i) (6x,5u) = (Giw)(mu))

GL(z,u)(dx, du)
und

Gy (2,0)(dx,0u) = —c,[]ox(-) — c,[]oul),
Go(2,0)(0x, 0u) = —s.[]oz(-).

Mengenbeschrinkung:

Schliesslich ist die Menge S C X gegeben durch
S = W ([to, tr], R™) X Ung

mit

Una := {u € L=([to, t¢], R™) | u(t) € U f.ii. in [to, ]}

Infinites Optimierungsproblem:

Zusammenfassend sehen wir, daf§ das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 dquivalent ist mit
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Problem 4.5.1

Finde (z,u) € X, so daf§ F(x,u) minimal wird unter den Nebenbedingungen

G(z,u) € K, H(z,u)=0yz (z,u)€s.

Bemerkung 4.5.2
Der Raum X = Wh([tg, t;],R"™) x L®([to,ts],R™) ist gewissermafen der natirliche
Raum fir das Optimalsteuerungsproblem (4.0.8), da die Funktionen F, G und H in
diesem Raum tatsdchlich differenzierbar sind. Dies dndert sich, falls F', G und H tber
WP ([to, ts], R™) x LP([to, 7], R™) mit p = 1,2,... betrachtet werden. Dann sind F, G

und H i.a. nicht mehr differenzierbar!

4.5.2 Fritz-John-Bedingungen
Wir mochten die notwendigen Bedingungen in Satz 4.4.3 auf Problem 4.5.1 anwenden.
Dazu miissen wir insbesondere noch zeigen, dafl das Bild der linearisierten Gleichungsne-
benbedingungen keine echte dichte Teilmenge von Z ist. Dazu bendtigen wir das folgende
Resultat {iber lineare Differentialgleichungen.

Lemma 4.5.3
Betrachte die lineare Differentialgleichung

#(t) = A (t) + h(t) (4.35)
mit A(-) € L ([to, t], R™*™) und h € L®([to, t], R™).

(a) Das Anfangswertproblem, welches durch (4.85) und den Anfangswert x(to) = xg
gegeben ist, hat eine eindeutige Losung x € Wh([to, t;], R") fiir jeden Anfangswert
zo € R™ und jedes h € L>([to,t¢], R™).

Die Lésung ist durch

z(t) = (1) <x0+ / tcp—l(f)h(ﬂdf), in [to, ] (4.36)

to

gegeben, wobei das Fundamentalsystem ®(t) € R™*" die eindeutige Losung ist von
O(t) = A@)D(t),  B(to) = I,,,. (4.37)
(b) Seien ein Vektor b € R" und Matrizen Cy, Cy € R™" mit
Rang (Co®(to) + Cr@(ty)) =
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gegeben.
Dann besitzt das Randwertproblem, welches durch (4.35) und die Randbedingung

OQJ](tQ) + Cf!E(lff) =b (438)

gegeben ist, eine Losung fiir jedes b € R".

BB 1cil () ist aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen bekannt,
vgl. auch Hermes und Lasalle [HL69, S.36].

Teil (b) verwendet die Losungsdarstellung in (a). Die Randbedingung (4.38) ist erfiillt,
falls

b = Coﬁ(t0)+CfI(tf>

— Corlto) + Cd(t)) (x(t0)+ / y q»—l(T)h(T)dT)

— (Co+ Cy(L))) a(to) + C (1) /1t " o1 () h(r)dr

gilt. Umsortierung und Ausnutzen von ®(to) = I,,, liefert

(CoB(ty) + CyD(t5)) x(te) = b— Crd(ty) / "o () h(r)dr

to

Diese Gleichung ist l6sbar fiir jedes b € R", falls die Matrix (Co®(t) + CyP(ts)) vollen
Rang r besitzt (also surjektiv ist). Dann existiert fiir jedes b € R” ein x(t), so dafl (4.38)
erfiillt ist. Teil (a) vervollsténdigt den Beweis. O

Desweiteren benétigen wir das folgende abstrakte Resultat.

Lemma 4.5.4
Seien XY Banachrdume. Sei T : X — Y x R" definiert durch T(x) = (T1(z), To(z)),
wobei Ty : X — Y linear, stetig und surjektiv und Ty : X — R™ linear und stetig seien.
Dann ist im(T) = T(X) abgeschlossen in' Y x R™.

IBEER sichc Anhang A

Satz 4.5.5 (Notwendige Bedingungen)

Seien die folgenden Voraussetzungen fir das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 erfiillt:

(1) Die Funktionen o, fo, f,1,c, s seien stetig bzgl. aller Argumente und stetig differen-
zierbar bzgl. x und .

(ii) Seild C R™ eine abgeschlossene und konvexe Menge mit int(U) # 0.

(111) Sei (T,u) € X ein (schwaches) lokales Minimum des Optimalsteuerungsproblems.
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Dann ezistieren nichttriviale Multiplikatoren ly € R, n* € Y*, \* € Z*, (lo,n*, \*) # ©

mit

ly > 0, (4.39)
e K, (4.40)
n'(G(z,4)) = 0, (4.41)

loF'(&,0)(x — &,u — @)

(
- (G (z,0)(x — 2,u—0)) — N(H'(2,0)(x —Z,u—1u)) > 0 V(xr,u)e€ S.(4.42)

IBEREE Wir zcigen, daB alle Voraussetzungen von Satz 4.4.3 erfiillt sind. Zuniichst ist
K ein abgeschlossener konvexer Kegel mit Spitze Null und int(K) ist nichtleer. Aufgrund
der Annahmen in (i) sind die Funktionen F' und G Fréchet-differenzierbar und H stetig
Fréchet-differenzierbar.

Wegen (ii) ist S abgeschlossen und konvex mit nichtleerem Inneren.

Es bleibt zu zeigen, da im(H'(z,4)) keine echte dichte Teilmenge von Z ist. Nach Teil
(a) von Lemma 4.5.3 ist der stetige und lineare Operator H{(z,u) surjektiv.

Wir konnen also Lemma 4.5.4 anwenden und erhalten, dafi das Bild von H'(z,4) abge-
schlossen in Z ist. Folglich ist im(H'(Z,4)) keine echte dichte Teilmenge in Z. Also sind
alle Voraussetzungen von Satz 4.4.3 erfiillt und Satz 4.4.3 liefert (4.39)-(4.42). O

4.5.3 Darstellung der Multiplikatoren
Die notwendigen Bedingungen (4.39)-(4.42) in Satz 4.5.5 beinhalten noch die Multiplika-

toren n* und A\*, welche Elemente der folgenden Dualrdume sind:

n = (n,m) € YT = (L2([to, t4], R™))" x (C([to, t4],R™))",
M= (Mo) € 27 = (L®([to, ty],R™))" x R™.

In der vorliegenden Form sind die Bedingungen (4.39)-(4.42) nicht verwertbar, da die
Multiplikatoren nicht explizit dargestellt werden konnen. Genau genommen kann nur
ns € (C([to,tf],R™))" mit Hilfe des Riesz’schen Darstellungssatzes dargestellt werden.
Da dies jedoch auf Riemann-Stieltjes Integrale fithrt und ein entsprechendes Vorwissen
benotigt, beschranken wir uns im Folgenden zur Vereinfachung auf den unbeschrankten
Fall.

Die folgende Herleitung gilt nur fiir Optimalsteuerungsprobleme ohne ge-
mischte Steuer- und Zustandsbeschrinkungen (4.4) und ohne reine Zustands-

beschrinkungen (4.5)!
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Dann vereinfachen sich die Bedingungen (4.39)-(4.42) zu o > 0 und
LE' (z,0)(x — 2,u—1u) — N'(H'(2,0)(x —z,u—1a)) >0  VY(r,u) €S. (4.43)

Diese Variationsungleichung gilt fiir alle (z,u) € S, also fiir alle x € Wh>([tg, 4], R™)
und alle u € U,y. Auswertung der Fréchet-Ableitungen in (4.43) und die Setzung u = @

liefert die Variationsgleichung

0 = (lo@;o + (TTw;O) 51’(t0) + <l0g0;f + UTZZJ;f> 51’(tf)

+ / o fy [0t + N 0E() — £1[102()),

to

(4.44)

die fiir alle 6z € W' ([to, t;], R™) gilt. Entsprechend folgt mit = # die Variationsun-
gleichung

lo/tffé,u[t](U(t)—ﬁ(t))dt—k}(f;[-](U(-)—ﬂ(-))) > 0 (4.45)

fir alle u € Ug,.

Wir werden nun aus (4.44) eine explizite Darstellung von A; herleiten und definieren
h(t) := 0x(t) — fL[t]ox(t).
Nach Lemma 4.5.3 hat das Anfangswertproblem
0x(t) = fi[t]ox(t) + h(t), dx(to) =0y, (4.46)

eine Losung fiir jede Funktion h € L*([to, ts],R"*). Die Losung ist geméf (4.36) in Lem-
ma 4.5.3 gegeben durch

Sx(t) = d(t) / O (7)h()dr, (4.47)

to

wobei ® die Losung von ®(t) = fL[t]®(t), ®(ty) = I, bezeichnet.
Sei nun h € L*®([to, ], R"*) beliebig. Einsetzen der Losungsformel in (4.44) liefert

N0 = (gl +oTet, ) o) [ o wnioar
., , o (4.48)
+ / o f) (1) ( / <I>1(r)h(7)d7> dt.

to to

Partielle Integration liefert

/: £ 0o < /t:@_l(T)h(r)dr) it — /t ! ( /t v f(;@[f]@(f)m) -\ (D)h(t)dr.
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Einsetzen in (4.48) fithrt auf

N0 = [ (o, 40T ) ot + [ usiratr ) o7 nio
’ (4.49)
Gleichung (4.49) ist dquivalent mit

No(h(-)) = — / "N Th(b)dt, (4.50)

to

wobei
A7 = (1, + o7z ) ot + [ wfidrlemar) e s

gilt.

Die Funktion A in (4.51) ist im Raum W' ([to, 7], R"*), da ®,®~! und das auftretende

Integral absolutstetig sind. Damit haben wir den folgenden Hilfssatz bewiesen:
Hilfssatz 4.5.6

Seien die Voraussetzungen von Satz 4.5.5 erfillt. Desweiteren seien keine gemischten

Steuer- und Zustandsbeschrankungen (4.4) und keine reinen Zustandsbeschrinkungen (4.5)

im Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 vorhanden (d.h. n. = ny = 0). Dann ezistiert eine

Funktion X\ € W' ([to, t;], R™) mit

No(h()) = —/f)\(t)Th(t)dt (4.52)

to

fir jedes h € L>([to, tf],R™). X ist gegeben durch (4.51).

Bemerkung 4.5.7
Das Bemerkenswerte am vorangehenden Hilfsatz ist, dafS eine explizite Darstellung des
Funktionals X} entsteht. Urspriinglich ist dieses Funktional ein Element des Dualraums
von L*°. Dieser Dualraum hat eine sehr komplizierte Struktur und erlaubt keine brauchbare
Darstellung der Elemente. Die Ausnutzung der Tatsache, daff N} ein Multiplikator eines

Optimierungsproblems ist, zeigt, daf dieser Multiplikator requldrer ist als erwartet.

4.5.4 Lokales Minimumprinzip fiir Probleme ohne Steuer- und Zustandsbe-
schriankungen

Mit Satz 4.5.5 und Hilfsatz 4.5.6 erhalten wir das folgende Minimumprinzip fiir das Op-

timalsteuerungsproblem 4.0.8.

Die Hamiltonfunktion ist definiert durch
H(ta T,u, >‘7 lO) = lOfO(t7 T, u) + )‘Tf(t7 Ly U) (453)
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Satz 4.5.8 (Lokales Minimumprinzip fiir Probleme ohne Steuer- und Zustands-
beschrinkungen)

Seien die folgenden Voraussetzungen fiir das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 erfiillt.

(1) Die Funktionen o, fo, f,1 seien stetig bzgl. aller Arqgumente und stetig differenzierbar
bzgl. x und u.

(ii) Es sei U CR™ eine abgeschlossene und konvexe Menge mit int(U) # (.

(iii) Sei (&,4) € Wh([to, t;], R™) x L>([to, t;],R™) ein (schwaches) lokales Minimum

des Optimalsteuerungsproblems.

(iv) Es treten keine gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen (4.4) und keine

reinen Zustandsbeschrinkungen (4.5) im Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 auf.

Dann gibt es Multiplikatoren ly € R, 0 € R™ und A € W' ([tg, t7],R™), so daf die
folgenden Bedingungen gelten:

(Z) lO > 07 (l070a )‘) 7é @;

(11) Adjungierte Differentialgleichung:
A(t) = —H, (6, 2(8), (), A(t), 1) fii in [to, ty], (4.54)
(111) Transversalititsbedingungen:

Nto)T = = (logly + 070l (4.55)
Nip)T = g, 0T (4.56)

() Optimalititsbedingung: Fast uberall in [to,ts] gilt fir alle w € U

H.(t, (L), a(t), A\t), o) (u — a(t)) > 0. (4.57)

IBEREEE Hilfssatz 4.5.6 liefert die Existenz von A € W5([to, t;], R") mit

Ni(h(-) = —/tf)\(t)Th(t)dt (4.58)
fir jedes h € L*®([to, tf], R™).
(a) Nach (4.51) gilt
M) TO(t) = (logoﬁrf + o'Tq/};f) D(ty) + /t f lofo.[T]®(T)dT
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Differentiation liefert fast iiberall

A TR() + A6 0(1) = ~lofy . [L]2(2).
Mit
(I)(t) = let[t]q)(t)w CI)(tO) = ]na:
folgt
A @(t) = — (lofo . [t] + A1) " f1[t]) ©(t) = —H[H]2(1).
Multiplikation mit ®~! von rechts liefert schlieBlich die Adjungierte Differentialglei-
chung.
Einsetzen von (4.58) in Gleichung (4.44) liefert
0 = (logh, + 0700, 8ato) + (loy, + 070l ) dalty)
ty
+/ HL[Hox(t) — A(t) T on(t)dt
to

fiir alle 6z € Wh>([tg, t;], R™). Partielle Integration liefert

/ TS (1)t = M) 82(0)]” / TS0t

to to

und somit
0 = (loghy + 070 +ME)T) Balto) + (o, + 070, = Meg)T) d(ty)

+ / ’ (A(t)T + H;[t]) Sa(t)dt.

to

_o £.ii. nach (a)

Hieraus folgen die Transversalitdtsbedingungen.

Einsetzen von (4.58) in Gleichung (4.45) liefert

/tf H. [t (u(t) — a(t))dt >0 (4.59)

fiir alle w € U,y. Hieraus folgt die Optimalitdtsbedingung mit der folgenden Be-
griindung, vgl. Kirsch et al. [KWW78, S.102]. Definiere die absolutstetigen Funk-

tionen . .
:/ H. [r]dT, ho(t) ::/ H. [T]a(r)dr
to to

Sei I die Menge der t € (to, tf) mit

lim It +e) =t / H. [r)dT = H.[t],

€10 € 610 €

. hg(t+6) —hg(t) o / ’

lim . —151}})15 H[]()dT—HH()-
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Da h; und hy absolutstetig und somit fast iiberall differenzierbar sind, unterscheidet
sich I von [ty, t] nur durch eine Nullmenge. Seien nun ¢ € I und u € U beliebig und
£ > 0 hinreichend klein. Definiere

(r) = u, fir 7 € [t,t + €],
T al), fir T g [t +el.

Dann ist u. € Uyg und mit (4.59) folgt

0< - /H’ (us(r / H.[7] (u —a(r)) dr.

Grenziibergang ¢ | 0 liefert mit ¢t € [

0 < H[t] (u—a(t)).

Beispiel 4.5.9 (Minimum Energy)

Betrachte das Minimum Energy Problem ohne Zustandsbeschrinkung: Minimiere

1

1
F(xy,z9,u) = 5/ u(t)?dt
0

unter den Nebenbedingungen

() = w(t),  2(0)=a:(1) =0,

Bo(t) = wul(t),  22(0) = —z(1) = 1.
Wir wollen Satz 4.5.8 anwenden mit [ty t¢] = [0,1], x = (z1,22)" und
z1(0)
fo(t,x,u) = %u{ flt,z,u) = ( x; ) L w((0), (1) = xgg(c(l)zl; 1
za(1) + 1

Die Hamiltonfunktion lautet

H(l’l, T2, U, )\1, )\2, lo) = lo% -+ )\11’2 + )\QU.

Es sei (21, Ta,0) ein lokales Minimum. Dann existieren nichttriviale Multiplikatoren ly >
O, o = (0’17 09,03, 0'4)T, A= ()\1, )\2)—'— mat:
Adjungierte Differentialgleichung:

}‘1<t> = _H/ (‘% (t)a :%2(t)’ fb(t), Al(t)v )‘2<t)7 lU) =0,

Ma(t) = =M, (81(8), B(t), a(t), M (1), Aa(t), lo) = =M ().
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Die erste Differentialgleichung liefert \i(t) = ¢y fiir eine Konstante c;. Integration der
zweiten Differentialgleichung fihrt auf Mo(t) = —cit + co mit einer Konstanten cs.

Transversalitidtsbedingungen: (p =0)

Zusammen mit den Adjungierten Differentialgleichungen folgt
—01 = ¢; = 03, Cy = —09, —C1+ Cy = 04.
Optimalititsbedingung: / =R)
0 =M, (&1(t), Z2(t), a(t), Aa(t), Aa(t), lo) = lo@u(t) + Aa(t)

(1) Fall 1: Es gelte [y = 0. Dann folgt aus der Optimalititsbedingung Ao(t) = 0 fast
tiberall. Wegen Ao(t) = —cqt + o folgt ¢ = ¢ = 0 und somit \(t) = ¢; = 0. Also
gilt lp = 0, A\; = 0, Ao = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung (lp, A1, A2) # 0.

(i1) Fall 2: Es ist 0.B.d.A. ly = 1. Dann folgt aus der Optimalititsbedingung

ﬁ(t) = —)\Q(t) = Clt — C3.

Wir miissen noch die Konstanten bestimmen und setzen dazu 4 in die Differentialglei-

chungen fiir £, und s ein:

Z%Q(t) = ﬁ(t) = Clt — Co, 52’2(0) =1 = Ii‘g(t) =1+ %tg . CQt,
Zi'l(t) = i‘g(t), {%1(0) =0 = Ii‘l(t) . %tg B %tQ.

Die Endbedingungen z1(1) = 0 und Z5(1) = —1 liefern

&)
™)

-1
, = -2

|8 ol
]

} = c1 =0, cg =2.

Q

Insgesamt erhalten wir also den folgenden Kandidaten fiir eine Liosung des Minimum-

Energy-Problems:
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Dafl auch der Fall [ = 0 eintreten kann, zeigt folgendes Beispiel.
Beispiel 4.5.10
Minimiere

Fla,u) = /0 ut)t

unter den Nebenbedingungen

Offenbar erfillt nur w = 0 die Nebenbedingungen und ist daher optimal.
Mit der Hamiltonfunktion H(x,u, X\, ly) = lou + Mu? gilt

= H; = l0+2)\u,

AN = 0 = \ = const.

Gilt ly # 0, so gilt auch uw = —ly/(2\) = const # 0. Mit dieser Steuerung gilt allerdings
z(1) > 0, so daff u nicht zuldssig ist. Es muf also ly = 0 gelten.

4.5.5 Globales Minimumprinzip

Satz 4.5.8 liefert ein sogenanntes lokales Minimumprinzip. Die Bezeichung ,,lokal® ist darin
begriindet, daff die Optimalitdtsbedingung (4.57) als notwendige Bedingung fiir ein lokales
Minimum der Hamiltonfunktion bzgl. u interpretiert werden kann. Es gibt jedoch auch
ein globales Minimumprinzip. Die Optimalitdtsbedingung lautet dort wie folgt: Fiir
fast alle t € [to, 1] gilt

H(t, z(t), u(t), \(t),lo) < H(t, z(t), u, A(t), o) Yu elU (4.60)
bzw.
u(t) = argrgleiblll H(t, 2(t), u, A(t), o). (4.61)

Mit anderen Worten:
Die optimale Steuerung « minimiert die Hamiltonfunktion!

Beachte, daff (4.60) bzw. (4.61) bei festem Zeitpunkt ¢ ein endlichdimensionales Op-
timierungsproblem darstellt. Besitzt die Hamiltonfunktion bzgl. u in einer Umgebung
von (Z(t), A(t),lo), t € [to,tf] ein eindeutig bestimmtes Minimum, so heifit die Hamilton-
funktion regulér. Zur Bestimmung des Minimums koénnen notwendige und hinreichende
Bedingungen, sowie Verfahren der endlichdimensionalen Optimierung herangezogen wer-

den.
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Fiir den Spezialfall Y = R™ gelten notwendig

Gilt sogar die verschérfte Legendre-Clebsch-Bedingung
HY (¢, 2(8), a(t), A(t), lg) positiv definit,
so kann H!, = 0 nach dem Satz {iber implizite Funktionen nach (t) aufgelost werden:
= u(t,z(t), A(t), lo).

Die optimale Steuerung ist also implizit i.W. durch Zustand und Adjungierte festgelegt.
Ist die Hamiltonfunktion konvex bzgl. u, so sind die lokale und die globale Optimalitéats-
bedingung dquivalent. Jedoch ist das globale Minimumprinzip auch giiltig, wenn U eine
beliebige Teilmenge des R" — etwa eine diskrete Menge (Gangschaltung!) — ist.
Beim lokalen Minimumprinzip mussten wir noch voraussetzen, dafl ¢ konvex ist und
innere Punkte besitzt.

Das globale Minimumprinzip kann mit Hilfe einer variablen Zeittransformation — dem
sogenannten Dubovitskii-Milyutin-Trick — aus dem lokalen Minimumprinzip hergeleitet
werden, vgl. loffe und Tihomirov [IT79, S.147-159].

Wir zeigen die Giiltigkeit des globalen Minimumprinzips fiir den folgenden Spezialfall:

Problem 4.5.11 (Optimalsteuerungsproblem)
Minimaere

F(z,u) :/tffo(t,:v(t),u(t))dt
unter
a(t) = fQax(t),ult))  fi in [to,tf],

ZL’(to) = Xy,

Satz 4.5.12 (Globales Minimumprinzip)
Sei (z,u) lokales Minimum von Problem 4.5.11 und G beschrinkt und stickweise stetig
auf [to,ts]. Ferner sei f stetig bzgl. (t,x,u) und stetig differenzierbar bzgl. x.
Dann gibt es eine Funktion X : [to,tf] — R", so daf$ die folgenden Bedingungen erfillt

sind:
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(i) lo=1

(ii) Adjungierte Differentialgleichung:

Mt) = —H (8, 2(1), at), A(t), o) T [ in [to, 1],

(i1i) Transversalitdtsbedingung:
Aty) =0

(iv) Optimalitit der Hamiltonfunktion: In jedem Stetigkeitspunkt t von @ gilt

H(t, @ (t), a(t), M(2), lo) < Ht, #(t), u, A(£), 1)) Yueld

IBEREE (vol. loffe und Tihomirov [IT79)) Sei 7 € [to, tf] ein Stetigkeitspunkt von .
Wir wéhlen ein festes Element v € U und betrachten fiir A > 0 die Steuerung

(t), fallst ¢ [t —h,7),
) falls t € [T — h, 7).

u(t; T3 h) = up(t) = { ZL

Diese Variation heifit ,,Nadelvariation®.

e
i | - S
to T—hT ty

Es bezeichne x(t) = x(t;7;h) die zu u;, gehorende Losung des Anfangswertproblems
T = f(t,x,u), z(ty) = xo. Es bleibt zu kléren, ob x), auf [to,t;] wohldefiniert ist.

Per Konstruktion gilt xy(t) = &(t) fiir to <t <71 — h.

Fiir hinreichend kleines h > 0 besitzt auch das Anfangswertproblem

z(t) = f(t,x(t),v), x(r —h)=2a(r —h)

in [T — h,7 + h] eine Losung z;, (Existenzsatz von Peano, vgl. Satz 5.1.2).

Da u stetig in 7 ist, ist auch & dort stetig (sogar in einer Umgebung), und es folgt

i(r) = &(r —h)+ ha(r —h)+o(h),
= &(t—h)+hf(r—h,z(r —h),a(tr —h)) +o(h)
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Analog folgt

zp(t) = &(r—h)+hf(r —h,2(T — h),

Damit existiert der Grenzwert

v) +o(h).

Aufgrund der stetigen Abhéngigkeit der Losungen der Differentialgleichung vom Anfangs-

wert (vgl. Satz 5.2.3 in Abschnitt 5.2) und der stiickweisen Stetigkeit von u, ist x, fiir

hinreichend kleines h > 0 auch auf [r,?;] definiert. Dariiber hinaus konvergiert z; auf

[7,ts] gleichméssig gegen & fiir A | 0 und fiir ¢ > 7 existiert der Grenzwert

zp(t) — (1)

y(t) = lm ;
Cm (M
h10

o+ [ e

u(s))y(s)ds.

h

+ /t f(s,zn(s),a(s)) — f(S,i’(S)aﬁ(S))dS>

Ein Vertauschen von Grenzwertbildung und Integration ist erlaubt, da f stetig differen-

zierbar bzgl. x ist und @ beschriankt und stiickweise stetig ist (das Integral miisste ggf. an

den Unstetigkeitsstellen von @ aufgespalten werden).

Damit ist y auf [7,¢;] Losung des Anfangswertproblems

Sei A Losung von (ii) und (iii). Fur ¢t > 7 gilt dann

— (A®Ty(®) = MO Ty(t) + A1)
= (fOx( &(t),
= —fo.(t, 2(t), alt

)" y(t)
() + M) " fu(t, &
)y(t).

Wegen A(t;) = 0 folgt daraus durch Integration von ¢ bis ty,

0= [ it
= [" it

und speziell in t = 7,

M) (f(a(7),0) = f(ra(7), a(r)))

i(s))y(s)ds

,u(s))y(s)ds.
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Da (z,4) lokales Minimum ist, gilt

0 < lim h
= lim, ( :hfou,xh(w,v) — folt, 2(t), a(t))dt + / " hot (), a(t)) — fo<t,fc<t>,a<t>>dt)

ty

Zusammen ergibt sich

fO(T, (1), a(r)) + /\(T)Tf(T, z(7), ﬂ(T))j < fo(r,z(7),v) + /\(T)Tf(T, (1), v)j.

N

:H(T,i’(T)}Lf(T),)\(T),l()) :H(T,i(’:)ZJ,A(T),l())
Da v € U beliebig war, folgt die Behauptung. O

4.5.6 Regularitat

Wir formulieren eine Bedingung, die es erlaubt /[y = 1 zu wihlen. Hierbei beschranken
wir uns wieder auf das Optimalsteuerungsproblem ohne gemischte Steuer- und Zustands-
beschrénkungen und reine Zustandsbeschrénkungen. Nach Hilfssatz 4.4.7 impliziert die

folgende Mangasarian-Fromowitz-Bedingung [, = 1:
(i) H'(z,u) ist surjektiv.
(ii) Es gibt ein (dz,0u) € int(S — {(z,a)}) mit

H'(z,0)(0x,0u) = O,

Das Innere von S = Wh>([tg, 5], R™) x U,g lautet
int(S) = {(z,u) € X | Je > 0: B.(u(t)) CU fi. in [to, tf]},

wobei B.(u) die offene Kugelumgebung um u mit Radius € bezeichnet.

Eine hinreichende Bedingung fiir (i) ist durch folgendes Lemma gegeben.
Lemma 4.5.13

Set

Rang <1/1;0<I>(t0) + ¢;f®(tf)> = Ny, (4.62)
wobei ® das Fundamentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung

o(t) = f[1(1), (to) =ln,,  t€ [to,1y]
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bezeichnet. Dann ist H'(Z,u) in Problem 4.5.1 surjektiv.

IBEREE Scien by € L™([to, 1], R™) und hy € R™ gegeben. Betrachte das lineare
Randwertproblem
Hi(Z,0)(0z,0u)(t) = hi(t), L. in [to,ts],

Hy(z,u)(6x,0u) = ha.

Komponentenweise folgt
—8i(t) + fo[t)0x(t) + filt)ou(t) = hi(t), fii.in [to, tf],

U0 (to) + ¥ 0x(ty) = —ho.

Durch die Rangannahme (4.62) sind alle Voraussetzungen von Lemma 4.5.3 erfiillt und

das Randwertproblem besitzt eine Losung. Da hy; und hs beliebig waren, zeigt dies die
Surjektivitdat von H. a

Bedingung (ii) ist erfiillt, wenn es dz € WH>([t, t;], R™), du € int(U,q — {i}) gibt mit

faltléx(t) + filtlou(t) — 6x(t) = 0,,, fLii. in [to,ty], (4.63)
Up0x(to) + 5, 0x(ty) = Opy. (4.64)
Zusammenfassend erhalten wir

Satz 4.5.14
Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.5.5 und Lemma 4.5.183 erfiillt. Desweiteren exi-
stieren 0z € Wh([to, t¢], R"™) und du € int(Uyq — {0}) mit (4.63)-(4.64).
Dann gilt lo =1 in Satz 4.5.8.

Bemerkung 4.5.15
Fiir ein konkretes Problem ist es oft einfacher, die Annahme ly = 0 zu einem Widerspruch

zu fiihren, vgl. Beispiel 4.5.9. Gelingt dies, kann 0.B.d.A. lo = 1 gewdhlt werden.

4.6 Optimalsteuerungsprobleme mit linear auftretender Steue-

rung und singulidre Teilstiicke

Wir diskutieren hier den Spezialfall, daB die Steuerung u im Optimalsteuerungspro-

blem 4.0.8 nur linear auftritt. Desweiteren treffen wir folgende vereinfachende Annahmen:

e Es tritt nur eine Steuerung auf, d.h. n, = 1.

e Die Menge U beschreibt sogenannte Boxbeschriankungen fiir u, d.h. es gilt
UZ{UGR|umzn§u§umaw}

mit reellen Konstanten u,,:, < Umaz-
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Speziell betrachten wir mit hinreichend glatten Funktionen
o [ ]
bo : [to, ty]

a : [to,ty] x R"™ — R"
b - fto, 1]

die folgende Problemstellung:

Problem 4.6.1 (Optimalsteuerungsproblem mit linear auftretender Steue-
rung)

Finde einen Zustand x € W ([to, t;], R™) und eine Steuerung u € L>([to,ts],R), so
dafS die Zielfunktion

o(x(to), z(ty)) + / ' ao(t,z(t)) + bo(t, z(t))u(t)dt (4.65)

to

manimal wird unter Beachtung der Differentialgleichung
2(t) = alt,z(t) + b(t, x(t))u(t)) [ in [to, ts], (4.66)

den Randbedingungen
b(x(to), (ty)) = On,, (4.67)

und den Bozbeschrinkungen

W(t) €U = [tmin, Umaz] L. i1 [to, ). (4.68)

Definition 4.6.2 (Schaltfunktion)
Die Funktion I': [to,ts] X R™ x R™ x R — R mit

D(t,x, N lo) == lobo(t, ) + A b(t, 2)
heifst Schaltfunktion von Problem 4.6.1.
Wir wollen das globale (1) Minimumprinzip anwenden. Mit Hilfe der Schaltfunktion lautet
die Hamiltonfunktion fiir Problem 4.6.1
H(t,z,u, N\ L) = loag(t, z) + X a(t,z) + T(t, 2, A, lp)u.
Das globale Minimumprinzip (4.61) liefert die Optimalitdtsbedingung

u(t) = argmig{l’l-{(t, (t),u, A(t),lo) =arg  min  T'(t,2(t), \(t),lo)u.
s

Umin SUSumaz
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Da u linear auftritt ist, kann die optimale Steuerung u abgelesen werden, falls I" # 0 gilt:

Unnin,s falls T'(¢, &(t), A(t), o) > 0,
W(t) =< Umae, falls I'(¢, 2(t), A(t), lp) < 0, (4.69)
unbestimmt, falls I'(¢, 2(t), A(t), lp) = 0,

Problem:

(4.69) zeigt, daB das Minimumprinzip keine Aussage iiber die optimale Steuerung macht,

falls die Schaltfunktion I' in einem ganzen Zeitintervall [¢;,¢s] identisch verschwindet.
Definition 4.6.3 (Bang-Bang-Steuerung, singulire Steuerung)

Sei [ty ts] C [to, tg] mit t; < t.

(1) u heifft Bang-Bang-Steuerung in [tq, 2], wenn I in [t1, to] nur isolierte Nullstellen

besitzt. Die isolierten Nullstellen von I' heiffen Schaltpunkte.

(11) uw heifit singuldr in [t1,ts], falls ' = 0 in [t1, o] ist. Die Zeitpunkte t1, to heiflen
Verbindungspunkte, falls u in [t; — &,t1], [t2, t2 + €| fiir ein hinreichend kleines
e > 0 eine Bang-Bang-Steuerung ist.

Abbildung 4.3 verdeutlicht die Begriffe Bang-Bang-Steuerung und singuldre Steuerung

grafisch.

Umaz —T — R j Umaz —T — : [ =
: tUsing : :
i \
\

~ Y

Abbildung 4.3: Bang-Bang-Steuerung bei isolierten Nullstellen der Schaltfunktion (links)

und Bang-Bang-Steuerung mit singuldrem Teilstiick (rechts).
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Besitzt I' nur isolierte Nullstellen, so ist die optimale Steuerung @ eine Bang-Bang-
Steuerung, die durch (4.69) gegeben ist. Die Schaltpunkte ¢; sind implizit durch die Be-
dingung

L'(ts, 2(t:), A(t:), lo) = 0

festgelegt (— wichtig fiir Randwertproblem!).

4.6.1 Bestimmung singulidrer Steuerungen
Problematisch ist der Fall einer singuldren Steuerung. Sei hierzu [t1, %3] C [to, /] ein In-
tervall mit I' = 0.

Idee:
Differenziere die Identitdt I' = 0 in [¢;,t2] solange nach ¢, bis erstmals die Steuerung u
auftritt und 1ése dann nach u auf. Ersetze dabei 4 durch die rechte Seite in (4.66) und A

durch die Adjungierte Gleichung

A= —H.(t, & 0, )\ 1)

Definiere rekursiv Funktionen T'®) (¢, 2, X, u, ly), 0 < k < oo durch

TO¢ N uly) = Tt x,\l),

F(k+l)(t, 2\, ly) = v, r® (t,z, A\, u,lp)
Tt ) (o 2) -+ 6, )0
+VAI®E (¢ 2, N u, l) (—HL(t, z u, N\ 1)) .

Da u stets linear auftritt 18t sich T'®) induktiv darstellen als
TE @tz u,ly) = Ap(t, 2, M\, 1) + Bi(t, z, N, l)u, k=0,1,2,...

mit geeigeneten Matrizen Ay und Bj.
Solange bis u erstmals explizit in T'®) auftritt, ist I®) gerade die k-te Zeitableitung von

I' und es gilt
TRt 2(t), \t),a(t),lg) =0  Vt € [ty,t], k=0,1,2,....
Es konnen zwei Falle auftreten:

(i) Es gibt ein k < co mit
0

S T2 A lo) = Byt A\ l) =0 YO <j<k-1, (4.70)
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und 5
a—F(k)(t,x, >\,U/7 ZO) = Bk(tax7)\7 lO) ;é O (471)
u

In diesem Fall 148t sich die Gleichung
T, 2(8), A(t),0(t), 1) =0 fiir t € [ty, ]

nach 4 auflésen und die optimale Steuerung lautet

Ar(t, 2(t), A1), o)
 Bi(t, 2(8), A1), 1)’

(L) = Giging(t) = te [t ta). (4.72)

(ii) Fiir alle 0 < k < oo gilt
0

%F(k) (t7 z, >‘7 u, ZO) = Bk<t7 €, >\7 lo) = 0.

In diesem Fall kann @ nicht bestimmt werden.

Damit ist folgender Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz 4.6.4
FEs existiere ein k < oo mit (4.70) und (4.71). Dann ist die singulire Steuerung in [ty, to]
gegeben durch (4.72).

Allgemeiner gelten die folgenden Aussagen:

Satz 4.6.5 (Ordnung einer singulidren Steuerung)

(1) Existiert ein k < oo mit (4.70) und (4.71), so ist k = 2q eine gerade Zahl. Die Zahl
q > 1 heiffit Ordnung der singuliren Steuerung.

(ii) Fiir eine optimale Losung T(t), u(t), \(t) gilt auf singuldren Teilstiicken die verall-
gemeinerte Legendre-Clebsch-Bedingung

0< —1q3 d—qu’tAt A1), u(t), 1
—( ) ou | di2a u(,q:( )7 ()7“( )7 0)

IR K<cllcy ct al. [KKMG6]

Bemerkung 4.6.6
Leider gibt es 1. A. keine Aussagen dariber, ob singuldre Teilstiicke in der Optimallosung
tatsdchlich auftreten. Bei der numerischen Losung mittels indirekter Verfahren (Rand-
wertprobleme) ist man daher auf Hypothesen angewiesen, ob bzw. wo singuldre Teilsticke

vorhanden sein konnten.

Beispiel 4.6.7

Betrachte das folgende Optimalsteuerungsproblem mait fester Endzeit ty = 3. Minimiere

1 /3 )
— ) dt
2/0x<>
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unter den Nebenbedingungen

Hamiltonfunktion.:
H(t,x,u, A\ ly) = %0952 + \u.
Adjungierte Differentialgleichung:
A1) = —loz(t).
Optimalitdtsbedingung:

—1, fir \(t) >0,
u(t) = 1, fir A(t) <0,
unbestimmt,  fir \(t) =0

Der Fuall ly = 0 kann durch Widerspruch ausgeschlossen werden, denn aus lg = 0 folgt
A = ¢ mit einer Konstanten ¢ # 0. Der Fall ¢ = 0 scheidet wegen der Nichttrivialitit von
(lo, A\,0) # O aus (Transversalititsbedingung liefert A\(0) = —o1, A(3) = 02). Aus ¢ # 0
folgt w = —sign(c). Daraus folgt x(t) = 1 — sign(c)t. Jedoch erfillt dieses x nicht die
Randbedingung x(3) = 1. Also gilt 0.B.d.A. [y = 1.
Die Annahme, es gdbe nur einen Schaltpunkt 0 < ty < 3 und keine singuldre Steuerung
fiihrt auf die Steuerung

w(®) :{ 1, fg:rte [0,3/2),

1, fiurte (3/2,tf].

Jedoch zeigt sich, daff die zugehdrige Adjungierte (ausrechnen!) entweder eine Nullstelle
ohne Vorzeichenwechsel oder zwei Nullstellen mit Vorzeichenwechsel besitzt, so daf$ die
Hypothese, es gdbe nur einen Schaltpunkt, falsch war.
Die Annahme, es gibe zwei Verbindungspunkte und ein singuldres Teilstiick in der Mitte

fiihrt auf die singulire Steuerung
A=0 = A=-2=0 = A= —i=—ug,=0.

Insgesamt folgt dann

-1, firte|0,1), 1—t, firtel0,1),
u(t) = 0, firtell,2), z(t) = 0, firtell,2),
1, firtel2,3], t—2, firtel2,3]
und
s —t+5t%  firtel0,1),
A(t) = 0, firtell,?2),
—242t— 1%, firte[2,3]
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Diese Funktionen erfiillen das globale Minimumprinzip. Da das Optimalsteuerungsproblem
konvex ist, ist dies (eine) optimale Ldsung.

Allgemeiner gilt: Fir ty > 2 tritt ein singuldres Teilstick im Intervall [1,ty — 1] mit
singuldrer Steuerung u(t) = Using(t) = 0 auf. Die Steuerstruktur ist untere Schranke —
singuldr — obere Schranke. Fiir t; < 2 tritt kein singuldres Teilstiick auf. Die Steuerstruk-

tur ist untere Schranke — obere Schranke.

4.7 Notwendige Bedingungen fiir Optimalsteuerungsprobleme
mit Steuer- und Zustandsbeschrinkungen

Der Beweis des lokalen Minimumprinzips 4.5.8 kann mit entsprechendem technischen
Mehraufwand auf Optimalsteuerungsprobleme 4.0.8 mit gemischten Steuer- und Zustands-
beschrankungen und reinen Zustandsbeschrinkungen erweitert werden. Notwendige Be-
dingungen mit reinen Zustandsbeschrankungen werden z.B. in Jacobsen et al. [JLS71],
Girsanov [Gir72], Knobloch [Kno75|, Maurer [Mau77, Mau79], Ioffe und Tihomirov [IT79]
und Kreindler [Kre82] hergeleitet. Neustadt [Neu76] und Zeidan [Zei94] diskutieren Op-
timalsteuerungsprobleme mit gemischten Steuer- und Zustandsbeschréankungen. Hartl et
al. [HSV95] fassen in ihrem Ubersichtsartikel Maximumprinzipien fiir Optimalsteuerungs-
probleme mit reinen Zustandsbeschrénkungen zusammen.

Zunéachst zitieren wir ein lokales Minimumprinzip fiir Probleme mit gemischten Steuer-
und Zustandsbeschrénkungen, aber ohne reine Zustandsbeschréankungen. Dazu benotigen

wir die erweiterte Hamiltonfunktion:
H(t,x, w, A1, o) = H(t, 2z, u, N lo) + 1" c(t, z,u). (4.73)

Satz 4.7.1 (Lokales Minimumprinzip fiir Probleme mit gemischten Steuer- und
Zustandsbeschrinkungen)

Es seien folgende Voraussetzungen fiir das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 erfiillt.

(1) Die Funktionen @, fo, f,c,1 seien stetig bzgl. aller Argumente und stetig differen-

zierbar bzgl. x und u.

(ii) Sei (Z,1) € Wh([to, t;], R™) x L>([to, ], R™) ein (schwaches) lokales Minimum

des Optimalsteuerungsproblems.

(iv) Es gelte
Rang (d,(t, (t),0(t))) = ne

fast iberall in [to,ty].
(iv) Es seid = R™.
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(v) Es treten keine reinen Zustandsbeschrinkungen (4.5) auf.

Dann exzistieren Multiplikatoren ly € R, X € W1 ([to, t¢], R™), n € L>([to, t;],R") und
o € R™ so daf$ die folgenden Bedingungen gelten:

(Z) ZO > 0; (l0707 )‘777) 7& 67

(11) Adjungierte Differentialgleichung:

MO = =Hi (82 () alt), M), n(t), lo) (4.74)
(111) Transversalititsbedingungen:

Mto)" = = (o, (&(to), & (tg)) + 0 "y, (E(to), 2 (L)) (4.75)
M)t = oyl (E(to), 2 (tp)) + 0 "oy (2(t0), 2 (tp))- (4.76)

(w) Optimalitdtsbedingung: Fast tuberall in [to,ts] gilt
H, (8, & (1), a(t), A(t), n(t), lo) = O, (4.77)

(v) Komplementarititsbedingungen:
Es gilt fast dberall in [to, /]

n(t) e(t, 2(t),a(t) = 0,  nt) =0,

Treten reine Zustandsbeschrankungen, aber keine gemischten Steuer- und Zustandsbe-
schrankungen auf, so ist die Adjungierte A nur noch von beschrinkter Variation und
besitzt i.a. Spriinge. Eine Funktion p : [tg, ;] — R heifit von beschrédnkter Variation,

wenn es eine Konstante C' gibt, so daf fiir jede beliebige Partition
Glz{t0<t1<...<tm:tf}
von [to, ts] gilt

> lults) = pltin) < €.

Der Raum der Funktionen von beschriankter Variation wird mit BV ([to, ], R) bezeich-
net. Funktionen von beschriankter Variation sind mit Ausnahme von héchstens abzéahlbar
vielen Stellen differenzierbar. Den Raum BV ([ty, tf,R) gibt es auch in der normierten Va-
riante N BV ([to, ts], R), welcher aus allen Funktionen von beschréankter Variation besteht,

die pu(ty) = 0 erfiillen und auf (to,tf) rechtsseitig stetig sind.

Satz 4.7.2 (Lokales Minimumprinzip fiir Probleme ohne gemischte Steuer- und
Zustandsbeschrinkungen)

FEs seien folgende Voraussetzungen fiir das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8 erfiillt.
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(1) Die Funktionen o, fo, f,s,% seien stetig bzgl. aller Arqgumente und stetig differen-

zierbar bzgl. x und w.
(ii) Es sei U CR™ eine abgeschlossene und konvexe Menge mit int(U) # (.

(iii) Sei (&,4) € Wh([tg, t;], R™) x L>([to, t;],R™) ein (schwaches) lokales Minimum

des Optimalsteuerungsproblems.

(iv) Es treten keine gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen (4.5) im Optimal-

steuerungsproblem 4.0.8 auf.

Dann gibt es Multiplikatoren ly € R, A € BV ([to,ts],R"™), up € NBV ([to,ts],R™) und
o € R™, so daf$ die folgenden Bedingungen gelten:

(Z) lO Z 07 (l070a )\71’[’) 7é (—)?

(i1) Adjungierte Differentialgleichung:

A ist fast uberall differenzierbar in [to,ty] mit

AT = =ML (1,3 (0), (1), A1), o) — ()T St 2(8)). (4.78)
Sprungbedingungen:
An jeder Nichtdifferenzierbarkeitsstelle t; € (to,ty) von p gelten die Sprungbedin-
gungen
At;) — Aty ) = —sh(ty, 2(t) T (ulty) — ult))) (4.79)
und
Hts) = HIEF] = si(ty, @(85)) " (ulty) — p(t5)) (4.80)

(iv) Optimalititsbedingung: Fast uberall in [to,ts] gilt fir allew € U

H.(t, &(t), a(t), M(t), lo) (uw — a(t)) > 0. (4.83)

(v) Komplementarititsbedingung:
i ist monoton wachsend auf [to,t¢] und konstant auf jedem Intervall (ty,t2) mit
t1 < to und s;(t,z(t)) <0 fir alle t € (t,t2).

Bemerkung 4.7.3
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o Auch fiir Satz 4.7.2 gibt es ein entsprechendes globales Minimumprinzip. Die Opti-

malitdtsbedingung lautet analog zum unrestringierten Fall

u(t) = argmeiél H(t, 2(t), u, A(t), lo).

e Bei der direkten Auswertung der Fritz-John-Bedingungen in Satz 4.4.3 fir das Opti-
malsteuerungsproblem 4.0.8 mit reinen Zustandsbeschrinkungen ergibt sich zundchst

eine Integralgleichung fir die Adjungierte:

A(t) = Aty) + /t ' H.[r]Tdr + Z/t ' 83 o[ T]dpi(T), Vt € [to, ty]. (4.84)

Das zweite Integral ist ein Riemann-Stieltjes-Integral, welches bei der Darstellung
von Elementen des Dualraums der stetigen Funktionen auftritt. Aus dieser Integral-
gleichung konnen die Adjungierte Differentialgleichung und die Sprungbedingungen

abgeleitet werden.

o Als Sprungstellen von u; (und \) kommen nur Stellen t mit s;(t,2(t)) = 0 in Frage,
da p; nach (v) auf Intervallen (t1,t2) mit s; < 0 konstant und dort somit differen-

zierbar st mat fi; = 0.

4.7.1 Bestimmung von Randsteuerungen
Wir benétigen einige Begriffe, die in Abbildung 4.4 verdeutlicht werden.
Definition 4.7.4 (Aktive und inaktive Beschrinkung, Randstiick, Auf- und Ab-
sprungpunkt, Kontaktpunkt, Berithrpunkt)
Sei (x(t),u(t)) zuldssig fir das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8.

e Die Beschrinkung ¢; (bzw. s;) heifst aktiv in ¢ € [to,t], falls ¢;(t,z(t),u(t)) =0
(bzw. s;(t,z(t)) = 0) gilt. Gilt ¢;(t,z(t),u(t)) <0 (bzw. sj(t,x(t)) < 0), so heifst die
Beschrankung inaktiv in ¢ € [to, tf].

o Ist ¢; (bzw. s;) aktiv auf einem Teilintervall [ty,ta] C [to,ts] mit t1 < ta, so heift
[t1,12] Randstiick von ¢; (bzw. s;).

Ist ¢; (bzw. s;) inaktiv auf einem Teilintervall [t1,ta] C [to,ts] mit t1 < ta, so heifst
[t1,t2] freies Teilstiick von ¢; (bzw. s;).

Der Punkt t, heifst Aufsprungpunkt des Randstiickes [t1,t2] von ¢; (bzw. s;), wenn
es ein 6 > 0 gibt, so dafs ¢; (bzw. s;) fiir allet € [ty — 0,1) inaktiv ist.

Entsprechend heifit t, Absprungpunkt des Randstiickes [t1,t2] von ¢; (bzw. s;),
wenn es ein 0 > 0 gibt, so daf ¢; (bzw. s;) fir alle t € (t2,1y + 0] inaktiv ist.
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o Ein Punktt, € [to,ts] heift Kontaktpunkt von ¢; (bzw. s;), wenn ¢; (bzw. s;) in
t1 aktiv ist und es ein 6 > 0 gibt, so dafS ¢; (bzw. s;) fir allet € [ty — 6,61 — 6]\ {t1}

aktiv ist.

e FEin Kontaktpunkt t, von ¢; (bzw. s;) heifit Berihrpunkt, wenn %ci (bzw. %sj) int

stetig st.

to t t ty th 1
Abbildung 4.4: Randstiick [t, t5], Beriihrpunkt ¢3 und Kontaktpunkt ;.

In Analogie zur Ordnung einer singuldren Steuerung lafit sich auch fiir Zustandsbe-
schrankungen eine Ordnung definieren. Diese Ordnung gibt an, wie oft eine aktive Zu-
standsbeschrankung nach der Zeit differenziert werden muf3, um die entsprechende Ab-
leitung nach der Steuerung auflésen zu konnen. Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, be-
schrénken wir uns auf eine Steuerung (n, = 1) und eine Zustandsbeschrénkung s (ns = 1).
Der mehrdimensionale Fall verliduft analog, jedoch sind die Auflosbarkeitsbedingungen
dort komplizierter und evtl. mehrdeutig.

Sei [t1,t2] C [to, tf] ein Randstiick der Zustandsbeschrénkung s, d.h. es gilt

s(t,z(t)) =0 Vit € [t1,ts].
Definiere rekursiv Funktionen S® (¢, 2, u), 0 < k < oo durch

SOt zu) = s(t,x),
S(k+1)(t, SL’,U) = VtS(k)<t>$7 u) + VxS(k)(t, Z, u>f<t7$7 u>

© 2009 by M. Gerdts



4.7. NOTWENDIGE BEDINGUNGEN FUR OPTIMALSTEUERUNGSPROBLEME
MIT STEUER- UND ZUSTANDSBESCHRANKUNGEN 125

Solange bis u erstmals explizit in S*) auftritt, ist S*) gerade die k-te Zeitableitung von

s und es gilt
SW(t,z(t),a(t)) =0  Vt€[ty,t], k=0,1,2,....

Es konnen zwei Falle auftreten:

(i) Es gibt ein k < oo mit

§S<j>(t,x,u) =0 YO<j<k-—1, (4.85)
Uu
und 9

%S(k)(t, z,u) # 0. (4.86)

In diesem Fall 148t sich die Gleichung
SW(t,x,u) =0 filr t € [ty 1y (4.87)

nach dem Satz iiber implizite Funktionen nach u auflésen. Die Randsteuerung ist

somit implizit gegeben durch u = Uyana(t, ).

(ii) Fir alle 0 < k < oo gilt

%S(k)(t,x,u) = 0.

In diesem Fall kann @ nicht bestimmt werden.

Definition 4.7.5 (Ordnung einer Zustandsbeschrinkung)
FEzistiert ein k < oo mit (4.85) und (4.86), so heifit k Ordnung der Zustandsbe-

schrankung. Im Fall k = 0 liegt eine gemischte Steuer- und Zustandsbeschrinkung vor.

Damit ist folgender Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz 4.7.6
Es existiere ein k < oo mit (4.85) und (4.86). Dann ist die Randsteuerung in [ty,ts]
implizit gegeben durch (4.87) mit

W(t) = Urana(t, 2(8)),  t € [t t)].

Bemerkung 4.7.7
FEs gibt alternative notwendige Bedingungen von Bryson et al. [BDDG63], die auf einer
Ordnungsreduzierung von Zustandsbeschrinkungen basieren. Die Zustandsbeschrdnkung
s(t,z(t)) < 0,, der Ordnung k > 1 kann auf einem aktiven Teilstiick [t1,ts] (theoretisch)

dquivalent durch die folgenden Bedingungen ersetzt werden:
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(1) Eintrittsbedingungen:

SOty z(t)) =0,,, i=0,1,...,k—1. (4.88)

(ii) Ordnungsreduzierte gemischte Steuer- und Zustandsbeschrinkung:

SW(t, 2(t),u(t) = 0.,  t€E[t,ta]. (4.89)

Damit entsteht ein dquivalentes Optimalsteuerungsproblem mit inneren Punktbedingungen
(4.88) und gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen (4.89). In den notwendigen
Bedingungen tritt dann anstatt s die k-te Ableitung S® auf Die Adjungierte kann am
Aufsprungpunkt t, unstetig sein, jedoch ist sie am Absprungpunkt to stetig. Fir Details
sei auf Bryson et al. [BDD63] oder Jacobsen et al. [JLS71] verwiesen.

Bemerkung 4.7.8
Randstiicke bzw. Beriihrpunkte treten in Abhdngigkeit von der Ordnung k € N der Zu-
standsbeschrinkung auf. Fiir wirksame Zustandsbeschrinkungen' bei requlirer Hamilton-

Funktion zeigt die folgende Tabelle eine Zusammenfassung der moglichen Kombinationen:

k Beriihrpunkte | Randstiicke
0 nein ja
nein ja
2,4,6,8,... ja ja
3,5,7,9,... ja nein

Tabelle 4.1: Auftreten von Randstiicken und Beriihrpunkten in Abhéngigkeit von der
Ordnung k der Zustandsbeschrankung.

4.8 Hinreichende Bedingungen

Bei der Herleitung hinreichender Bedingungen beschrinken wir uns wieder auf das unbe-
schrinkte Optimalsteuerungsproblem mit Lagrange-Zielfunktion und betrachten aufler-

dem noch separierte Randbedingungen.

ID.h. die Losungen des beschriankten und unbeschrénkten Problems sind verschieden.
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Problem 4.8.1 (Optimalsteuerungsproblem ohne Steuer- und Zustandsbe-
schriankungen)

Finde einen Zustand x € W ([to, 7], R™) und eine Steuerung u € L>=([to,ts],R™), so
dafS die Zielfunktion

ty
F(z,u) = / fo(t,x(t),u(t))dt (4.90)
to
manimal wird unter Beachtung der Differentialgleichung
i(t) = f(La(t),ult) L in [t (4.91)

und den Randbedingungen

. . _ x(to) — o _
Wlalto), (1) (wmw») On i, (492

Wir wollen Satz 4.4.11 auf Problem 4.8.1 anwenden und betrachten das Optimalsteue-
rungsproblem wie in Abschnitt 4.5.1 als infinites Optimierungsproblem. Wir setzen vor-
aus, daB (Z,0) € X = Whe([to, t;],R™) x L>®([to, t], R"™), A € W1>([to, ], R") und
o = (00,07)"T € R™* ™ das lokale Minimumprinzip 4.5.8 mit [y = 1 erfiillen.

Da Problem 4.8.1 keine Ungleichungsnebenbedingungen enthilt, stimmen der in (4.24)
definierte kritische Kegel und der in (4.22) definierte linearisierende Kegel iiberein und da
zusétzlich YU = R™ gilt, folgt

Torie(#,0) = Tin(@,0)
0x(t) = [fult]ox(t) + fult]ou(t) £i in [to, t],
= ¢ (0x,0u) € X ‘ On, dz(to),
On, Uty (E(tr))0x(ty)

wobei wir (4.33)-(4.34) ausgenutzt haben.
Die Lagrangefunktion (4.23) fiir Problem 4.8.1 lautet

L, @) = og (@(te) = x0) + ops(i(ty))

+/ff0(t,:fc(t),ﬁ(t))dt+/ AT, 2(t),a(t)) — 2(t))dt

to t

= 0g (&(te) — z0) + o Vyp(2(ty)) + /t fH(t,i:(t),a(t),A(t), 1) — \t) T @(t)dt,

wobei wir die Darstellungen (4.32), (4.33)-(4.34) und Hilfssatz 4.5.6 ausgenutzt haben.
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Mit dieser Darstellung und d; = (0x;, 0u;), i = 1,2 ergibt sich die zweite Ableitung von L

(Hessematrix) wie folgt:
L"(#,0)(dy, dy) = 01 (ty) " (05 Uy (2(tp)))7, 2, 02a(ty)

N T Ty [ Hilt] H 02(t)
+ /to (6z1(t) ", Sus(t) ") (ngm p ) ( Suy(1) )dt. (4.93)

Leider 148t sich die hinreichende Bedingung (4.25), d.h.
L'(&,a)(d,d) > dlld]x  Vd = (z,u) € Tin(2,1)

fir die Norm ||d||x = ||(z, u)||x = max{||z||1,00, |||lcc } fiir keine Konstante 6 > 0 erfiillen,
da L" eine quadratische Form ist (— L?—Norm!).

Jedoch ist diese Bedingung fiir die alternative Norm

Gz, w)[lp=2 := max{][zl1,2, [[ull2}

sehr wohl erfiillbar! Gliicklicherweise kann man auch die Bedingungen (4.26)-(4.30) nach-
weisen (nachrechnen!), so daf§ endgiiltig Satz 4.4.11 anwendbar wird. Zusammenfassend
erhalten wir

Satz 4.8.2 (Hinreichende Bedingung)
Sei (&,0,\,0) ein Punkt, der das lokale Minimumprinzip 4.5.8 fir Problem 4.8.1 erfiillt
und es gelte die Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromowitz in (&,4) (vgl. Ab-
schnitt 4.5.6 und Satz 4.5.14). Desweiteren sei die Bedingung

L"(&,4)((6z, 0u), (6z,0u)) > 0||(6x, du)||>_, (4.94)
mit L" aus (4.93) fir ein § > 0 und alle (6x,0u) € X mit

0x(t) = [[t]ox(t) + f,[t]ou(t) fi in [to, ty],
Onz = 51’(150),
Ony, = Upa,(2(tr))0z(ts)

erfullt.

Dann ezistieren a > 0 und € > 0, so dafs
F(I‘7U) > F(i’,ﬂ) + OéH(.Z‘,u) - (Z)AL’,TTL)H;:2
fir alle zuldssigen (z,u) mit ||(z,u) — (z,a)||x < e gilt.
Die Bedingung (4.94) ist schwer nachpriifbar. Sie kann jedoch durch eine leichter zu
iiberpriifende Bedingung ersetzt werden. Ahnlich wie bei der Motivation der Legendre-
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Bedingung in Abschnitt 3.4 kann der Integrand in (4.93) als vollstdndiges Quadrat ge-

schrieben werden. Allerdings mufl dazu die Matrix-Riccati-Differentialgleichung

Z(t) = —ZW)flt - £l 2(8) — 1t
+ (HY [0+ Z(0) £318) (o [60) ™ (R + fi1072(1)
Z(ty) = (ofs(@(ty)s, .,

auf [to,tf] eine beschrankte Losung Z(t) € R™*™ besitzen. Gilt fiir ein § > 0 zusétzlich

noch die sogenannte strenge Legendre-Clebsch-Bedingung
d"H! (t,&(t),a(t), \(t),1)d > 6||d|? Vd € R™ fi. in [to, ty],

so zeigt Maurer [Mau81], dafl dann (4.94) erfiillt ist, so dafl die Losbarkeit der Matrix-
Riccati-Differentialgleichung zusammen mit der Giiltigkeit der strengen Legendre-Clebsch-

Bedingung ebenfalls hinreichend sind.

Hinreichende Bedingungen fiir Optimalsteuerungsprobleme mit gemischten Steuer- und
Zustandsbeschrankungen und/oder reinen Zustandsbeschrankungen sind Gegenstand ak-
tueller Forschung und diesbeziigliche Resultate finden sich u.a. in den Artikeln von Zei-
dan [Zei94]), Maurer [Mau81]), Malanowski [Mal97]), Maurer und Pickenhain [MP95])
und Malanowski et al. [MMPO04]).
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Kapitel 5

Indirekte Losungsverfahren fiir

Optimalsteuerungsprobleme

Verfahren, die auf der Auswertung notwendiger Bedingungen fiir Optimalsteuerungs- oder

Variationsprobleme beruhen, heiflen indirekte Verfahren.

5.1 Anfangswertprobleme

Wir untersuchen Anfangswertprobleme der folgenden Form.

Problem 5.1.1 (Anfangswertproblem)
Seten f @ [to,tf] x R™ — R™ und zo € R™ gegeben. Gesucht ist eine Lisung x des

Anfangswertproblems
i(t) = f(t,z(t),  a(to) =g

im Intervall [to,ty].

5.1.1 Existenz- und Eindeutigkeit

Die (lokale) Existenz einer Losung ist garantiert, falls f stetig ist:

Satz 5.1.2 (Existenzsatz von Peano)

(a) Lokale Existenz:
Sei D C R xR"™ ein Gebiet und (tog, o) € D. Ferner sei f stetig in D. Dann besitzt
das Anfangswertproblem 5.1.1 mindestens eine lokal um ty definierte Losung, die

bis zum Rand von D fortgesetzt werden kann.

(b) Globale Existenz:
Sei f stetig und beschrankt im Streifen [to, ;] x R™ . Dann existiert mindestens eine

in [to, ty] differenzierbare Losung des Anfangswertproblems 5.1.1.
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BRI <iche Walter [Wal90], Paragraphen 7,10. O

(Lokale) Eindeutigkeit erhélt man, wenn f zusétzlich Lipschitz-stetig ist:
Satz 5.1.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

(a) Lokale Existenz und Eindeutigkeit:
Sei D C R x R™ ein Gebiet und (to,xo) € D. f sei stetig in D und geniige einer
lokalen Lipschitz-Bedingung bzgl. x, d.h. zu jedem (f, z) € D gibt es eine Umgebung
U.(t,2), so daf eine Konstante L = L(t,3) existiert mit

1F(ty) = F&, )l < Llly — 2 V(ty), (¢, 2) € DN UL, 2).

Dann besitzt das Anfangswertproblem 5.1.1 genau eine lokal um ty definierte Losung,

die sich bis zum Rand von D fortsetzen ldfst.

(b) Globale Existenz und Eindeutigkeit:
Sei f stetig im Streifen [to,tf] x R™ und lipschitzstetig bzgl. x, d.h. es gebe eine
Konstante L mit

17t y) = F( 2 < Llly =2l Y(t,y), (8, 2) € [to, 5] x R™.

Dann gibt es genau eine Lisung des Anfangswertproblems 5.1.1 in [to, ty].

BRI siche Walter [Wal90], Paragraph 10. O

Beispiel 5.1.4

e Mehrere Losungen:
Betrachte

P(t) = —2/1—a(t) = f(z(t),  2(0)=1.

Man diberprift leicht, dafs

xz(t) = 1,
z(t) = 1-1°

Losungen sind. f erfillt keine Lipschitz-Bedingung in v = 1.
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Abbildung 5.1: Lokal eindeutige Losung des Anfangswertproblems z(t) = z(t)?, z(0) = 1.

¢ Eindeutige, lokal definierte Losung:
Betrachte
(t) = 2(t)* =: f(x(t)), 2(0) =€ R.
f(x) = 2% ist nicht lipschitzstetig auf R, da f'(z) = 2x fiir v — 400 unbeschrdinkt
i1st. Die Funktion ist nur lokal lipschitzstetig. Die lokal eindeutige Losung lautet

Zo

t) = — .

Fiirt = 1/xg, xo # 0 ist sie unbeschrdnkt. Firxzo > 0 ist sie definiert in (—oo, 1/xo).
Fiir xq < 0 ist sie definiert in (1/xq,00). Fir xy = 0 ist z(t) = 0 auf ganz R.
Abbildung 5.1 zeigt die Losung fiir z(0) = xo = 1.

¢ Global eindeutige Losung:
Betrachte

mit X € R. f ist global lipschitzstetig. Die eindeutige Losung lautet

x(t) = x¢ - exp(At).

5.1.2 Einschrittverfahren

Im folgenden sei stets vorausgesetzt, dafl das Anfangswertproblem 5.1.1 eine auf ganz
[to, ] definierte Losung & besitzt.

Wir betrachten numerische Verfahren zur Approximation einer Losung des Anfangswert-

problems. Dabei wird die exakte Losung & durch eine Gitterfunktion z;, : G, — R™
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approximiert. Die Gitterfunktion z;, ist dabei auf dem Gitter

Gp:={to<ti <...<ty =t}

mit Schrittweiten h; = ¢;11 —t;,,7=0,1,..., N —1 und Maschenweite h = max;—_. n—1

definiert. Haufig werden wir uns auf dquidistante Gitter mit Schrittweite h = (ty —to)/N

beschranken.

Wir untersuchen allgemeine Einschrittverfahren:

Allgemeines Einschrittverfahren:

rp(to) = o,
p(tiy1) = xn(ts) + hi®(ts, o(ti), hi), i=0,...,N—1.

Die Funktion ®(¢,x,h) heifit Inkrementfunktion. Der Name Einschrittverfahren ist
darin begriindet, dafl ® nur vom vorhergehenden Wert z;(¢;) abhéngt. Bei Mehrschritt-

verfahren kann & zusétzlich von xp(t;_1), z5(ti—2), ... abhingen.

5.1.2.1 Spezielle Einschrittverfahren

Wir spezifizieren ® und fassen einige konkrete Einschrittverfahren zusammen.

Explizites Eulerverfahren:

zn(to) = o,
zp(tiv1) = n(t) +hif(ti,zn(ti), i=0,...,N—1.

Das explizite Eulerverfahren entsteht fiir ®(¢,x,h) := f(t,x). Geometrisch wird x in ¢;
linearisiert, vgl. Abbildung 5.2.
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Abbildung 5.2: Idee des expliziten Eulerverfahrens: Approximation durch lokale Lineari-

sierung.

Implizites Eulerverfahren:

zp(to) = wo,

Tp(tiv1) = xp(ts) + hif (i, 2n(tivn)), i=0,...,N —1.

Beachte, daf} in jedem Schritt eine nichtlineare Gleichung fiir den unbekannten Wert
xp(tiy1) gelost werden mufl. Dies kann z.B. mit dem Newtonverfahren geschehen. Auf den
ersten Blick ist das Verfahren daher deutlich aufwindiger als das explizite Eulerverfahren.
Andererseits besitzt das implizite Eulerverfahren sehr viel bessere Stabilitéitseigenschaften
(A-Stabilitét) als die explizite Variante. Formal ist die Inkrementfunktion implizit gegeben
durch

O(t,x,h) = f(t+ h,x + h®(t,z, h)).

Verfahren von Heun:

zh(to) = o,
ki = f(ti, va(ts)),
k2 = f(tl + hi, .Clﬁh(tz) + hikl),
hi .
Tp(tiv1) = $h(ti)+5(kl+k2>a i=0,...,N—-1

Die Inkrementfunktion lautet ® (¢, z, h) = 3 (f(t,z) + f(¢t + h,x + hf(t, x))).
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Runge-Kutta-Verfahren:

Fir s € IN und Konstanten b;,c;, a5, 1,7 = 1,...,s ist das s-stufige Runge-Kutta-
Verfahren definiert durch

en(tivn) = @n(ts) +hi Yy bk (i, aa(ti); )

j=1

Ri(twn(t)ihe) = f(ti+ cihi,wn(t) + b Y apku(ti, oa(ti); hi), G =1,...,s.

=1

Eine dquivalente Darstellung ist gegeben durch

At = ) 00T ),

Jj=1

77@@1 = ‘rh(ti)+hizaﬂf(ti+clh7ni(21)a J=1...s.
=1

Die Funktionen k; heiflen auch Stufenableitungen. Das Verfahren heifit explizit, falls
a;; = 0 fir j > ¢ gilt. In diesem Fall hdngt k; nur von den Werten ky,...,k;_; ab und
kann daher schrittweise berechnet werden. Implizite Runge-Kutta-Verfahren, wie z.B. das
implizite Eulerverfahren, erfordern in jedem Schritt die Losung eines n - s-dimensionalen
nichtlinearen Gleichungssystems. Die Inkrementfunktion ist je nach Darstellung gegeben
durch

O(t,x,h) =Y bikj(t, x1h)
j=1

bzw.
S

(I)(t,l', h) = Zb]f(t + th‘vn'gi)l>'

j=1
Sie ist eine Linearkombination von Werten von f an verschiedenen Punkten.

Runge-Kutta-Verfahren werden durch das sogenannte Butcher-Tableau beschrieben:

C|ai; Q2 -+ Qg
Co | Q21 Q22 - Q2
c| A
= bT
Cs | Qg1 Qg2 =+~ Usg
bl b2 e bs

Fiir explizite Verfahren ist nur die linke untere Dreiecksmatrix exklusive der Diagonalen

ungleich Null.
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Das klassische Runge-Kutta-Verfahren ist ein 4-stufiges, explizites Runge-Kutta-

Verfahren mit dem Butcher-Tableau

und entspricht der Vorschrift

Tp(tizn) =
=
ko =

ks =
k4:

0
1/2]1/2
1/2] 0 1/2

110 o0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

1 1 1 1
t hi | =k + =ko + =ks + =k
zp(t;) + <61+32+33+64)

[, zn(ti),
h; h;
/ (ti + 5 xp(t;) + Ekl) ;

hi hi
f (ti + 5 xp(t;) + 57472) ,

Ein gebrauchliches implizites, 2-stufiges Verfahren ist das Radau-ITA-Verfahren:

mit
Th(ti1) =
ky =
ky =

5.1.3 Konvergenz

Wir beschréanken uns auf dquidistante Gitter G, mit Schrittweite h

das Einschrittverfahren

[L’h(to) =

zp(tizn) =

Zo,

1/3]5/12 —1/12
1 |3/4 1/4
| 3/4 0 1/4

3 1
xh(ti) + hz (Zk'l + Zk‘g)

h; 5 1
f (tl + §>$h(ti) + hz (Elﬁ — Ekg)) s

3 1

_ tr=to

~ und betrachten

n(ti) + h®(t;, xp(ti), h), 1=0,...,N—1.

Es bezeichnen z die exakte Losung des Anfangswertproblems 5.1.1 und

Ay Az [to, tf] = R™} — {z}, : G, — R"™},

z— Ay(z)
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den Restriktionsoperator auf das Gitter Gj. Auf dem Raum aller Gitterfunktionen ist
durch

ln |0 = max lzn (t:)]]

K3

eine Norm definiert. Damit kann der globale Fehler und der Begriff Konvergenz definiert

werden.

Definition 5.1.5 (Globaler Fehler, Konvergenz)
Der globale Fehler ¢, : G, — R™ ist definiert durch

€ ‘= Th — Ah(fi’)
Das Einschrittverfahren heifst konvergent, wenn
lim ||ep |l = 0.
h—0
Das Einschrittverfahren besitzt die Konvergenzordnung p, wenn

len()lleo = O(RF)  fiir h — 0.

Neben dem globalen Fehler ist der lokale Diskretisierungsfehler von grofler Bedeutung. Er

beschreibt, wie gut das Einschrittverfahren die Differentialgleichung approximiert.

Definition 5.1.6, (Lokaler Diskretisierungsfehler, Konsistenz)
Seien & € R™ undt € [to, tf] gegeben. Es bezeichne y die Lisung des Anfangswertproblems

A

y(t) = f(ty®),  y(t) = 1.
Der lokale Diskretisierungsfehler in (¢,2) ist definiert durch

R t+h)—i .
On(f,7) = W _®(i,2,h).

Das Einschrittverfahren heifst konsistent, wenn
’1111%6,1(5, $)=0  Y(,2) € [to, ty] x R™.

Das Einschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p, wenn

0(t,2) = O(RP)  Y(t,2) € [to, 5] x R™.

Bemerkung 5.1.7
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o Wegen

- ylt+h) = (E+h®(EEh)  y(E+h) —znE+h)
Eh(tax> = h = h

kann der lokale Diskretisierungsfehler auch als lokaler Fehler pro Schrittweite h
(engl. local error per unit step) interpretiert werden. Beachte, daf$ der lokale Fehler

die Ordnung p + 1 besitzt, falls das Verfahren die Konsistenzordnung p hat.

e s geniigt, die Konsistenz anstatt fiir alle (f,%) € [to,t7] x R™ nur in einer Umge-

bung der exakten Losung & des Anfangswertproblems 5.1.1 zu fordern.

Beispiel 5.1.8
Betrachte das explizite Fulerverfahren:
zp(t+h) = & + hf(t, ).
Taylorentwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers liefert

y(t+h)—2 2+ g+ OR?) -
B B h

Das explizite Eulerverfahren besitzt (bei entsprechender Glditte von f) die Konsistenzord-

— f(i,2) = O(h).

nung 1.

Beispiel 5.1.9
Bei hinreichender Glatte von [ konnen mittels Taylorentwicklung die folgenden Ord-

nungsbedingungen fiir Runge-Kutta- Verfahren gezeigt werden, vgl. z.B. Strehmel und Wei-
ner [SW95], S. 50:

s

p=1: > b=1,

i=1

p=2: ;bici:%,

p=3 : zs:bic?:%, ibiaijcj:é,
i=1 ij=1

p=4 : ibicf = i, i bicia;jc; = %, i biai; ? = %, i bia;jajrcy = 2—14
i=1 ij=1 ij=1 ij k=1

Hierber ist die Ghiltigkeit der Knotenbedingungen

s
Ci:% 5, ’izl,...,s
=1
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vorausgesetzt worden.

Die Konsistenz des Einschrittverfahrens ist nicht ausreichend, um auch dessen Konvergenz

zeigen zu kénnen. Zusétzlich zur Konsistenz wird noch die Stabilitédt benétigt.
Definition 5.1.10 (Stabilitit)

Es seien {xp}n, h = (ty —to)/N, N € N Gitterfunktionen mit (5.1)-(5.2). Desweiteren

seien {yn}n Gitterfunktionen yy, : Gy, — R™ mit

on(to) = wynlto) — o,
t;) — ti_ )
(5}1(252) = yh( ) hyh< 1) _(I)<ti—1,yh(tz‘—1)7h)7 1= 1,...,N.

Die Funktion 6y, : G, — R"™ wird als Defekt von y;, bezeichnet.
Das Finschrittverfahren heifit stabil, falls es von h (und N ) unabhdingige Konstanten
S, R >0 gibt, so daf fiir fast alle h = (t; —to)/N, N € N folgendes gilt:
Aus
10nllo0 < R

folgt
[yn = znlloo < S1[0nloc-

Die Konstante R heifit Stabilitdtsschwelle und S heifit Stabilitdtsschranke.

Konsistenz und Stabilitdt sichern die Konvergenz des Verfahrens.
Satz 5.1.11 (Konvergenzsatz)
Das Einschrittverfahren sei konsistent und stabil. Dann ist es auch konvergent.
Besitzt das FEinschrittverfahren dariber hinaus die Konsistenzordnung p, so ist es auch

konvergent von der Ordnung p.

_ Die exakte Losung  erfiillt die Vorschrift des Einschrittverfahrens mit Schritt-

weite h 1.a. nicht exakt und liefert einen Defekt

5h<t0) = i’(to) — Ty = O,

st — ) _hx(ti_l)—d)(ti1,:?:(tl-1),h), i=1,...,N.

Da das Verfahren konsistent ist, ist es fiir hinreichend kleine Schrittweiten h stets moglich,

|0]lc < R zu erreichen, da
0:}111_)1(%&(1%95(751')) :}lllg(l)(sh(ti-i-l) Vi=0,...,N -1
gilt. Da das Verfahren stabil ist, folgt

lenlloc = lzn = An(#)[loo < SI|0nloo-
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Wegen 8y (to) = 0 und 6 (t;) = p(ti1, 2(ti1)), i = 1,..., N folgt aus der Konsistenz
lim ||0 /e = 0
h—0
bzw. aus der Konsistenzordnung p
10|00 = O(RP) fiir h — 0.

Dies zeigt die Konvergenz bzw. die Konvergenz mit Ordnung p. O
Natiirlich ist die Stabilitatsdefinition so noch nicht nachpriifbar. Ein hinreichendes Krite-
rium ist eng mit der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung verkniipft.

Hilfssatz 5.1.12
Die Inkrementfunktion ® des Einschrittverfahrens sei lipschitzstetig bzgl. x fiir alle hin-
reichend kleinen Schrittweiten h und alle t € [to,t¢]. Dann ist das Finschrittverfahren
stabil.

_ Da & lipschitzstetig fiir alle hinreichend kleinen h ist, gibt es Konstanten
ho > 0 und L > 0 mit

||(D(t7yah) - (D(t7zah)|| S L”y_ Z” Vy,Z € ana 0<h S hOv te [t()vtf]

Sei G, Gitter mit 0 < h < hy. Desweiteren sei y;, Gitterfunktion mit Defekt 0, und

[6n][oo < R.
Dann gilt fir j=1,...,N:
yn(to) — zn(to)ll = [lzo + dn(to) — woll = ||n(to)ll,
lyn(t;) —zn@)l = [ yn(ti—1) + h®(tj1, yn(tj—1), h) + hon(t;)

= zp(tj—1) — h®(tj—1, Ta(tj—1), M)l
< lyn(ti-1) = an(t-0)ll + Al R(E-1, yn(tj-1), h) — P(tj—1, 2 (tj-1), B
+h|65(t5) |
< (L4 hL)lyn(tj—1) — zn(t;)|| + hllon(t;)]]-

Rekursive Anwendung dieser Ungleichung liefert

lyn(t;) = an(t)ll < (L4 hLY [lyn(to) — zalto)ll + Y (1+hLY ¥ |dn(t)]

k=1
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wobei C' := max{t; — to, 1} ist. Hierbei wurden
(1+ hL) <exp(hL), jh=t;—1tg
ausgenutzt. Schliellich folgt daraus die Abschétzung

[Yn = @hllsc < S[0nloo
mit S := Cexp((ty —to)L). O

Bemerkung 5.1.13

e Der Hilfssatz ldfst sich weiter abschwdichen. Es geniigt, dafi ® lokal lipschitzstetig in
der exakten Lésung & des Anfangswertproblems 5.1.1 ist.

e Bei der Definition der Stabilitit sind wir insgeheim davon ausgegangen, dafS xj die
Gleichungen (5.1)-(5.2) exakt erfillt. Dies ist in der Prazis nicht der Fall, da i.a.
Rundungsfehler auftreten. Die obige Konvergenzanalyse kann jedoch entsprechend
erweitert werden, so daf§ auch der Rundungsfehlereinfluf$ beriicksichtigt wird, wvgl.
2.B. Stetter [Ste73] und Demailly [Dem91]. Stetter [Ste73] entwickelt eine sehr all-
gemeine Konvergenztheorie, die auch auf viele andere Problemklassen anwendbar

1st.

e Neben dem hier verwendeten Stabilitdtsbegriff spielen andere Stabilititsbegriffe fiir
die numerische Lésung eine grofie Rolle. Im Zusammenhang mit steifen Differenti-
algleichungen werden A-stabile bzw. A(«a)-stabile Verfahren bendtigt, was im Zusam-

menhang mit Runge-Kutta-Verfahren zwangsldufig auf implizite Verfahren fiihrt.

5.1.4 Schrittweitensteuerung

Aus Effizienzgriinden ist es in der Regel nicht sinnvoll, mit einer konstanten Schrittwei-
te h zu arbeiten, sondern einen Algorithmus zur automatischen Schrittweitenanpassung
zu verwenden. Géngige Schrittweitenstrategien basieren auf der numerischen Schétzung
des lokalen (oder globalen) Fehlers und versuchen, diesen unter einer gegebenen Genau-
igkeitsschranke zu halten.

Gegeben seien zwei Runge-Kutta-Verfahren mit benachbarter Konvergenzordnung p und
p + 1, Inkrementfunktionen ® und ® und Niherungsloésungen 7 und 7. Das Verfahren
sei bis zum Zeitpunkt ¢;_; fortgeschritten. Ziel ist es, eine neue Schrittweite Ay, zu be-
stimmen, so dafl eine Schétzung des lokalen Diskretisierungsfehlers unter einer gegebenen
Toleranz bleibt.
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Annahme: Mit beiden Verfahren wird in ¢;_; ausgehend von n(t;_1) = 7(t;—1) = z;_1
ein Schritt des Verfahrens mit Schrittweite h durchgefiihrt.
Der lokale Diskretisierungsfehler des ersten Verfahrens erfiillt

y(tj—1+h) — x4
h

lh(tjfl, SL’jfl) = - (I)(tjfl, Tj—1, h) = C(tjfl)hp + O(thrl).

Der lokale Diskretisierungsfehler des zweiten Verfahrens erfiillt

- ti1+h) —xi_
lh<tj717xj71): y(] 1 h) Jj—1

— é(tjfl, Tj-1, h) = Cy(tjfl)hp+1 + O(hp+2).
Die lokalen Fehler lauten dann

N1 +h) =yt +h) = x50+ h®(tj_1, 21, h)
— (.Z'jfl + hq)(tj,h Tj-1, h) + C(tjfl)h,erl + O(hp+2))
= Ot + O

bzw.
Nt +h) —y(ti+h) = =C(t;-)h"™? + O(h"?).

Aus diesen beiden Beziehungen kénnen wir C'(¢;_1) schétzen:

1
R+l

—C(tj) = (i1 +h) =(tj-1 + 1)) + O(h).

Damit erhalten wir auch eine Schétzung des lokalen Fehlers fiir das erste Verfahren (mit

niedrigerer Ordnung p) fiir die neue Schrittweite hye,:

hneu p+1
Oty =9ty = (ity-1-4 0) = e+ 1) (552 ) Oz 00D

Aus der Forderung
111 + hnew) = Y(tj—1 + hneu) || < tol

folgt unter Vernachléssigung der Terme hoherer Ordnung die neue Schrittweite
tol | 71
p+
hneu S (i) -h
err

err := |[n(ty—1 +h) = 0t + W

mit
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Besonders effizient wird diese Fehlerschétzung, wenn sich die beiden Runge-Kutta-Verfahren

nur durch die Koeffizienten b;, i = 1, ..., s im Butcher-Tableau unterscheiden:
C1 aix G2 - Ais
Co | G21 Q22 --- QG2
Cs As1 Qg2 -+ Uss
RK; | by b b
RK5 | by by b

In diesem Fall spricht man von eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren. Eingebet-
tete Verfahren sind sehr effizient zu implementieren, da die Stufenableitungen fiir beide

Verfahren gleich sind und daher nur einmal berechnet werden miissen.

Insgesamt fithren diese Betrachtungen unter Ergédnzung einiger technischer Details auf
den folgenden Schrittweitenalgorithmus, vgl. Strehmel und Weiner [SW95], S. 62.
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Algorithmus zur Schrittweitensteuerung:

(0) Initialisierung: t = to, * = xy. Wihle Anfangsschrittweite h.
(1) Falls t + h > ty, setze h =ty —t.

(2) Berechne mit RK; bzw. RK5 ausgehend von z Néherungen n und 7 an der Stelle
t+h.

(3) Berechne err und hy,e, geméaf

_ (‘77@ — 77@‘)
err = 1max —_—
=1, sk;

mit Skalierungsfaktoren sk; = atol + max(|n;|, |x;|) - rtol, absoluter Fehlertoleranz
atol = 1077 und relativer Fehlertoleranz rtol = 10=7 (1;, 7; und x; bezeichnen

jeweils die Komponenten von 7, 7 und z), sowie
Pinew = MIN(Unag, MAX (i, @ - (1/err)/AHP)Y) L p
mit e = 1.5, @i = 0.2 und a = 0.8.
(4) Falls hpey < Rpnin = 1078, Abbruch mit Fehlermeldung.

(5) Falls err <1 (Schritt wird akzeptiert):

(i) Setze x =n,t =1t+ h.
(ii) Falls [t —t¢] < 107®, Abbruch mit Erfolg.
(iii) Setze h = hye,, und gehe zu (1).

Falls err > 1 (Schritt wird wiederholt): Setze h = hy,, und gehe zu (1).

5.2 Sensitivitidtsanalyse

Wir untersuchen die Abhéngigkeit der Losung einer Anfangswertaufgabe von Parame-
tern. Diese Untersuchungen spielen spéter beim Mehrzielverfahren und bei den direkten

Verfahren bei der Berechnung von Gradienten eine entscheidende Rolle.
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Problem 5.2.1 (Parameterabhingiges Anfangswertproblem)
Fir gegebene Funktionen f : [to,tf] X R™ x R™ — R™ und ¢y : R™ — R™ und

gegebenem Parameter p € R™ ist eine Losung des Anfangswertproblems

i(t) = f(t,z(t),p),  x(to) = zo(p). (5.3)

gesucht.

Um anzudeuten, daf} die Losung des Anfangswertproblems 5.2.1 von p abhéngt, schreiben

wir auch z(t;p), t € [to,ts]. Wir interessieren uns hier fiir die folgenden Fragestellungen:

e Unter welchen Bedingungen héngt die Losung des Anfangswertproblems stetig oder

sogar stetig differenzierbar vom Parameter p ab?

e Wie kénnen die Sensitivitdten S(t) := %’;p) berechnet werden?

Wir benétigen zunéchst noch ein Hilfsresultat.
Lemma 5.2.2 (Gronwall)
Fir stetige Funktionen u, z : [to, ;] — R gelte
t
u(t) <c+ L/ u(T)dr + 2(t)
to
fir alle t € [to,ts] mit Konstanten ¢, L > 0. Dann gilt
< —
utt) < (4 o 7)) exp(Lit ~ 1)

fiir alle t € [tg, ty].

MBS Dcfinicre

Dann gilt v(ty) = 0 und

V() =u(t) <c+ L/tu(T)dT +2(t) = c+ Lo(t) + 2(¢).

to

Desweiteren gilt

% (v(t) exp(=L(t — t0))) = (v'(t) — Lo(t)) exp(—L(t — to)) < (c + 2(t)) exp(—L(t — to))-

Integration liefert

v(t)exp(—L(t —ty)) < / (c+ z(7)) exp(—L(1T — to))dr

° )1—wm—ur%@>
. |

< <c+ max |z(7)]

to<t<t
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Wir erhalten

L

v(t) < (c + max, |z(7-)|> exp(L(t —ty)) — 1'

Mit dieser Abschéitzung erhalten wir

u(t)

IN

c+ Lo(t) + z(t)

< ¢+ max |z(7)| + <c—|— max. ]2(7)|) (exp(L(t —t)) — 1)

to<7<t to<7<

(c+ max |Z(T)\) exp(L(t — to)).

to<t<t

O

Wir untersuchen nun die stetige Abhéngigkeit der Losung vom Parameter p und schreiben

die Losung x zum Parameter p als

t
sltip) = aolp) + [ 1(t.(0). D)t
to
Es gelte die Lipschitzbedingung

1 (&1, p1) = f(t 2, pa) || < L([lzn = 22l + [[pr = pall) (5:4)

fir alle t € [to,tf], 21,22 € R™, p1,po € R". Damit ist insbesondere auch die globale
Existenz von Losungen in [t, tf] fiir alle Parameter p € R™ gesichert.

Seien nun zwei Parameter p; und ps und zugehorige Losungen x(¢; p1) und z(t; po) gegeben.
Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall folgt fiir alle ¢ € [to, t¢]

[zt 1) — 2t p2)| < on(pl)—wo(pz)lH/t 1f (7, (75 p1), pr) = F(7, 2(75 p2), p2) | dT

< de%—%@ﬁﬂ+L[|MUmﬁ—xﬁmﬂMT

+ L(t —to)|lpr — p2ll
< ([lwo(p1) = zo(p2)|l + L(t — to)[[p1 — p2|) exp(L(t — to)).  (5.5)
Diese Abschéitzung beweist
Satz 5.2.3 (Stetige Abhingigkeit von Parametern)

Es gelte (5.4) fiir Problem 5.2.1 und die Funktion xq : R™ — R™ sei stetig.
Dann hingt die Losung x(t;p) fir alle t € [to, tf] stetig von p ab und es gilt
lim z(t;p) = x(t; p) Vt € [to, ts], p € R™.
p—p

Ist o sogar lipschitzstetig, so gibt es eine Konstante S mit
[z(t;p1) — 2(t;p2)l] < Sllpr —p2ll - VE € [to, ], p1,p2 € R™.
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_ Die erste Aussage folgt direkt aus (5.5). Die Lipschitzstetigkeit folgt mit S :=
(Ly + L(ty —to)) exp(L(tf —to)), wobei L, die Lipschitzkonstante von zy bezeichnet. O

Abhingigkeit vom Anfangswert
Die Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert xg ergibt sich als Spezialfall mit zq(p) = p
und f = f(t,z). Es gilt dann

|2(t; p1) — 2(t; p2)|| < [Ip1 — pall exp(L(t — to)).

Berechnung von Sensitivititen
Wir untersuchen nun, wie die Sensitivitdten S(t) = %Zm € R"=*" berechnet werden
konnen. Wir stellen fest, daB das parameterabhingige Anfangswertproblem (5.3) eine

Identitét in p darstellt. Totale Differentiation des Problems nach p liefert formal

Ox(to; p /
rton) _

(%(%x(t;p)) = f;(t,x(t;p),p)-axégp)+f;§(taw(t;p)ap>-

Unter der Annahme, daf3

8% (%x(h@) = % (gpw(t;p))

Oz(t;p)

gilt, erfiillt die Sensitivitdtsmatrix S(t) = =

in [tg,ts] das folgende Matrix-Anfangs-

wertproblem:

Sensitivitits-Differentialgleichung

S(t) = fult,x(t;p),p) - S(t) + f(t, x(t;p), p).

Fazit: Durch gleichzeitiges numerisches Losen des Anfangswertproblems (5.3) und der

Sensitivitits-Differentialgleichung erhalten wir die Ableitungen %ﬁ;p)

Abhéngigkeit vom Anfangswert interessiert, so gilt zo(p) = p und folglich z((p) = I.

. Ist man nur an der

Demailly [Dem91] zeigt in Abschnitt 11.1.3, daf8 die hier motivierte Vorgehensweise tatséchlich
gerechtfertigt ist, wenn f und xg stetig sind und stetige partielle Ableitungen bzgl.  und

p besitzen.
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5.3 Randwertprobleme

Wie wir bereits in den zuriickliegenden Kapiteln gesehen haben, resultieren die notwendi-
gen Bedingungen fiir Variations- und Optimalsteuerungsprobleme in Randwertproblemen.
Beispiel 5.3.1

e Die notwendige Bedingung fiir das Variationsproblem 3.1.1 fiihrte auf das Zweipunkt-

Randwertproblem
Folt] = fonlt] = fa[t]2'(8) = forw[tlz" () = 0,
z(a) = zq, x(b) = xy,
welches auch als System erster Ordnung geschrieben werden kann (fl,., #0):

() = v(t),

iy Jelll = filt = S ()
= 2.1 |
z(a) = zq4, z(b) = xy.

o Bei der Auswertung des lokalen Minimumprinzips 4.5.8 entsteht nach Elimination

der Steuerung durch die Optimalititsbedingung gemdff u = u*(t, z, \) das Zweipunkt-

Randwertproblem
w(t) = [t =), u(t,z(), A1),
Mty = —H(t (), u (t (), A1), A1) o)
On, = ¥(x(to), x(tf)),
Mto)" = = (lowh, (x(to), () + o "y (w(to), x(tf))) ,
M) = Lol (a(to), x(tg) + o ") (w(to), z(ty)).

Die Randwertprobleme im Beispiel sind formal von der folgenden Form:

Problem 5.3.2 (Zweipunkt-Randwertproblem)
Seien g : [a,b] x R™ — R™ wund r : R™ x R™ — R™ gegeben. Gesucht ist eine Lisung
y des Randwertproblems
y(t) = g(tyt),
r(y(a),y(b)) = O,

im Intervall [a,b).

Treten geknickte Extremalen im Variationsproblem bzw. Schaltbedingungen oder reine

Zustandsbeschrankungen im Optimalsteuerungsproblem auf, so sind Zustand, Steuerung
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und die Dynamik nur stiickweise definiert und erfiillen zusitzlich Ubergangsbedingungen
an (unbekannten) Schaltstellen 7;, j = 1,...,m. Die jeweiligen notwendigen Bedingungen
fithren auf Mehrpunkt-Randwertprobleme, bei denen nicht nur Bedingungen an y(a) und

y(b) gestellt werden, sondern auch Bedingungen an den Zwischenstellen 7; auftreten.

Problem 5.3.3 (Mehrpunkt-Randwertproblem)
Seien gy, ..., gm : [a,b] x R™ — R™ und r; : [a,b) x R x R — RN j=1,...,m+1
gegeben. Gesucht sind eine Funktion y und Schaltpunkte a < 11 < ... < Ty, <b mit

gi(t,y(t), fallsa <t <m,
y'(t) =< gi(t,y(t), fallstj<t<Tj1,j=1,...,m—1,
gm(t,y(1), falls 7y <t <b

unter Beachtung der inneren Ubergangsbedingungen

ri(mu(m ) y(r) =0k, j=1,...,m,

und der Randbedingungen

Tm—i—l(y(a)v y(b>> = Okarl‘

Bemerkung 5.3.4

o Mit denselben Transformationstechniken wie in Abschnitt 4.1 kann das Mehrpunktran-
wertproblem auf ein dquivalentes Zweipunkt- Randwertproblem transformiert werden.

Wir beschrdnken uns daher auf Zweipunkt-Randwertprobleme.

e Die Fxistenz von Losungen fir lineare Randwertprobleme haben wir bereits in Lem-
ma 4.5.3 untersucht. Fxistenz- und Eindeutigkeitsresultate fiir nichtlineare Rand-
wertprobleme finden sich in Ascher et al. [AMR95] in Kapitel 3. Ein Randwertpro-

blem kann keine, genau eine oder unendlich viele Lisungen besitzen.

o s kann passieren, dafl die Losung eines Randwertproblems auch fiir weniger als n,,

Randwerte bereits eindeutig bestimmt ist. Betrachte z.B. das Randwertproblem

y(t)=gty®),  r@0) =10+ +v,,(0)"=0.

Diese Randbedingung legt alle Randwerte eindeutig fest: y;(0) =0, i =1,...,n,.
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5.3.1 Schief3iverfahren

Wir betrachten das Zweipunkt-Randwertproblem 5.3.2. Die Idee des Einfachschiefverfah-
rens (engl. single shooting) basiert auf dem in Abbildung 5.3 dargestellten Ansatz.

y(b; )

\J

Abbildung 5.3: Idee des Einfachschiefiverfahrens (single shooting): Iterative Losung von
Anfangswertproblemen mit variierendem Anfangswert. Die Losung des Randwertproblems

ist rot eingezeichnet.

Fiir eine gegebene Startschétzung n des Anfangswerts y(a) besitze das Anfangswertpro-

blem

y'(t) =g(t,y(t),  yla)=n

die Losung y(t;n) auf [a,b]. Damit y(t;7) auch die Randbedingung erfiillt, muf}

F(n) = r(yla;n),y(b;n)) = r(n,y(b;n)) = On, (5.6)

gelten. Gleichung (5.6) ist also ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Funktion F'.

Anwendung des Newtonverfahrens fiithrt auf das sogenannte Einfachschiefverfahren:
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Algorithmus: Einfachschieflverfahren

(0) Wihle Startschitzung 1) € R™ und setze i = 0.
(1) Lose das Anfangswertproblem
y(t) =gty®), ) =n"  a<t<b,
zur Berechnung von F(nl1) und berechne die Jacobimatrix
F'(n") =y, (0", y(bs ™)) + 7}, (1 y(bs9™)) - S(b),
wobei S Losung der Sensitivitats-Differentialgleichung
S'(t) = gyt y(t:n™)) - S(t),  S(a) = Ln,xn,
ist.
(2) Ist F(nl) = 0,, (oder ist ein anderes Abbruchkriterium) erfiillt, STOP.
(3) Berechne die Newton-Richtung dl als Losung des linearen Gleichungssystems

F'(nihd = —F(nt").

(4) Setze nl*1 = pll 4 dl und i = i 4+ 1 und gehe zu (1).

Bemerkung 5.3.5
Die Ableitung F'(ni) in Schritt (2) des Einfachschiefverfahrens kann alternativ durch

finite Differenzen approzimiert werden:

d _ F(n+he;) — F(n)

e; = j—ter Einheitsvektor. Dieser Ansatz erfordert das Losen von n, Anfangswertproble-

men/!

Da das Einfachschieverfahren im Wesentlichen ein Newtonverfahren ist, gelten unter
entsprechenden Voraussetzungen auch alle Konvergenzaussagen fiir Newtonverfahren und
man kann mit lokal superlinearer bzw. sogar lokal quadratischer Konvergenz rechnen. Die

Jacobimatrix F'(nl!) in Schritt (2) ist invertierbar, wenn die Matrix
v (0 y (b nt ) - S(a) + i, (™, y(bs ™)) - S(b)

invertierbar ist. In der Losung y des Randwertproblems ist die Invertierbarkeit dieser Ma-

trix eng verkniipft mit der Regularitdtsbedingung (4.36) fiir Optimalsteuerungsprobleme
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(Mangasarian-Fromowitz-Bedingung!) in Lemma 4.5.13 und Satz 4.5.14!

Beispiel 5.3.6

Betrachte das folgende Optimalsteuerungsproblem: Minimiere
5 o, 1 [ 2 3
—(x(1) = 1)"+ = [ w(t)"+z(t)’dt
2 2/,

unter den Nebenbedingungen

(t) = u(t) —r(t), z(0) =4

mit r(t) = 15exp(—2t). Das Minimumprinzip fihrt auf das Randwertproblem

Hi) = A0~ (),
M) = ol
z(0)—4 = 0,
A1) = 5(z(1)—1) = 0.

Wir lésen das Randwertproblem mit dem Einfachschieffverfahren mit Startwert nl% =
(4,—5)" und erhalten folgende Lisung:

Zustand x: Adjungierte \ = —u:
4 T T T T 0
35 r R 05 |
3t a4l
25t
15t
2 .
2t
15t
L 25 |
05 3
0 ‘ ‘ : : 35 : : : :
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 06 0.8 1
ITER L2 NORM OF RESIDUALS
0 0.1365880904004427E+03
1 0.4463547386262193E+02
2 0.2131159392149783E+02
3 0.7013694175663481E+01
4 0.1805812047209367E+01
5 0.2290634278529377E+00
6 0.9082950012230806E-02
7 0.4847021565884679E-04
8 0.1033707347497526E-07
9 0.9420242363944453E-13
10 0.8326672684688674E-14
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FINAL L2 NORM OF THE RESIDUALS 0.8326672684688674E-14
EXIT PARAMETER 1
FINAL APPROXIMATE SOLUTION

0.4000000000000000E+01 -0.1260067289470882E+00

Ein Problem des Einfachschiefiverfahrens ist mitunter die Durchfithrbarkeit bzw. die Sta-
bilitdt des Verfahrens. Wie wir im Abschnitt iiber die Abhéngigkeit eines Anfangswert-

problems von Parametern gesehen haben, gilt die Abschatzung

ly(t;m) — y(tm)ll < [lm — 2l exp(L(t — a)).

Fiir grofle Lipschitzkonstanten L und grofie Intervalllangen b — a kénnen Losungen fiir
unterschiedliche Startwerte drastisch voneinander abweichen. Im Extremfall gelingt es
mitunter nicht, das Anfangswertproblem zum Startwert 5l auf dem ganzen Intervall [a, b]
zu 16sen. Diesen Umstand vermeidet das sogenannte MehrfachschieBverfahren (engl.

multiple shooting) durch Einfithrung zusétzlicher Mehrzielknoten
a=1ty <t <---<ty_1<ty=b.

Anzahl und Lage der benéttigten Mehrzielknoten hangen vom konkreten Problem ab.

\j

Abbildung 5.4: Idee des Mehrfachschiefiverfahrens (multiple shooting): Iterative Losung

von Anfangswertproblemen auf Teilintervallen.

Wie in Abbildung 5.4 angedeutet, wird in jedem Teilintervall [¢;,¢;41), j =0,...,N — 1

ausgehend von dem Startwert 7; das Anfangswertproblem

y'(t) =gt y@),  ylt;) =n
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gelost und man erhélt in [t;,¢;41) die Losung y;(¢; ;). Damit die zusammengesetzte Funk-
tion
y(t;no, -, MN-1) =

yj(t,ﬁ]), falls tj§t<tj+1, j:O,...,N—l,
yn—1(tnsmn—1), fallst =10

die Randbedingungen erfiillt und eine Losung des Randwertproblems ist, miissen die fol-

genden Stetigkeits- und Randbedingungen erfiillt sein:

Yo(t1;m0) —m
yi(ta;m) — 2
F(n) = F(no, ..., nn-1) = : = Oy - (5.7)
yn—2(tN—1;1MN—2) — N1
(1o, yn—1(tn; v 1))

Gleichung (5.7) ist also wieder ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Funktion F'

in den Variablen n := (1g,...,nny_1)" € RV,
Als Spezialfall des Mehrfachschiefiverfahrens entsteht fiir NV = 1 das Einfachschiefiverfah-

ren. Abhéngig von der Anzahl der Mehrzielknoten, wachst die Dimension des nichtlinearen
Gleichungssystems (5.7) an. Allerdings besitzt die Jacobimatrix F’(n) eine diinn besetzte

Struktur, die bei der Losung von linearen Gleichungssystemen ausgenutzt werden kann:

So —1I
S =1

Sn_a -1
A B- Sy

mit
a / !
Sj = a_nyj(tj—&-l;nj)v A=y, (o, yn—1(tn; 1N -1)), B =1, (no,yn—1(tn;nn-1))-
J

Anwendung des Newtonverfahrens auf das nichtlineare Gleichungssystem (5.7) liefert den

folgenden Algorithmus.
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Algorithmus: Mehrfachschief3verfahren

(0) Wihle Startschitzung 7l? = (77([)0}, . ,nES]_l)T € RY™ und setze i = 0.
(1) Fiir j =0,..., N — 1 16se die Anfangswertprobleme

zur Berechnung von F(nl!) und berechne die Sensitivititsmatrizen S; = S(t;11),

wobei S Losung der Sensitivitats-Differentialgleichung
S'(t) = gyt y(tn ) - S(O),  S() = Tnywnys 4 <<t
ist. Berechne damit F'(nl1) gemis (5.8).
(2) Ist F(n™) = On.n, (oder ist ein anderes Abbruchkriterium) erfiillt, STOP.

(3) Berechne die Newton-Richtung dl als Losung des linearen Gleichungssystems

F'(nhd = —F(nt").

(4) Setze nl*1 = pll 4 d) und i = i 4+ 1 und gehe zu (1).

Detailliertere Darstellungen von Mehrfachschieverfahren erfolgen in Stoer und
Bulirsch [SB90], Abschnitt 7.3.5 und in Ascher et al. [AMR95], Kapitel 4.
Bemerkung 5.3.7

o Zur Globalisierung des lokalen Newtonverfahrens wird das geddmpfte Newtonverfah-
ren verwendet, bei dem sich die neue Iterierte unter Verwendung einer Schrittweite
oy berechnet zu

2 = gl gl i=0,1,2,....

Die Schrittweite «; kann dabei durch eindimensionale Minimierung der Funktion
1 . .
pl0) = S|P + adh) |3
(z.B. mit dem Armijo-Verfahren) ermittelt werden.

e Anstatt mit der exzakten Jacobimatriz F'(nl) zu rechnen (die Berechnung derselben
ist sehr teuer, da sie die Liosung der Sensitivitits-Differentialgleichung erfordert!),
kann sie analog zu den Quasi-Newton-Verfahren in der Optimierung durch Update-
Formeln ersetzt werden, etwa durch die Rang-1-Update Formel von Broyden:

(z — Jd)d"

J+:J+ de ;

d=n"—n, z=F@n")—-Fn).
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e Fin wesentliches und nicht zu unterschdtzendes Problem bei der numerischen Losung
von Randwertproblemen, die aus dem Minimumprinzip fir Optimalsteuerungspro-
bleme resultieren, ist die Beschaffung einer guten Startschirtzung fiir die Schalt-
punkte und die Schaltstruktur (also die Abfolge und Anzahl von aktiven, inaktiven
und singuldren Teilstiicken) und fir den Zustand und die Adjungierte an den Mehr-
zielknoten. Hier gibt es leider kein Patentrezept. Mogliche Ansdtze sind Homoto-
pieverfahren (es werden benachbarte, einfach zu losende Probleme geldst und deren
Lésung wird als Startschéatzung verwendet) oder direkte Diskretisierungsverfahren,
die spdter diskutiert werden und in der Regel einen guten Eindruck von der Ldsung

des Problems liefern.

5.3.2 Differenzenverfahren

Differenzenverfahren basieren auf einer Approximation der im Randwertproblem auf-
tretenden Ableitungen durch finite Differenzen. Wir motivieren das Verfahren fiir das
Zweipunkt-Randwertproblem 5.3.2. Das Intervall [a, b] wird in Teilintervalle [t;,t;11], i =
0,...,N — 1 mit Maschenweite h unterteilt. Als Approximation des Randwertproblems

kann beispielsweise unter Verwendung der Trapezregel das folgende Schema verwendet

werden:
Yi+1 — Yi 1 .
~ = = (9(tiv1,Yir1) —9(tisvi)), 1=0,...,N =1,
Liy1 — t; 2
7a(y()vyN) = Ony

Dies ist ein System von (N + 1) - n, nichtlinearen Gleichungen, das mit dem Newton-
verfahren gelost werden kann. Dabei sollte die diinn besetzte Struktur der Jacobimatrix
ausgenutzt werden. Die Begriffe Konsistenz, Konvergenz und Stabilitét konnen fiir Diffe-

renzenverfahren analog definiert werden und es gilt der folgende Konvergenzsatz:
Konsistenz + Stabilitat = Konvergenz.

Eine ausfiihrliche Diskussion von Differenzenverfahren erfolgt in Ascher et al. [AMR95].

Ein Beispiel wurde bereits in Ubung 6, Aufgabe 18 diskutiert.

5.3.3 Kollokationsverfahren

Kollokationsverfahren basieren auf einer Approximation durch stiickweise definierte Po-
lynome. Wir motivieren das Verfahren fiir das Zweipunkt-Randwertproblem 5.3.2. Das
Intervall [a, b] wird in Teilintervalle [t;,t;41], @ = 0,..., N — 1 mit Maschenweite h unter-
teilt. Es seien nun 0 < p; < ... < pg < 1 feste Werte. In jedem Teilintervall [t;, ¢;,1] sind
durch p;, 5 = 1,..., k sogenannte Kollokationsstellen

tij = ti + pj(tig1 — ti), j=1,...,k
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festgelegt. Es wird nun eine sogenannte Kollokationslosung y, auf [a,b] gesucht. y,

heifit Kollokationslosung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
e y, ist stetig auf [a, b];
e In jedem Intervall [t;,¢;41], ¢ =0,..., N — L ist yn|p, ., €in Polynom vom Grad ;

e y, erfiillt die Kollokationsbedingungen

und die Randbedingung
r(yn(a), yn(b)) = On,.

Zur Bestimmung einer Kollokationslésung y;, muf ein i.a. nichtlineares Gleichungssystem
der Dimension N (k+1)n, gelost werden, welches aus den N - k- n, Kollokationsbedingun-
gen, den n,, Randbedingungen und (N —1)n,, Stetigkeitsbedingungenint;, i =1,...,N—1
besteht. Es kann gezeigt werden, dafl eine Aquivalenz zwischen Kollokationsverfahren und
bestimmten Runge-Kutta-Verfahren besteht, vgl. Ascher et al. [AMR95], Theorem 5.73,
S. 219.

5.3.4 Finite-Element-Verfahren

Fiir spezielle Klassen von Randwertaufgaben eignet sich insbesondere die Finite-Element-
Methode, die genau genommen auf einer Spline-Approximation basiert, vgl. Ascher et

al. [AMR95], Abschnitt 5.7 und Ubung 6, Aufgabe 17. Wir wollen die Finite-Elemente-

Methode nur kurz am Beispiel des Randwertproblems

—y'(t) = g(t), tel(ab),
yla) =y(b) = 0

motivieren. Die Idee der Finite-Element-Methode besteht darin, das Randwertproblem
in eine Variationsgleichung zu {iberfithren. Dazu wird die Differentialgleichung mit einer
Funktion v aus einem geeigneten Funktionenraum mit v(a) = v(b) = 0 multipliziert und

integriert:
b b
—/ y' (t)v(t)dt = / g(t)v(t)dt.
Partielle Integration des linken Integrals fiihrt auf die Variationsgleichung
b b
[ vwwde= [ g 5.9
die fiir alle (geeigneten) Funktionen v mit v(a) = v(b) = 0 erfiillt sein muf.
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Zur numerischen Approximation dieser Gleichung wird das Intervall [a, b] beispielsweise
dquidistant in t; = a +ih, i = 0,..., N, h = (b — a)/N unterteilt und man zieht sich
auf den durch die B-Splines {1, s,...,1%n_1} (vgl. Skript, Abschnitt 3.6.1) erzeugten

Spline-Raum zuriick. Die gesuchte approximative Losung ist dann von der Form

N-1

yn(t) = Z cii(t)

i=1

Gleichung (5.9) wird wie folgt diskretisiert:

/yﬁv(t)wg(t)dt:/ GO ()dt, =1, N —1. (5.10)

Zumindest das rechte Integral kann i.A. nur numerisch mit Hilfe von Quadraturformeln
berechnet werden, z.B. mit der Trapezregel.

Die Methode 148t sich auf nichtlineare Randwertprobleme verallgemeinern (Stichwort:
Galerkin-Verfahren).
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Kapitel 6

Direkte Losungsverfahren fiir

Optimalsteuerungsprobleme

Im Gegensatz zu indirekten Losungsverfahren basieren direkte Losungsverfahren auf
einer Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems. Das diskretisierte Problem ist ein
endlichdimensionales Optimierungsproblem und kann mit Verfahren der nichtlinearen Op-
timierung, z.B. SQP-Verfahren, gelost werden.

Wir betrachten in diesem Kapitel wieder das Optimalsteuerungsproblem 4.0.8, wobei wir

uns auf Mayer-Probleme (f; = 0) und Boxschranken
U:={ueR™ | tUnin < U< Upaz}

beschranken:

Fiir feste Zeitpunkte ¢y < t; finde einen Zustand z € WH>([ty,t;],R™) und eine
Steuerung u € L>([to, t¢], R™), so dal die Zielfunktion

p(x(to), (ty))
minimal wird unter Beachtung der Differentialgleichung
z(t) = f(t,z(t), u(t)) f.i. in [to, tf],

den Randbedingungen
U(x(to), x(ty)) = On,,

den gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen
c(t,z(t),u(t)) <0, fi. in [to, ty],
den reinen Zustandsbeschrinkungen
s(t,x(t)) < On,  in [to, 2],
und den Mengenbeschrinkungen

u(t) el = {ueR™

Umin < U < Uz f.i. in [to, ty].
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6.1 Diskretisierungsverfahren

Diskretisierungsverfahren fiir Optimalsteuerungsprobleme bestehen aus folgenden Kom-

ponenten:

e Parametrisierung der Steuerung:
Die Steuerung u wird durch eine Funktion w; ersetzt, die nur von endlich vielen
Parametern abhéngt, z.B. eine stiickweise konstante Funktion auf einem Gitter.
Der Index h symbolisiert die Abhéngigkeit von einem Diskretisierungsparameter,

etwa die Maschenweite des Gitters.

e Diskretisierungsverfahren fiir die Differentialgleichung:
Die Differentialgleichung #(t) = f(t,z(t),u(t)) wird mittels eines Diskretisierungs-

verfahrens diskretisiert, z.B. mit einem Einschrittverfahren.

e Optimierer:
Das nach der Diskretisierung der Steuerung und der Differentialgleichung entste-
hende nichtlineare Optimierungsproblem wird mit einem geeigneten Optimierungs-

verfahren gelost, z.B. mit einem SQP-Verfahren.

Wir verdeutlichen die Idee der direkten Diskretisierungsverfahren zunéchst fiir das Eu-
lerverfahren und unterscheiden zwischen einem vollstdndigen Diskretisierungsansatz
und einem reduzierten Diskretisierungsansatz. Beiden Varianten liegt das (nicht not-

wendig dquidistante) Gitter
Gy, Z:{t0<t1 < ... <tN:tf}

mit Schrittweiten h; = t;11 —t;, © =0,..., N — 1 und Maschenweite h := max , h; zu

1=0,...,
Grunde.

6.1.1 Vollstindige Diskretisierung mit dem expliziten Eulerverfahren

Auf dem Gitter Gy, diskretisieren wir die Differentialgleichung mit dem expliziten Euler-
verfahren. Zusétzlich verlangen wir die Einhaltung der Nebenbedingungen nur auf dem

Gitter Gy. Damit erhalten wir das folgende diskretisierte Optimalsteuerungsproblem:
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Problem 6.1.1 (Vollstindige Euler-Diskretisierung)
Finde Gitterfunktionen xj : G, — R", t; — xp(t;) = x; und uy, : G, — R™, t; —
up(t;) =: u;, so daf$ die Zielfunktion

90(1’0, 'CEN)
minimal wird unter Beachtung der Differenzengleichung
Tit+1 :xl+hlf(tz,xl,ul), izO,l,...,N—l, (61)

den Randbedingungen

den gemischten Steuer- und Zustandsbeschrdnkungen
c(ti, i u;) < 0y, i=0,1,..., N,
den reinen Zustandsbeschrinkungen
s(ti, ;) < 0,,, 1=20,1,..., N,

und den Boxschranken

Problem 6.1.1 ist ein endlichdimensionales, nichtlineares Optimierungsproblem der Form

min  F(z)
unter z€ S, G(z)<0O, H(z)=06.

(6.2)
mit den (n, + ny,) - (N + 1) Optimierungsvariablen

. T
2= (X0, L1y, TN, Ug, Uty -, UN)

der Zielfunktion

F(z) := o(xo,xN),
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den (n. + ns) - (N + 1) Ungleichungsnebenbedingungen

c(to, wo, up)

C(tNJxNJ/U’N)

s(to, o)

S(tN7 ‘TN)
den n, - N + ny Gleichungsnebenbedingungen
o + hof (to, To, uo) — 1
H(z):= : )
en-1+hn o f(tno1,TN-1,un-1) — oN
Y (w0, TN)

und der Menge
S = an-(N+1) X [uminuumaz]NJrl-

Struktur des Optimierungsproblems:

Die Dimension des Optimierungsproblems (6.2) kann abhéngig von n, und n, sehr grof3
werden. In der Praxis gilt in der Regel n, > n,, so dal Dimensionen mit einer Milli-
on Optimierungsvariablen durchaus vorkommen konnen. Um diese riesigen Dimensionen
iiberhaupt effizient bewiltigen zu konnen, ist es unerlésslich, die diinn besetzte Strukur
der Nebenbedingungen bei der numerischen Losung von (6.2) auszunutzen, vgl. Betts und
Huffman [BH92, BH99]. Fiir die jeweiligen Jacobimatrizen gilt:

Fl(z) = (<p;,0 @‘---‘@‘%‘@‘---‘@), (6.3)
¢, [to] cylto]
G/(Z) _ C;[tN] C;[tN] ’ (6 4)
s [to]
©
Syltn]
My, —1I,, ho f,[to]
H(y) — 6.5
=) My —1,, hy-1filtn-1] (65)
o o ©
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6.1.2 Reduzierte Diskretisierung mit dem expliziten Eulerverfahren

Die reduzierte Diskretisierung basiert auf der vollstdndigen Diskretisierung 6.1.1. Ein
Blick auf die Gleichungen in (6.1) zeigt, daf die Variable ;. vollstindig durch (¢;, z;, u;)
festgelegt ist. Durch rekursives Einsetzen zeigt sich, daf§ x; vom Anfangswert xy und den

Steuerungen bis zum Zeitpunkt ¢;_; abhéngt, also

x; = Xi(xo, ug, - -, Ui—1), i=0,....,N

gilt. Denn:
To = Xo(.’lfo),
1 = xo+ hof(to, o, uo)

Xo(wo) + hof(to, Xo(zo), uo)
X1 (o, up),
z1 + ha f(t1, 21, u1)
= Xi(wo,uo) + hi f(tr, X1(wo, ug), u1)
= Xo(wo,up, u1),
T3 = Ty + haof(te, T2, uz)
= Xy(zo,u0, u1) + haf(ta, Xo(wo, uo, u1), uz)
= X3(xo, ug, u1, uz),

T2

(6.6)

ry = xn-1+hyoaf(Evo1, ZN_1,UN—1)
= Xn-1(xo,ug, ..., un—2) +hyn_1f(tn-1, Xn-1(To, ug, ..., UN—2),UN_1)
=1 Xy_1(wo, uo, ..., un—1).

Da in der Praxis in der Regel n, > n, gilt, liegt es nahe, die Gleichungsnebenbedingun-
gen (6.1) durch rekursives Auflosen aus dem Optimierungsproblem zu eliminieren. Das
rekursive Auflésen ist dabei nichts anderes, als die Losung der Differentialgleichung mit

dem expliziten Eulerverfahren.

Es entsteht das folgende Problem:
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Problem 6.1.2 (Reduzierte Euler-Diskretisierung)
Finde einen Anfangswert xq € R"™ wund eine Gitterfunktion u, : G, — R™, t; —
up(t;) =: u;, so daf$ die Zielfunktion

o(xo, Xn(xo, g, ..., un—1))
minimal wird unter Beachtung der Randbedingungen
(o, Xn (w0, uo, - - s un-1)) = Op,y,
den gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen
c(ti, Xi(xo, ugy - - -y ui—1),u;) < 0, 1=0,1,..., N,
den reinen Zustandsbeschrinkungen
s(ty, Xi(zo, ug, -+, ui—1)) < Op,, i=0,1,..., N,

und den Boxzschranken

Problem 6.1.2 ist wieder ein endlichdimensionales, nichtlineares Optimierungsproblem der

Form
min  F(2)

unter z €S, G(z)<0O, H(z)=0.
mit den n, + n, - (N + 1) Optimierungsvariablen

(6.7)

z = (xq, ug, Uy, - . - ,uN)T,

der Zielfunktion
F(z2) == ¢(wo, Xn(w0, up, - .., un-1)),
den (n. + ng) - (N + 1) Ungleichungsnebenbedingungen

c(to, o, up)
G(Z) — c(tN7XN(x07u07"'7UN—1)7UN)
s(to, o) ’
s(tn, Xn(zo, uo, - -, un—1))
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den n, Gleichungsnebenbedingungen

H(z) = ( (o, Xn (w0, U, - -, UN-1)) ) )

und der Menge

S :=R"™ x [umm,umaz]NH.

Struktur des Optimierungsproblems:

Die Dimension des Optimierungsproblems (6.7) ist im Vergleich zu (6.2) insbesondere im
Fall n, > n, relativ klein, da nur noch der Anfangswert x, als Optimierungsvariable auf-
gefaBit wird. Allerdings sind die Jacobimatrizen von (6.7) im Unterschied zur vollstdndigen
Diskretisierung verhéltnisméaflig dicht besetzt:

cylto] - ;3? c;[tOL )
AU - RCAGE A
SR Rl CACES RO B el AL
Y
s lt] - 22 8
solt] - G | selt] G
Sg[tN] : %)(Tév 3;3[tN] . %Xué\f e S/:L‘[tN] . %
H'(z) = ( o T UL, G ;f.%’fTON’ ’¢f;f.8?1§]jl @)'

Hierbei miissen die Sensitivitaten
8Xi<x0aU0>---aui—1) aXi($0;U0,~~>Uz‘—1)
) )
8%0 an

berechnet werden. Dies kann mit Hilfe einer Sensitivitdtsanalyse der Differentialgleichung

i,j=0,...,N (6.8)

geschehen (— Sensitivitdtsmatrizen!).

6.2 Exkurs: Notwendige Bedingungen und SQP Verfahren

Da notwendige Bedingungen und die sequentielle quadratische Programmierung (SQP)
bereits in der Vorlesung iiber Optimierung detailliert behandelt wurden, beschrianken wir

uns hier auf die Darstellung der wesentlichen Resultate und Ideen.
6.2.1 Fritz-John-Bedingungen
Es seien stetig differenzierbare Funktionen
F . R" =R
G=(Gy,....,Gp)" : R*"—=R™,
H=(Hy,...,H)" : R"—=RP
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und die Menge
Si={z€R"|z2<2<7}), z<7Z€(RU{-o00,00})"

gegeben. Wir interessieren uns fiir

Problem 6.2.1 (Optimierungsproblem)
Finde z € R™, so daff F(z) minimal wird unter den Nebenbedingungen

Gz<2) < 0, izl,...,m,

Zulassiger Bereich:
Y={2€85|Gi(2)<0,i=1,...,m, Hj(2) =0, j=1,...,p}.
Indexmenge der (in z) aktiven Ungleichungsrestriktionen:
A(z) :={i| Gi(2) =0, 1 <i<m}

Lagrangefunktion:

m p

L(z, 0o, 11, A) = LF(2) + ' G(2) + ANTH(2) = [oF(2) + Z,uiGi(z) + Z N H;(z)

i—1 j=1

Es gelten die folgenden notwendigen Bedingungen erster Ordnung vom Fritz-John-Typ.
Satz 6.2.2 (Fritz-John Bedingungen)

Sei z ein lokales Minimum von Problem 6.2.1. Die Funktionen F', G;, i = 1,...,m und

H;, 7 = 1,...,p seien stetig differenzierbar. Dann ezistieren Multiplikatoren ly € R,

= (1, s ) ER™ A= (A1,..., 0" € R mit (lo, u, \) # 0, so daf8 die folgenden

Bedingungen gelten:

(a) Vorzeichenbedingungen:

lp >0, i >0, i=1,...,m. (6.9)
(b) Optimalititsbedingung:

Lz, N)(z—2)>0 VzeS. (6.10)
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(¢) Komplementarititsbedingungen:

wGi(2) =0, i=1,...m. (6.11)

(d) Zulassigkeit:
zZex. (6.12)

Jeder Vektor (z,ly, p1, ) € R*™™H™2 mit (I, u, A) # 0, der die Fritz-John-Bedingungen
(6.9)-(6.12) erfiillt, heiBt Fritz-John Punkt. Die wesentliche Aussage des Satzes ist, daf
es einen nichttrivialen Vektor (o, s, A) # 0 gibt. Fir (lp, u, \) = 0 sind die Fritz-John-
Bedingungen trivial. Im folgenden sind wir an Bedingungen interessiert, die [ # 0 liefern.
Da alle Multiplikatoren linear auftreten, kann dann 0.B.d.A. [ = 1 gewahlt werden. Sol-
che Bedingungen heilen Regularititsbedingungen oder Constraint Qualifications.
Sind die Fritz-John-Bedingungen mit [, = 1 erfiillt, so heiflen sie Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) Bedingungen. Wir fassen einige gebriauchliche Regularititsbedingungen zusam-

men:

e Die Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromowitz [MF67] ist in 2

erfiillt, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(a) Die Gradienten VH,;(2), j =1,...,p sind linear unabhéngig.
(b) Es gibt einen Vektor d € int(S — {2}) mit

VGi(2)Td < 0 fiir i € A(2) und VH;(2)"d =0 fiir j = 1,...,p.

e Die folgende Regularititsbedingung der linearen Unabhingigkeit oder Li-
near Independence Constraint Qualification (LICQ) ist im Hinblick auf die
Formulierung hinreichender Bedingungen und die Sensitivitdtsanalyse sehr wichtig.
Aus ihr folgt die Regularitéitsbedingung von Mangasarian-Fromowitz. Sie stellt sogar

sicher, dafl die Lagrange-Multiplikatoren eindeutig sind.
Die LICQ ist in 2 erfiillt, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(a) z € int(9);
(b) Die Gradienten VG;(2), i € A(Z) und VH;(2), 7 = 1,...,p sind linear un-
abhéngig.

Dariiber hinaus gibt es zahlreiche weitere Bedingungen (Abadie, Kuhn-Tucker, Guignard,

Arrow-Hurrwitz,. . .).
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6.2.2 Numerische Losung mit SQP
SQP-Verfahren werden z.B. in [Han77], [Pow78], [GMW81], [Sto85], [Sch81],[Sch83], [Alt02],

[GKO02] behandelt. Es existieren diverse Implementierungen, z.B. [Sch85], [Kra88], [GMSW9§],

[GMS02]. Spezielle Anpassungen auf diskretisierte Optimalsteuerungsprobleme werden in
[GMS94], [Sch96], [Ste9d5], [BHI9] besprochen.
SQP-Verfahren sind iterative Verfahren, die ausgehend von einer Startschitzung 2 neue

[terierte gemé&f der Vorschrift
AR = Ky g d® B =0,1,2,. ..

erzeugen. Die Idee der SQP-Verfahren besteht darin, das Standard-Optimierungsproblem
im aktuellen Iterationspunkt z!*! lokal durch ein quadratisches Optimierungsproblem zur
Bestimmung einer neuen Suchrichtung d*! zu ersetzen.

Das quadratische Optimierungsproblem lautet dabei wie folgt.

Quadratisches Optimierungsproblem:

1

min  ~d' Bpd + F'(z)d

derr 2

unter  G(z™) +G'(z"a < 0,
H(M) + 7' (M = 0,

z< M yd<z

Hierin ist By eine geeignete Update-Matrix (modifizierte BFGS-Update-Formel nach Po-
well [Pow78]). Sukzessive quadratische Approximation liefert das lokale SQP Verfahren:

Algorithmus: Lokales SQP Verfahren

1 ahle Startwerte (2™, pt™, € X X und setze k£ = 0.
i) Wéhle S OF 01 N0 € R™ x R™ x RP und k=0
(ii) Falls (1%, ul* AF) ein KKT-Punkt ist, STOP.

(iii) Berechne einen KKT-Punkt (dl* i+ A1) € R™ x R™ x RP des quadratischen

Optimierungsproblems.

(iv) Setze 2Pt = 2IM 4 gkl & := k + 1 und gehe zu (ii).

Bemerkung 6.2.3
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e Das quadratische Optimierungsproblem kann z.B. mit einer Active-Set-Strategie gelost

werden.

e Die Iterierten z¥ sind in der Regel nicht zulissig fiir das Ausgangsproblem.

Unter geeigneten Voraussetzungen konvergiert das lokale SQP Verfahren lokal superli-
near. Um ein fiir alle Startwerte 2% konvergentes Verfahren zu erhalten, ist es notwen-
dig, das SQP-Verfahren zu globalisieren. Wie im unrestringierten Fall wird dies durch
Einfithrung einer Schrittweite aj > 0 erreicht. Zur Bestimmung der Schrittweite ay
wird eine eindimensionale Liniensuche in Richtung d*l beispielsweise fiir die exakte

(;-Bewertungsfunktion
m p
Gi(zm) == F(z) +n (Z max{0, Gi(2)} + ) IHj(Z)|> , n>0
i=1 j=1
durchgefiihrt. Beachte, dafl unzuléssige Punkte z € ¥ durch die Terme
m p
S max{0, Gi(2)} + 3 [Hj(2)] > 0
i=1 j=1

bestraft werden. Allgemein sind sogenannte exakte Bewertungsfunktionen interessant, da
fiir diese Bewertungsfunktionen lokale Minima des restringierten Ausgangsproblems auch
lokale Minima der unrestringierten Bewertungsfunktion sind. Es liegt daher nahe, das
restringierte Optimierungsproblem durch das unrestringierte Minimierungsproblem

min £, (z;7)

mit hinreichend grofiem 7 > 0 zu ersetzen. Nun ist ¢; zwar nicht differenzierbar, jedoch
immerhin noch richtungsdifferenzierbar. Das SQP-Verfahren sei bis zur Iteration k fortge-
schritten und d*! sei die optimale Losung des quadratischen Optimierungsproblems. Falls

nun
¢ (M dMn) <0

gilt und d* somit eine Abstiegsrichtung von ¢; in zI¥ ist, kann z.B. mit dem Armijo-

Verfahren eine eindimensionale Liniensuche fiir die Funktion
Y(a) = (M 4 adt; ), a>0

durchgefiihrt werden. Tatséchlich ist die Losung d*! des quadratischen Optimierungspro-
(k]

blems eine Abstiegsrichtung von /¢; in z'*!/, wenn
k41 k41
n > max{p{ Y plE Al (6.13)
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gilt, wobei pul#t1 und A1 die Lagrangemultiplikatoren des quadratischen Optimierungs-
problems sind. In der Praxis wird man 7 iterativ anpassen miissen, damit (6.13) stets

erfiillt ist, etwa in der Form:
st = max{n,, max{pF ket A |)\Z[)k+1]|} + €}, (6.14)

wobei £ > 0 ist. Insgesamt erhalten wir damit das globale SQP-Verfahren:

Algorithmus: Globalisiertes SQP-Verfahren

(i) Wihle Startwerte (2%, ul0 A0) € R” x R™ x RP, By € R™" symmetrisch und
positiv definit, 3 € (0,1), o € (0,1) und setze k = 0.

(ii) Falls (28, u*1 \F) ein KKT-Punkt ist, STOP.

(iii) Quadratisches Hilfsproblem:
Berechne einen KKT-Punkt (d*], ult+1 \F+1) € R™ x R™ x RP des quadratischen
Hilfsproblems.

(iv) Passe n gemé$ (6.14) an.

(v) Armijo-Regel:

Bestimme eine Schrittweite aj, = max{3’ | 7 =0,1,2,...} mit

51(2[’“] + akd[k}; n) < El(z[k}; n) + aaké'l(z[k]; d[k];n).

(vi) Modifizierter BFGS-Update:

Berechne By,; geméf einer Update-Formel.

(vii) Setze zF+1 = M 4 o dFl K := k + 1 und gehe zu (ii).

Bemerkung 6.2.4

e [m giinstigsten Fall geht dabei das globale SQ)P-Verfahren nach endlich vielen Schrit-
ten in das lokale tber, welches (unter entsprechenden Voraussetzungen) mindestens
superlinear konvergiert. Dies bedeutet, dafS dann die Schrittweite oy, = 1 bei der

Armijo-Regel akzeptiert wird.

e [n der Praxis tritt haufig der Fall ein, daf$ das quadratische Teilproblem keine Lésung
besitzt. Powell [Pow78] schlug fiir diesen Fall vor, die Nebenbedingungen des qua-

dratischen Problems zu relaxieren, so daf$ das relaxierte Problem zuldssig ist.
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6.3 Gradientenberechnung

Die Anwendung des SQP-Verfahrens auf die diskretisierten Optimalsteuerungsprobleme
(6.2) bzw. (6.7) ist direkt durchfiihrbar. Bei der Durchfiihrung des SQP-Verfahrens werden
der Gradient F” der Zielfunktion und die Jacobimatrizen G’ und H' der Nebenbedingungen
benotigt. Bei der vollstdndigen Diskretisierung lassen sich diese Groflen direkt angeben,
vgl. Gleichungen (6.3)-(6.5). Bei der reduzierten Diskretisierung ist der Fall komplizierter,
da die Sensitivitéiten in (6.8) berechnet werden miissen. Wir werden sehen, dafl dies auf

verschiedene Arten erfolgen kann:

e Der Ansatz iiber die Sensitivititsdifferentialgleichung ist vorteilhaft, wenn die
Anzahl der Nebenbedingungen (wesentlich) grofler als die Anzahl der Optimierungs-

variablen ist.

e Der Ansatz iiber die Adjungierte Gleichung ist vorteilhaft, wenn die Anzahl der
Nebenbedingungen (wesentlich) kleiner als die Anzahl der Optimierungsvariablen

1st.

e Algorithmische Differentiation (streng genommen entspricht der ,forward mode*
dem Ansatz iiber die Sensitivitdtsdifferentialgleichung, wahrend der ,,backward mo-

de dem Ansatz iiber die Adjungierte Gleichung entspricht)
e Approximation durch finite Differenzen

Wir konzentrieren uns hier nur auf die ersten beiden Verfahren zur Berechnung von Ab-

leitungen beim reduzierten Diskretisierungsansatz.

6.3.1 Sensitivitatsdifferentialgleichung
Wir illustrieren das Verfahren fiir das explizite Euler-Verfahren, welches wir analog zu
(6.6) in der Form

Xo(Z) = X, (615)
schreiben!. Zur Erinnerung: z = (zg,ug, ..., ux)' € R" bezeichnet die Optimierungsva-

riable in (6.7). Wir sind nun an den Sensitivitidten

0X;(z .
SZ‘Z: Z<) 1=0,1,...,N
az ) ) ) )
interessiert.
!Streng genommen hingt X, 1 nur von zg,uo,...,u; ab. Zur Vereinfachung der Notation erginzen
wir diese Variablen zum kompletten Vektor z. Die Ableitungen von X;;; nach w;11,...,uy sind dann

gleich Null.
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Differentiation von (6.16) nach z liefert die Vorschrift

du; :
Si-i—l = SZ + hl (f;(tl,XZ(Z), Uz) . Sz + f;(ti, XAZ), Uz) : 8_?:) s 1= 0, 1, ce ,N — 1.
(6.17)
Wegen (6.15) gilt fiir den Anfangswert
_ 0Xo(2) _ N X (g +(N+1)ny,)
So =" = (I @‘--~‘@)€R . (6.18)

Dieses Verfahren ist als interne numerische Differentiation (IND) bekannt, vgl.
Bock [Boc87]. Der IND-Ansatz basiert auf der Differentiation des Diskretisierungsverfah-
rens (hier: expl. Euler) nach z. Das Verfahren kann auch auf andere Weise hergeleitet

werden. Dazu definieren wir

(t: 2) w;, fallst e [t;,tip1), i=0,...,N—1,
u(t; z) ==
uy, fallst =ty

und betrachten intervallweise? das parametrische Anfangswertproblem

z(ty) = Xo(z), (6.19)
w(t) = [t (), ult; 2)) (6.20)

Ist f stetig und stetig differenzierbar bzgl. x und u, so ist die Sensitivitdtsmatrix S(t) :=

0x(t; z)/0z intervallweise Losung der Sensitivitétsdifferentialgleichung

S(ty) = 8)2052)’
- / / au(t; Z)
S(t) = fx(t,x(t),u(t; Z)) -S(t)+fu(t,:1:(t),u(t; Z)) ’ 9z te [t()atf]'

Gleichzeitige Diskretisierug des parametrischen Anfangswertproblems (6.19)-(6.20) und
der Sensitivitétsdifferentialgleichung mit dem expliziten Eulerverfahren unter Beachtung

von u(t;; z) = u; fihrt auf

aXD(Z)

S = 0z (sz

Sy = Sith (f;m,xi(z),ui) S f (s Xo(2), ) -

of - [)
ou;

- , =0,1,...,N - 1.
62>’ ? P )

Dies ist identisch mit (6.17)-(6.18), d.h. beide Ansitze liefern dasselbe Verfahren.

Fazit:
Zur Berechnung der Sensitivitdtsmatrizen S; kann entweder das Diskretisierungsschema

Intervallweise heifit: Das Anfangswertproblem wird in [t;, #;41],7 = 0,1,..., N —1 gelost, wobei jeweils

der Endwert des aktuellen Intervalls als Anfangswert fiir das néichste Intervall verwendet wird.
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nach den Optimierungsvariablen z differenziert werden, oder gleichwertig damit kann
die Sensitivititsdifferentialgleichung simultan mit dem Anfangswertproblem (6.19)-(6.20)

(mit demselben Verfahren und denselben Schrittweiten!!!) gelést werden.

Aufwand:
Im wesentlichen ist ein Anfangswertproblem der Dimension n, - (n+1) mit dem zu Grunde
liegenden Diskretisierungsverfahren (hier: explizites Eulerverfahren) zu 16sen. Mit wach-

sender Dimension n der Optimierungsvariable z wird das sehr teuer!

Bemerkung 6.3.1

e In der Prazis wird hdufig eine Schrittweitensteuerung zur Lisung des parametri-
schen Anfangswertproblems (6.19)-(6.20) verwendet. Bei der Sensitivititsanalyse
muf$ dann darauf geachtet werden, dafS die Sensitivititsdifferentialgleichung fir die-
selben Schrittweiten berechnet wird. Ansonsten bekommt man nicht den exakten Gra-

dienten, sondern bestenfalls Ndiherungen!

e Das vorgestellte Verfahren zur Sensitivitdtsanalyse lafit sich fir allgemeine Ein-

schrittverfahren (explizit oder implizit) und Mehrschrittverfahren entsprechend durchfiihren.

o Ahnliche Strategien zur Sensitivititsanalyse wurden von Caracotsios und Stewart [CS85],
Maly und Petzold [MP96] und Brenan et al. [BCP96] vorgeschlagen. Ein Vergleich
der diversen Verfahren erfolgt in Feehery et al. [FTB97].

6.3.2 Adjungierte Methode

Die Adjungierte Methode vermeidet die Berechung der Sensitivitdten S;. Wir demonstrie-

ren das Verfahren fiir eine Prototypfunktion der Form
[(z) :=7(Xo(2), Xn(2), 2)

da offenbar ¢, und im Wesentlichen auch ¢ und s von dieser Art sind.

Gesucht ist ein Verfahren zur Berechnung von I'(z) unter Beachtung der Differenzenglei-
chungen (6.15)-(6.16).
Betrachte das Hilfsfunktional

J(z) =T(z) + z_: A1 (Xia(2) = Xi(2) = haf (ti, Xi(2), )
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mit Multiplikatoren \;, ¢ = 1,..., N. Differentiation von J bzgl. 2 und Umsummierung
liefert
J(2) = (’Y - )\T - ho)\Tf/ [to]) - S0 + (’Y;N + )‘]T\7> Sy + 7,
8
+Z >‘T /\zT+1 h)‘zT+1, S - Zh/\lﬂ
=1

Die Terme S; = 0X;(z)/0z sind gerade die Sensitivitdten aus dem vorigen Abschnitt,
die wir hier aber nicht (!) berechnen wollen. Also miissen diejenigen Ausdriicke, die S;

enthalten, eliminiert werden. Dies fithrt auf die Adjungierte Gleichung
N =M = kAL ] =0,, i=0,...,N—1 (6.21)
und die Transversalitédtsbedingung
AN = =Vox (Xo(2), Xn(2), 2). (6.22)

Beachte, daf§ die Adjungierte Gleichung riickwirts in der Zeit gelost wird. Mit diesen
Beziehungen folgt

N-1
8uz~
J'(2) = (Vg = Ao ) - So+ 7. — Zh/\erl ult ]%‘
Es bleibt zu zeigen, dafi J'(z) = I"(2) gilt:
Satz 6.3.2
Es qilt
N-1 ey
D'(2) = J'(2) = (s — A0) - S+, — Z hadd L falt ]a—z’. (6.23)
_ Durch Multiplikation der Sensitivitdtsgleichung
/ / 8ul .

0z

mit A/,; von links ergibt sich

ou;

—hiXl L[ti]g

A1 Sier + AL S+ RN LS, =0,
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und damit
J(z) = (V=) So+7.
N—-1
+ 3 AL S+ hALL FLIt]S — M S
1=0
(6.21) Nl
=0 (Yo = M) - So A+ DA S = AL Sin
1=0
= (Yho—A0) - So+7L+ A S0 — ANSn
C2) o So -+ 47, Sn
= TI'(2).
O
Fazit:

Wegen I"(z) = J'(z) haben wir mit (6.23) eine Formel zur Berechnung des Gradien-
ten von I'. T' steht hierbei stellvertretend fiir die Funktionen F,G = (Gy,...,G,), H =
(Hy,...,Hp,) in (6.7).

Aufwand:

Zur Berechnung von F',G', H' in (6.7) muB fiir jede (!) Komponente von F,G, H eine
Adjungierte Gleichung mit entsprechender Transversalitdtsbedingung gelost werden. Dies
entspricht im wesentlichen einem Anfangswertproblem der Dimension n, - (2 + m + p),
wobei zusétzlich die Trajektorie (X;,i =0,..., N) gespeichert werden mufi.
Beachtenswert ist, dal der Aufwand nicht von der Anzahl der Optimierungsvariablen
abhéngt! Besonders effizient ist diese Methode, wenn keine oder sehr wenige Nebenbedin-

gungen auftreten.

Bemerkung 6.3.3
Mit der Hamiltonfunktion H(t,z,u,\) = X" f(t,z,u) kann Gleichung (6.21) geschrieben
werden als

A :)\;1 _hi(_H;(th%,Ui,)\iH))» i=0,...,N—-1

)

Dieses Schema hat grofe Ahnlichkeit mit dem expliziten Eulerverfahren, wenn es riickwdirts
in der Zeit (also mit Schrittweite —h;) auf die Adjungierte Differentialgleichung AT =
—H' angewendet wird. Da 'H jedoch an der Stelle (t;, x;,u;) und nicht an (t;11, Tir1, Uit1)
ausgewertet wird, liegt weder das explizite noch das implizite Eulerverfahren vor, sondern

vielmehr ein Mischverfahren (— simplektische Verfahren, Hamilton’sche Systeme).
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6.4 Diskretes Minimumprinzip und Approximation der Adjun-
gierten

Ziel dieses Abschnitts ist es, ein lokales Minimumprinzip fiir die volle Eulerdiskretisie-
rung 6.1.1 herzuleiten. Es zeigt sich, dafl dieses diskrete lokale Minimumprinzip als Dis-
kretisierung des lokalen Minimumprinzips aus Abschnitt 4.7 aufgefafit werden kann. Dar-
aus ergibt sich ein Ansatz zur Approximation der kontinuierlichen Adjungierten A\ und
Multiplikatoren 7, u und o aus Abschnitt 4.7. Um zwischen den kontinuierlichen Multipli-
katoren 7, i und o aus Abschnitt 4.7 und den diskreten Multiplikatoren fiir Problem 6.1.1
bzw. (6.2) unterscheiden zukénnen, werden letztere mit ¢, ¥ und s bezeichnet. Wir be-
trachten also Problem 6.1.1 bzw. (6.2) und beabsichtigen, die Fritz-John-Bedingungen aus
Satz 6.2.2 zu formulieren.

Die Hamiltonfunktion und die erweiterte Hamiltonfunktion (mit fy = 0) lauten wie ge-

wohnt

H<t7$7u>/\7l0) = )\Tf(t,:v,u),
ﬂ(t,x,u,/\,g,lo) = H(t,z,u,\ o) + Ce(t,z,u).

Mit lp € R,z = (2¢,...,2x)" € R=WVHD y = (ug, ..., un)T € R=OFD X = (Ao, ..., An)"
RN+ ¢ = (o, .., ()T € ReWVFD 1y = (1, uy) T € R(WVFD i € R™ lautet die

Y

Lagrangefunktion fiir Problem 6.1.1:

L(z,u,\, ¢, v, k,10) == lop(xo, 2n) + K (20, 2N)

N-1

+ Z Adpr (@i 4 haf (i, i, w) — i)
=0 N

+ZC c(ty, x4, u;) —i—ZVZTS ti, ;)

= logo(xo,IN) + kK (xo,xN) velty, n, uy)

N-1

+ Z (RiH(ti, i, wi, Mg, lo) + G ety zi,w))
=0

+Zx\z+1 — Ti —1—21/ s(t;, x;)

= lo@(xo, $N) + £ (zo, o) + CNC(tN, TN, UN)
N—-1

+)  hiH <tx Uiy A1, fl lo)

1=0
N
+ Z /\z—i-l xH—l) + Z Vi—rs(tb xl)
=0
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Auswertung der Fritz-John-Bedingungen in Satz 6.2.2 liefert das diskrete lokale Mini-

mumprinzip:

Satz 6.4.1 (Diskretes lokales Minimumprinzip)

Voraussetzungen:

(i) Die Funktionen o, fo, f,c, s,% seien stetig differenzierbar bzgl. x und u.

(i1) Sei (Z,u) ein lokales Minimum von Problem 6.1.1.

Dann existieren Multiplikatoren ly € R, k € R™ X\ = (Ao, ...
(COJ s 7<N)T € Rnc(]\f—&-l)’ Vv = (V(), Ce

(Z) ZO > 07 (ZO>K'7>\7C> l/) 7é @7

(ii) Diskrete Adjungierte Gleichung:

Firi=0,....N —1 gilt

ANi = N1+ hﬂ:(; (tz’,i’i,ﬁz‘, Ait1,

,VN)T c RN+ it

7>\N>—r € an(N—H)) C =

T
lo) + S;(ti,ii)TVi

N-1 ¢ N-1
- )\N—f—zhﬂ'f; (tj7ijaﬁja)\j+1a_ +23;(%7@) Vj
j=i j=i
(111) Diskrete Transversalititsbedingungen:
X = — (loh,(Zo,&n) " + U (B0, 2n) T K),
AN = lowy, (Zo, in)' + ¥y, (2o, i) h A+ (s s tiy) v+ St ) T

(i1i) Diskrete Optimalititsbedingungen:
Fiir allei=0,...,N —1 und allew € U gilt

7:('/[,, <t“fi‘“sz,>\
Auperdem gilt (lc,(tn, Tn,0n)(u — Gx) > 0 fiir alle uw € U.

(iv) Diskrete Komplementarititsbedingungen:

Es qilt

)(u—ai)zo.

(A\VARAY
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IBENEE Ubung! O

Wir vergleichen die notwendigen Bedingungen im diskreten Fall mit denen des kontinu-

ierlichen Falls und leiten Beziehungen zwischen den kontinuierlichen und den diskreten

Multiplikatoren her.

e Probleme mit gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen und

ohne reine Zustandsbeschrinkungen (n, =0, s =0):

Die Adjungierte Differentialgleichung (4.74) im Minimumprinzip 4.7.1 lautet
Die diskrete Adjungierte Gleichung lautet umgeformt

Aiv1 — A
hi

T
:—ﬂ; (ti,jfi7ﬂi,/\i+1,%,lo) 5 Z:O,,N—]_

Hieraus 148t sich ablesen, daf3 durch

é%7’](@), iZO,...,N—l

hi
eine Approximation des kontinuierlichen Multiplikators 7(¢;) gegeben ist. Beachte,
dafl ¢; der diskrete Multiplikator zur Beschrankung c(t;, z;, u;) < 0, ist!

Mit k =~ o sind die diskreten Transversalitdtsbedingungen, Optimalitdtsbedingun-
gen und Komplementaritédtsbedingungen sofort als Diskretisierung der entsprechen-
den kontinuierlichen Bedingungen interpretierbar, wenn der Multiplikator (x = 0,
erfiillt. Dies ist insbesondere immer dann der Fall, wenn die Beschriankung in %y

inaktiv ist, also wenn c(ty, zn, uy) < 0y, gilt.

e Probleme mit reinen Zustandsbeschriankungen und

ohne gemischte Steuer- und Zustandsbeschrinkungen (n. =0, ¢ = 0):

Anstatt der Adjungierten Differentialgleichung und der Sprungbedingungen in (4.78)-
(4.80) verwenden wir lieber die Integraldarstellung (4.84):

ty s ety
A(t) = A(ty) +/ H. 7] dr + Z/ 8; [ T]dpi(T), Vit € [to, tf],
wobei noch die kontinuierliche Transversalitdtsbedingung gilt:

Mtp)" = logl, (w(to), x(ty)) + o "4y (x(to), a(ty)).
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Die zweite Version der diskreten Adjungierten Gleichung zusammen mit der zweiten

Transversalititsbedingung lautet?

N-1 N-1
)‘i = >\N + Z thIZ’(tj7 Zi‘j, ﬁj, )\j+1, ZU)T + Z S;(tj, [i’j)—rl/j
7=t Jj=t
= lo@h, (o, )" + 45, (%0, 3n) 'K
N-1

+Zh H t]al‘]aujv ]+17l0

Jj=t Jj=t
N / N
~~ ~~

M =
Q@F
;&

~ I M T dr ~Ji s, (7T du(r)
fiir i =0,..., N — 1. Hieraus 148t sich folgendes ablesen:
- KRO
— Durch
vi = p(tivr) — plts), i=0,...,N—1
ist eine Approximation des kontinuierlichen Multiplikators p gegeben. Den

Multiplikator vy interpretieren wir als Sprunghéhe im Zeitpunkt ¢t = ¢4, d.h.

vy~ ulty) = wlty).

Beachte hierbei, daf§ der kontinuierliche Multiplikator p auch in ¢; springen
kann.

— Desweiteren interpretieren wir

Ay = lo@l, (0, ) "+ (F0,3n) 'K +s,(tw, En) Tow

-~

~A(tr)

als linksseitigen Grenzwert /\(t]?) der kontinuierlichen Adjungierten A. Beachte,

daf die kontinuierliche Adjungierte A auch in ¢ springen kann (bedingt durch
).
Beachte, daf v; der diskrete Multiplikator zur Beschrankung s(¢;, z;) < 0, ist!

Aus den Komplementaritatsbedingungen folgt mit dieser Interpretation
On, < v & pu(tiva) — plts),
was der Monotonie von y entspricht. Wegen v;' s(t;, z;) = 0 gilt

3Formal ist das Riemann-Stieltjes-Integral fttof g(t)du(t) definiert als Grenzwert der Folge
Z?;Bl 9(&) (w(tir1) — p(ts)), wobei to < ¢ < ... < t,, = ty beliebige Partitionen von [to,ts] und
& € [ti,tiy1] beliebige Punkte sind.
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was der Konstanz von p auf inaktiven Teilstiicken entspricht.

Die diskreten Optimalitédtsbedingungen sind sofort als Diskretisierung der entspre-

chenden kontinuierlichen Bedingungen interpretierbar.

Bemerkung 6.4.2

e Die Variable uy tritt nur in der Beschrinkung c(ty,zn,un) < 0, auf und hat
ansonsten keinen Finflufl auf den Wert der Zielfunktion.

o Im kontinuierlichen Fall gilt tiber das lokale Minimumprinzip hinaus auch das glo-
bale Minimumprinzip. Es stellt sich die Frage, ob auch im diskreten Fall ein globales
Minimumprinzip gilt. Dies ist i.a. nicht der Fall. Vielmehr gilt nur ein approxima-
tives Minimumprinzip, vgl. Mordukhovich [Mor88]. Unter zusditzlichen Konvexitdts-
annahmen kann jedoch ein diskretes globles Minimumprinzip gezeigt werden, wvgl.
Ioffe und Tihomirov [IT79], Abschnitt 6.4, S. 277 ff.

6.5 Konvergenz

Die Konvergenz von diskretisierten Optimalsteuerungsproblemen gehort zu den aktuel-
len Forschungsgebieten. Bei den publizierten Konvergenzbeweisen wird stets davon aus-
gegangen, dafl die optimale Steuerung zumindest stetig ist. Fiir unstetige Steuerungen
sind bisher keine allgemeinen Konvergenzbeweise verfiighar. Ebenso gibt es keine Konver-
genzbeweise fiir Probleme mit reinen Zustandsbeschrankungen. Es besteht also noch jede

Menge Forschungsbedarf!

6.5.1 Konvergenz der Eulerdiskretisierung

Die Konvergenz der vollstindigen Fuler-Diskretisierung 6.1.1 fiir Probleme mit separier-
ten Randbedingungen und ohne reine Zustandsbeschrankungen wurde in Malanowski et

al. [MBMO97| gezeigt. Speziell werden dort das Optimalsteuerungsproblem

(¢))dt
=0,,,
2(0) =& = On,, ¢($(tf)) = Oy,
c(x(t), u(t)) < On,

\/ / N

T

Minimiere  (x(ts)) + / Jo(x
unter  @(t) — f(x
f =
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sowie dessen Diskretisierung

N-1
Minimiere  @(zy) + h Z fo(xi, w;)
i=0
unter w—f(xi,ui)zonm, i=0,...,N—1,

560—5207117 w<xN):Onwa
c(xi, ui) < 0py, 1=0,...,N—1

betrachtet. Da die Beweise sehr lang und kompliziert sind, fassen wir nur die wesentli-

chen Voraussetzungen und Aussagen zusammen, die die Komplexitit des Beweises bereits

erahnen lassen. Im folgenden bezeichnet H wieder die erweiterte Hamiltonfunktion.

Voraussetzungen:

(i)
(i)

(iii)

fo, f,c, 0,1 seien differenzierbar mit lokal lipschitzstetigen Ableitungen.

Es existiere eine lokale Losung (2, @) € C([0,t¢], R™) x C([0, ], R"™) des Optimal-

steuerungsproblems.

Gleichmiflige Rangbedingung an c:
Seien J(t) := {i € {1,...,n.} | c;(z(t),u(t)) = 0} die Indexmenge der in ¢ akti-
ven gemischten Steuer- und Zustandsbeschrénkungen und cz)[t] die in ¢ aktiven

Beschrédnkungen. Es existiere eine Konstante o > 0 mit

I tTdl > alld|  VdeRVO! i in [0, ).

Surjektivitit der linearisierten Gleichungsnebenbedingungen:

Das Randwertproblem

g(t) = A@)y(t) — B(tyo(t) = 0n,,  y(0) = 0n,y 9 (2(E5))y(ts) = h

besitze eine Losung fiir jedes h € R™, wobei

N

(t) = f;[t]—f;[t]clj(t),u[tr (C&(t),u[ﬂcb(t),u[tr) ity «lt)s
Bt = Fultl (T = oy ult]T (o ultlern )™ dr.ald)

Koerzivitat:
Definiere J*(t) := {i € J(t) | n:(t) > 0}, wobei n den Multiplikator fiir die
Beschrinkung c¢; bezeichnet.

Es existiere g > 0, so dafl
d"H;,[tld > B||d|]?
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fiir alle d € R™ mit
re iy ultld = 017+ ()
gilt.

(vi) Riccati-Gleichung;:
Die Riccati-Gleichung

Q) = —QW)filt] — filt) Q) — HL[¢]

A\ T\ (R el >
’ (Cfm),x[ﬂ) +Q(t)< © ) (Cfﬁ(t),u[t] o

FLeT HY 1]
( 0 )Q“” ( il )

besitze eine auf [0, ¢f] beschrankte Losung @, die noch die folgende Randbedingung

erfiillen muf:
d"(T—=Q(ty)d>0  VdeR™ : 4, (i(ty))d=0,,,
wobei
L= (p(i(ty) + o] v (E(t)", -

Alle Auswertungen in der optimalen Losung (&, @). Unter den angegebenen Voraussetzun-
gen gilt folgender Konvergenzsatz.

Satz 6.5.1
FEs seien die oben genannten Voraussetzungen (i)-(vi) erfullt. Dann existiert fiir alle hin-
reichend kleinen Schrittweiten h > 0 ein lokal eindeutiger KKT-Punkt (zp, up, An, Ch, Ko, K f)

des diskretisierten Problems mit

max{|[zn — &ll1.00, tn = oo, A0 = All1.00s [0 = o0ll, 1y = ol lm = nllec} = O(R),

wobei A\, die diskrete Adjungierte, ny, den diskreten Multiplikator fiir die gemischte Steuer-
und Zustandsbeschrankung, ko den diskreten Multiplikator fiir die Anfangsbedingung und
ky den diskreten Multiplikator fir die Endbedingung bezeichnen.

BB \ialanowski et al. [MBM97] O
Bemerkung 6.5.2

e Die Voraussetzungen (v) und (vi) zusammen sind hinreichend fir die lokale Opti-

malitdt von (&, 4).

o Ahnliche Konvergenzresultate finden sich in Dontchev et al. [DHV00, DHMO00).
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6.5.2 Hohere Konvergenzordnung bei Runge-Kutta-Diskretisierung

Hager [Hag00] untersucht Optimalsteuerungsprobleme der Form

Minimiere  ¢(x(1))
unter  @(t) = f(z(t),u(t)), =x(0)=¢, te]0,1],

sowie deren Diskretisierung mit einem s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren und Schrittweite

h=1/N:

Minimiere  @(xy)

Tk+1 — Tk - -
unter T —Zz:;bzf(ﬁ“ukn), /{I—O,...,N—l,

ni:xk+h2aijf(77j,ukj), izl,...,S,

j=1
Ty = é

Beachte, daf3 hier an jeder Stiitzstelle eine eigene Steuervariable uy; als Optimierungsva-
riable spendiert wird. Es wird also keine stiickweise konstante oder lineare Steuerappro-
ximation verwendet.

Das Hauptresultat des Artikels liefert Konvergenzaussagen und Approximationsordnun-

gen fiir die diskreten Losungen. Dabei spielen folgende Bedingungen eine Rolle:

e Glattheit:*
Das Optimalsteuerungsproblem besitze eine Losung (z,4) € WP>([0,1],R™) x
Wr=tee([0, 1], R™) mit p > 2.
Die ersten p Ableitungen von f und ¢ seien lokal lipschitzstetig in einer Umgebung

von (Z,a).

e Koerzivitit:®

Es existiere ein o > 0 mit

B(x,u) z allul;  Y(z,u) e M

1

Bla,u) = 5 (x(1>Tvx(1) + /0 2(t)TQ)x(t) + 22(t)TS()u(t) +u(t)TR(t)u(t)dt)

4Fiir p = 2 bedeutet dies, dafl % mindestens stetig ist.
SKoerzivitiit ist eine starke Form der hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung! Sie garantiert

zusitzlich zur lokalen Minimalitdt auch die lipschitzstetige Abhéingigkeit der Losung von Parametern.
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und

und

M = {(x,u) e Wh2([0,1],R™) x L*([0,1],R™) | # = Az + Bu, z(0) = 0} .

Es zeigt sich, dal die aus der Diskretisierung von Anfangswertproblemen bekannten
Ordnungsbedingungen fiir Runge-Kutta-Verfahren, vgl. Beispiel 5.1.9, im Kontext der
Optimalsteuerungsprobleme ihre Giiltigkeit verlieren. Vielmehr mufl das Runge-Kutta-
Verfahren die in Tabelle 6.1 angegebenen Bedingungen erfiillen, um die sogenannte Opti-
malsteuerungsordnung p zu besitzen. Diese Bedingungen stimmen bis zur Ordnung 2
mit den bekannten Bedingungen iiberein, danach kommen jedoch zusétzliche Bedingungen

hinzu.

Tabelle 6.1: Optimalsteuerungsordnungsbedingungen fiir Runge-Kutta-Verfahren bis zur
Ordnung 4 (hohere Ordnungen erfordern die Giiltigkeit aller Bedingungen niedrigerer
Ordnung)

Ordnung | Bedingungen (¢; = > aij, dj = > ba;j)
p=1|>b=1
p=2|>d = %
p=3| > cdi =,
p=4|> b = i,

Satz 6.5.3
Es gelten die Glattheitsbedingung, die Koerzivititsbedingung und b; > 0, i = 1,...,s fir
die Koeffizienten des Runge-Kutta-Verfahrens. Das Runge-Kutta-Verfahren sei von der
Optimalsteuerungsordnung p, vgl. Tabelle 6.1.
Dann existiert fiir alle hinreichend kleinen Schrittweiten h ein striktes lokales Minimum

des diskretisierten Optimalsteuerungsproblems.

Falls Ccl;;_llu von beschrinkter Variation ist, gilt

max {|[zx — ()|l + [[As = Al + [lu" (2r, Ak) — alti)[[} = O(h").

0<k<N
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Falls UZ;? Riemann-integrierbar ist, gilt

_ A _ * 5 — p—1
o2ax {flze — 2t + [|Ak = Al + " (e, ) — @t )|} = o(A").
Hierin bezeichnet u*(xy, A\) ein lokales Minimum der Hamiltonfunktion H(xy, u, \x) bzgl.

u.
IBERERY De: lange und komplizierte Beweis findet sich in Hager [Hag00]. O

Folgendes Beispiel zeigt, dafl die Bedingung b; > 0, 2+ = 1, ..., s wesentlich ist.
Beispiel 6.5.4 (Hager [Hag00], S. 272)
Betrachte

min % /0 w(t)? + 20(t)2dt  unter ab(t):%a:(t)Jru(t), 2(0) = 1.

Die optimale Lésung lautet

2 exp(3t) + exp(3)

2(exp(3t) — exp(3))
exp(3t/2)(2 + exp(3))’ |

i(t) = exp(3t/2)(2 + exp(3))

u(t) =

Wir betrachten das modifizierte Eulerverfahren

0 0 O
1/211/2 0
0 1
und das Verfahren von Heun
0] O 0
11 0
1/2 1/2
Fehler des Zustands x in der Norm || - || fir das Verfahren von Heun:
N Fehler in x |  Ordnung

10| 0.2960507253983891FE-02 -
20| 0.7225108094129906E-03 | 2.0347533
40| 0.1783364646560370E-03 | 2.0184174
80| 0.4342336372956644E-04 | 2.0380583
160 | 0.9861920395981549E-05 | 2.138531
320 | 0.2417855093361787TE-05 | 2.0281408
Das Verfahren von Heun konvergiert mit Ordnung 2.

Fehler des Zustands x in der Norm || - ||oo fiir das modifizierte Eulerverfahren:
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Es ist keine Konvergenz festzustellen. Die numerische Losung fiir N = 40 zeigt, dafS die

Steuerung u oszilliert stark, namlich zwischen 0 in t; + h/2 und ungefihr —1/(2h) in t;:

10

0

-10

-20

-30

-40

-50

-60 |

-70

-80 4

-90

Fehler des Zustands x in der Norm || - || fiir das modifizierte Eulerverfahren, wobei eine

N Fehler in x Ordnung
10| 0.4254224673693650E+00 -
20 | 0.4258159920666613E+00 | -0.0013339
40| 0.4260329453139864FE+00 | -0.0007349
80 | 0.4260267362368171E+00 | 0.0000210
160 | 0.4261445411996390E+00 | -0.0003989
320 | 0.4260148465889140E+00 | 0.0004391

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6

0.7

0.8 0.9

stiickweise konstante Steuerapprozimation verwendet wurde:

Bei stiickweise konstanter Approzimation der Steuerung konvergiert auch das modifizierte

N

Fehler in x

Ordnung

10
20
40
80

160

320

0.8358800781952942E-03
0.8930596513584515E-04
0.2273822819465199E-0
0.5366500129055929E-05
0.1250729642299220E-05
0.7884779272826492E-06

Fulerverfahren mit Ordnung 2.

1.9111501
1.973604 4
2.0830664
2.1012115
0.6656277
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6.6 Ein direktes Mehrfachschief3verfahren

In Anlehnung an das Mehrfachschieverfahren zur Lésung von Randwertproblemen dis-
kutieren wir nun ein direktes Mehrfachschieffverfahren, dessen Idee in Abbildung 6.1 dar-

gestellt ist. Hierbei arbeiten wir mit zwei Gittern:

e Zustandsgitter:
Gx I:{t0:T0<T1<...<TM:tf}

e Steuergitter:
Gu Z:{t0<t1 < ... <tN:tf}

Lapp mra(Ty) o
(Runge-Kutta) . v

U1

Uapp uN
(stiickweise linear,
B-Spline)
| | | | | |
| | 1 = + | | +
Steuergitter to ity =ty
Zustandsgitter T ey

Abbildung 6.1: Idee des direkten Mehrfachschiefiverfahrens: Approximation der Steuerung
auf einem feinen Steuergitter und stiickweise Integration des Zustands auf einem groben

Zustandsgitter.

6.6.1 Approximation der Steuerung

Die kontinuierliche Steuerung u € L*([to, ts],R™) wird durch eine endlichdimensionale
Parametrisierung uy, ersetzt, wobei h die Maschenweite des Steuergitters bezeichnet. Als
sehr niitzlich haben sich hierbei B-Splines erwiesen, die wie folgt definiert sind. Fiir
festes k € N sind die elementaren B-Splines Bf(-) der Ordnung k, i =1,..., N+k—1,

rekursiv definiert durch

Bl (t) L 1, falls ; <t < Tit1
' o 0, sonst ’
(6.24)
t—T; _ Tiok — 1 _
BFt) = ———BF)+ Bkl
( ) Tivk—1 — Tj ( ) Tivk — Tit1 i ( )
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wobei
to, falls 1 <1 <k,

Ti=9q tig, fallsk+1<i< N+k—-1,
ty, falls N+k<i<N+2k-—1.
Hilfsgitterpunkte des Hilfsgitters

Gr={n|i=1,...,N+2k—1} (6.25)

sind. Beachte, dafl die Konvention 0/0 = 0 verwendet wird, sobald Hilfsgitterpunkte in
(6.24) zusammenfallen.

Eigenschaften von B-Splines:

e Die Auswertung der Rekursion (6.24) ist gut konditioniert, vgl. cf. Deuflhard und
Hohmann [DH91].

k

e Die Elementaren B-Splines B}, ¢ = 1,..., N + k — 1 sind stiickweise Polynome vom

Hochstgrad k£ — 1. Sie sind eine Basis des Splineraums
{500 € 20t B [ 5O, € P (s tye]) B j =0, N -1}

e Fiir k > 2 gilt B¥(-) € C*2([to, ts],R). Fiir k > 3 gilt die Rekursion
d kE—1 kE—1
—Bi(t) = ————B'(t) - ———— B (t).
dt Titk—1 — Ti Titk — Titl
e Die elementaren B-Splines besitzen lokalen Support und es gilt
sz(t) { >0, fallste (Ti,TZ’Jrk),
= (0, sonst.

Am héaufigsten werden B-Splines der Ordnungen k£ = 1 oder k = 2 verwendet. Fiir k£ = 1
sind die elementaren B-Splines stiickweise konstante Funktionen. Fiir £ = 2 erhalten wir

stetige, stiickweise lineare Funktionen

t—T;
_ falls 7; <t < 7341,
Tit1 — Tit
2 T —
B} (t) = 2 falls Tit1 <t < Tigo,
Ti+2 — Tit+1
0, sonst.

In manchen Situationen mag es sinnvoll sein, eine stetig differenzierbare Funktion zu

betrachten:
¢ t—m; 2
(t—m) ’ falls t € |13, Tig1),
(Tigo — T ETiJrl — ;)
U —7)(Tit2 — 1 i3 — )~
. (t = 7)(Tir2 — 1) (Tivs =)t = Tis1) , falls t € [Tiy1, Tita),
Bi (t) _ (Tz‘+2 _ Tz‘)(Ti-i-? —2 Tz’+1) (Ti+3 — 7’,‘+1)(7‘z’+2 - 7'i+1)
Titg — 1
: falls t € |7y40, Tit3),
(Tivs = Tis1) (Tivs — Tige2) T
0, sonst.
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Abbildung 6.2 stellt B-Splines der Ordnungen k = 2, 3,4 dar.

Abbildung 6.2: B-Splines der Ordnung k& = 2 (links), £ = 3 (Mitte) und k& = 4 (rechts)
mit [to, 7] = [0,1] und N =5 auf einem &dquidistanten Gitter.

Durch Linearkombination der elementaren B-Splines erhalten wir diskretisierte Steue-

rungen der Form

N+k-1
w(t)= ) Bi(t) (6.26)
i=1
mit Koeffizienten
C .= (Cl, .. 7CN+k+1) c Rnu(NJrkfl).

Beachte, dafl u;, durch die endlich vielen Steuerparameter ¢ vollstindig festgelegt ist.

Dieser Abhéngigkeit tragen wir durch die Bezeichnung

up(t) = up(t;c) = up(t;ca, ..., CN4k—1)

Rechnung.

Die Koeffizienten ¢; heiflen de Boor-Punkte. In den Spezialfillen £ = 1 und k£ = 2
konnen die de Boor-Punkte ¢; als Funktionswerte ¢; = wy(t;) interpretiert werden. Wie
erwiahnt werden meistens k£ = 1 (stiickweise konstante Approximation) oder k = 2 (stetige,
stiickweise lineare Approximation) verwendet, vgl. von Stryk [vS94], Biiskens [Biis98] und
Biiskens und Gerdts [BGO0O].

B-Splines haben aus numerischer Sicht zwei wesentliche Vorteile:
e Approximationen mit beliebiger Glattheit sind leicht zu konstruieren.

e B-Splines besitzen einen lokalen Tréger, d.h. der de Boor-Punkt ¢; beeinflufit den
Funktionswert uy(t) nur im Intervall ¢ € [7;, 7;14]. Diese Eigenschaft fithrt zu einer
diinn besetzten Struktur des Gradienten der Zielfunktion und der Jacobimatrix der

Nebenbedingungen. Das Ausnutzen der Strukur fithrt zu einer Rechenzeitersparnis.
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Der zweite Vorteil entféllt bei einer kubischen Splineapproximation der Steuerung, wie
sie in Kraft [KES5] verwendet wird. Ahnlich verhilt es sich bei der Hermite-Interpolation
aus Barclay et al. [BGR97].

6.6.2 Approximation des Zustands

Wir beschreiben eine reduzierte Diskretisierung in Analogie zu (6.1.2). Die Steuerung u
wird im Differentialgleichungssystem durch die Steuerapproximation (6.26) ersetzt. In je-
dem Zustandsgitterintervall [T;, T;11],7 = 0, ..., M —1 wird ausgehend von Startschétzun-
gen X;,i=0,...,M —1 an den Zustandsgitterpunkten 7;, ¢ = 0,..., M — 1 das Anfangs-

wertproblem

l’(t) = f(t7x<t)7uh(t;c))v I<Tz> =X

mit einem KEinschrittverfahren gelost, wobei darauf zu achten ist, daf§ die Steuergitter-

punkte aus G, stets auch Gitterpunkte des Einschrittverfahrens sein sollen!

Die numerische Losung héngt von den de Boor-Punkten ¢ und den Startschatzungen X;,
1=20,...,M — 1 ab. Diese Werte fassen wir im Vektor

z = (XO, . ’XM*L C)T c anMJrnu(N%»kfl)

zusammen und bezeichnen die numerische Losung im Intervall [T}, T;, ] mit X'(¢; 2),
i=0,...,M — 1, vgl. auch (6.6). Dabei stellen wir uns X" stetig fortgesetzt vor, denn

urspriinglich liefert das Einschrittverfahren ja nur Werte an diskreten Zeitpunkten.

Durch Zusammensetzen der abschnittsweisen Losungen X erhalten wir die Approxima-

tion

X(t2) = X(t; 2), falls t € [T}, Tiy1), i =0,...,M — 1,
U XM Ty 2), falls t =ty

6.6.3 Reduziertes Mehrfachschieflverfahren

Einsetzen der so erhaltenen Steuer- und Zustandsapproximationen in das Optimalsteue-

rungsproblem fiihrt auf ein endlichdimensionales Optimierungsproblem.
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Problem 6.6.1 (Reduziertes Mehrfachschieverfahren)
Finde z = (Xo, ..., Xy_1,¢)" € RraMinulNTh=1) s daf die Zielfunktion

p(Xo, X(Thr; 2))
minimal wird unter Beachtung der Randbedingungen

Y(Xo, X(Tar;2)) = Opyy,
den gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen
c(ts, X (t5; 2), up(ts; ¢)) < 0, i=0,1,...,N,
den reinen Zustandsbeschrinkungen
s(ti, X(ti;2),up(ti; ) < Op,, i=0,1,..., N,
den Boxschranken
Umin < Up(ti;¢) < Uma, 1=0,1,...,N.

und den Stetigkeitsbedingungen an den Mehrzielknoten T;:

XY Tiy1;2) — X =0,,, i=0,...

Dieses nichtlineare Optimierungsproblem kann wieder mit einem SQP-Verfahren gelost
werden. Die benétigten Gradienten und Jacobimatrizen konnen wieder iiber eine Sensiti-
vitdtsanalyse bestimmt werden.

Bemerkung 6.6.2

e Natiirlich kann auch fir jede Komponente der Steuerung ein individueller B-Spline

mit individueller Ordnung verwendet werden.

e In diesem Ansatz haben wir uns zuerst fir eine Parametrisierung der Steuerung
entschieden und erst dann die Differentialgleichung mit dieser Steuerapproximation

diskretisiert.

Es ist auch der umgekehrte Weg denkbar: Wihle zuerst ein Diskretisierungsschema
fir die Differentialgleichung (z.B. ein Runge-Kutta-Verfahren) und fasse die dar-

in bendtigten Funktionswerte von w als Optimierungsvariablen auf. Beispiel: Das
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modifizierte Eulerverfahren
0 0 0
1/2]1/2 0
0 1

bendtigt Werte der Steuerung in t; und t;+h/2. Anstatt sich von vornherein auf eine
stiickweise konstante Steuerung festzulegen, kénnte es vorteilhaft sein, sich nicht
festzulegen, und u; und w;yy /2 als Optimierungsvariable zu betrachten. Aber Achtung:

Beim modifizierten Eulerverfahren geht diese Strategie mitunter schief!

6.7 Gitterverfeinerung

Bisher haben wir nur feste Gitter behandelt. Um genauere approximative Losungen zu be-
kommen, ist es i.a. notwendig, das Gitter weiter zu verfeinern. Dies kann auf verschiedene
Arten erfolgen. Die einfachste Methode ist, die Schrittweite zu halbieren. Jedoch verdop-
pelt sich damit die Anzahl der Optimierungsvariablen (und evtl. der Nebenbedingungen)
und der Aufwand zur Losung wird grofl. Besser ist es daher, nur an solchen Stellen Gitter-
punkte einzufiigen, an denen es nétig ist, um eine gewisse Genauigkeit zu erreichen. Dies
erfordert jedoch ein Maf fiir den Diskretisierungsfehler, wobei hier eigentlich der Diskre-
tisierungsfehler des Optimalsteuerungsproblems und nicht nur der Diskretisierungsfehler
des Einschrittverfahrens gemeint ist. Da der Diskretisierungsfehler des Optimalsteuerungs-
problems nur schwer abzuschétzen ist, weichen wir stattdessen doch auf den Diskretisie-

rungsfehler des Einschrittverfahrens aus, in der Hoffnung, dafl beide Fehler korreliert sind.

Voraussetzungen:

e Wir verwenden ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p zur Diskretisierung der
Differentialgleichungen im Optimalsteuerungsproblem. Zusétzlich haben wir ein zwei-
tes Verfahren der Ordnung p+1 zur Verfiigung (optimal ist ein eingebettetes Runge-
Kutta-Verfahren).

e Auf dem Gitter
GZ:{t0<t1<...<tN:tf}

liegt eine numerische Losung x;, ¢ = 0,..., N des Zustands des diskretisierten Op-

timalsteuerungsproblems vor.

In Abschnitt 5.1.4 {iber Schrittweitensteuerung haben wir bereits gesehen, wie mit Hil-
fe von zwei Runge-Kutta-Verfahren benachbarter Ordnung der lokale Fehler geschétzt

werden konnte. Ausgehend von 7(t) = x = 7(t) zeigten wir, daf

err := ||n(t +h) —n(t + h)|
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eine Approximation des lokalen Fehlers ist. Hierin bezeichnet n(t + h) die Losung eines
Schritts des Runge-Kutta-Verfahrens der Ordnung p und 7(t + h) die des Runge-Kutta-
Verfahrens der Ordnung p + 1.

Damit konnen wir fiir die bestehende Losung z;, i = 0,..., N in jedem Gitterintervall
[tiytit1], 4 =0,..., N —1 den lokalen Fehler schétzen:

err; = H.Ti+1—772'+1”, i:O,...,N—l,

wobei 41 = x; + (tig1 — 6)P(ti, i tigr — ), i =0,..., N — 1 gilt.

Mogliche Ziele:

e Gleichverteilung der lokalen Fehler:

max err;
i=0,...,N— .
- —  min
min err;
i=0,...,N—

max err; — Imin
1

Die folgende Heuristik versucht, den maximalen Fehler zu minimieren.

Algorithmus: Gitterverfeinerung

(0) Gegeben seien tol > 0, hy;, > 0 und ein Startgitter G = {tp <t; < ... <ty =t}
mit N € N.

(1) Lose das diskretisierte Optimalsteuerungsproblem auf dem Gitter G und berechne
die lokalen Fehler err;, : =0,..., N — 1.

(2) Falls max L ©IT < tol, STOP (der Diskretisierungsfehler ist innerhalb der Tole-

i=0,...,.N

ranz,).

(3) Fr¢ =0,..., N —1 fiige in jedem Intervall [t;, t; 1] mit err; > tol und |t;11 —t;| >

hmin den Gitterpunkt % in G ein.

(4) N sei die Anzahl der Intervalle des neuen Gitters. Gehe zu (1).

Zusatzlich Modifikation:

Ergénzung von Gitterpunkten in der Ndhe der numerischen Auf- und Absprungpunkte

von Steuer- oder Zustandsbeschrinkungen, da dort der grofite Fehler zu erwarten ist, vgl.
Abbildung 6.3.
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\J

Abbildung 6.3: Lokale Gitterverfeinerung: Fiige zusétzliche Gitterpunkte (blau) in der
Néhe von (aktuellen) Auf- und Absprungpunkten (rot) von Steuer- oder Zustandsbe-

schréankungen ein.
Bemerkung 6.7.1

e DBelts und Huffman [BHI8] beschreiben eine Verallgemeinerung des hier beschriebe-
nen Ansatzes zur Gitterverfeinerung, das ebenfalls auf einer Schitzung des lokalen
Fehlers des verwendeten Finschrittverfahrens basiert und auch mehrere Gitterpunkte

pro Verfeinerungsschritt pro Intervall einfiigen kann.

o Weitere Betrachtungen zur Behandlung von Zustands- und Steuerbeschrinkungen
finden sich in Betts und Huffman [BHI8] und Biiskens [Biis98].

e FEine alternative Gitterverfeinerungsstrategie wird von Laurent-Varin et al. [LVBBY04]
fiir unbeschrdankte Optimalsteuerungsprobleme vorgeschlagen. Hier werden die not-
wendigen Bedingungen aus dem Minimumprinzip mit einem Runge-Kutta- Verfahren
diskretisiert und anschlieffend mit einem Newtonverfahren geldst. Das Newtonver-
fahren erlaubt es, den Fehler zur exakten Lésung numerisch zu schitzen. In diesem
Ansatz wird also der Fehler in den notwendigen Bedingungen geschdtzt und auf die-
ser Basis ein neues Gitter bestimmt, so dafl der Fehler abnimmt. Insbesondere wird
also auch die Adjungierte bei der Fehlerschdtzung bericksichtigt. Um die optimale
Anzahl neuer Gitterpunkte zu bestimmen, muf ein ganzzahliges Optimierungspro-

blem geldst werden.
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Kapitel 7

Bellman’sches Optimalititsprinzip und

Hamilton-Jacobi-Bellman-(Gleichung

7.1 Dynamische Programmierung fiir diskrete Optimalsteuerungs-

probleme

Eines der ersten Verfahren zur Losung von (diskreten) Optimalsteuerungsproblemen ist
die Methode der dynamischen Programmierung, die auf dem Optimalitatsprinzip von Ri-
chard Bellman beruht. Sie ist sehr universell anwendbar, leidet aber unter dem ,,curse of
dimensions“ (Fluch der Dimensionen), da die resultierenden Gleichungen nur mit sehr viel
Rechenleistung und enormem Speicheraufwand zu bewéltigen sind. Aus praktischer Sicht
bleibt die Methode daher auf niedrigdimensionale Problemstellungen oder sehr spezielle
Aufgaben beschriankt. Fiir eine detaillierte Diskussion verweisen wir auf die Monogra-
fien [Bel57], [BD71], [BG93], [NM02]. Viele Anwendungen und Beispiele finden sich in
Winston [Win04].

Sei

G:={t;|j=0,1,...,N}

ein Gitter mit N + 1 festen Zeitpunkten
to <t <...<tpn.
Die Aufgabe besteht darin, eine Zustandsgitterfunktion
z:G— IR"™, t; — x(t)),
und eine Steuergitterfunktion
u:G— IR™, t; — u(t)),

zu finden, so dafl die Zielfunktion

mit

fo:GxR"™ xR™ — R
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minimiert wird unter den dynamischen Gleichungen

x(tiy) = ftj,z(t;),ut;), 7=0,1,...,N—1,
mit
f:GxR"™ x R"™ — R".
Zusétzlich miissen die Zustandsbeschrinkungen
x(t;) € X(t)), j=0,1,..., N,
mit nichtleeren Mengen X (¢;) C IR" und die Steuerbeschrinkungen
u(t;) € U(t;, x(t;)), j=0,1,...,N,

mit nichtleeren Mengen U(t;,z) C R™ fir x(t;) € X(¢;) und j =0,1,..., N erfiillt sein.
Insgesamt erhalten wir das folgende diskrete Optimalsteuerungsproblem, welches auch als
Diskretisierung des (kontinuierlichen) Optimalsteuerungsproblems 4.0.8 gedeutet werden

kann:

Problem 7.1.1 (Diskretes Optimalsteuerungsproblem)

Minimaiere
N

F(z,u) = Z Jo(ts, x(t;), u(t;)),

J=0

bzgl. der Gitterfunktionen x : G — R™ und u : G — R™ unter den Nebenbedingungen
x(t]"rl) - f(t]7x(t])7u(tj>>7 j:0717"‘)N_17

I(tj> € X(tj), j:O,l,...,N,
u(t;) € Ul z(t))), j=0,1,...,N.

Bemerkung 7.1.2
Oft werden die Mengen X (t;) durch Ungleichungen und Gleichungen beschrieben:

X(t;) ={z € R™ | g(t;,z) <0, h(t;,z) = 0}.
Entsprechend sind die Mengen U (t;, x) hdiufig durch
Uty z) = {u € R™ | §t;,z,u) <0, h(t;,z,u) = 0}
gegeben. Als wichtiger Spezialfall seien Boxschranken erwdhnt:
u(t;) € {fv=(vi,...,0n,) €ER™ |a; <v; <bj, j=1,...,n,}.
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Typische Beispiele sind Lagerhaltungsprobleme (vgl. Ubung 1, Aufgabe 1) und diskreti-

sierte Optimalsteuerungsprobleme 4.0.8.

7.1.1 Das Optimalitiats-Prinzip von Bellman

Seity, € {to,t1,...,tn} ein fester Zeitpunkt, Gy :={t; | j = k,k+1,..., N} und Z € X (t)
ein zuldssiger Zustand. Betrachte die folgende Schar von diskreten Optimalsteuerungspro-

blemen:

Problem 7.1.3 (Diskretes Optimalsteuerungsproblem P(tx, 1))
Minimiere

Zfo(tmx(tj)au(tj))

beziiglich der Gitterfunktionen x : Gy — R™ und u : Gy — R™ unter den Nebenbedin-

gungen

= f(tj,:v(tj),u(tj)), j:k,]_,...7N—1,

X(t;), =k k+1,...,N,
U(tj,l‘(tj)), j:k?,k?—f—l,,N

8
—~
~
. . B
S~— S~— S~— S~—
Il
=

m m

Definition 7.1.4 (Optimale Wertefunktion)
Sei t, € G. Fir & € X(tx) bezeichne V (tx,2) den optimalen Zielfunktionswert des Pro-
blems P(ty,z). Fir & & X(ty) setzen wir V(t, ) = 0.

Die Funktion V : G x R™ — R, (tx,z) — V(tx, &) heifft optimale Wertefunktion des

diskreten Optimalsteuerungsproblems.

Es gilt das berithmte
Satz 7.1.5 (Optimalititsprinzip von Bellman)

Seien Z(-) und u(-) eine optimale Lésung von Problem 7.1.1. Dann sind Z|g, und g,
optimal fiir P(tg, T(tx)).

BB Angenommen, &g, und dlg, sind nicht optimal fiir P(ty, #(t)). Dann existie-
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ren zuldssige Trajektorien z : Gy — R™ und @ : Gy, — R™ fiir P(ty, £(tx)) mit

D folty #(ty),a(t)) < D folty, (k). alt;)
=k =k

und Z(tx) = Z(t). Daher sind die Trajektorien z : G — R"™ und u : G — R™ mit

2
z(t;) = {~
Z(
(t;), firj=0,1,... k-1,

) a(t;
U\T; =
! a(t;), firj=4kk+1,...,N,

), firj=0,1,...,k—1,
i), firj=kk+1,... N,
)

zuléssig fiir Problem 7.1.1 und sie erfiillen

k-1 N N
D folty wty) aty) + Y folty, 2(ty), i) < > folty, & (t;), i(t;))
=0 =k =0

Dies widerspricht der Optimalitdt von Z(-) und a(-). O

Das Optimalitéatsprinzip besagt: Die Entscheidungen in den Zeitperioden k, k+1,..., N
von Problem 7.1.1 bei gegebenem Zustand zj; sind unabhéngig von den Entscheidungen

in den Zeitperioden to,tq,...,tx_1, vgl. Abbildung 7.1.

\j

Lo 17 tn

Abbildung 7.1: Bellman’s Optimalitéitsprinzip: Resttrajektorien von optimalen Trajekto-

rien bleiben optimal.

Fiir die Giiltigkeit des Optimalitdtsprinzips ist es wesentlich, daf§ das diskrete Optimal-
steuerungsproblem in Stufen unterteilt werden kann, d.h. der Zustand « in ¢;,; hingt nur
von den Werten von o und u am vorherigen Zeitpunkt ¢; ab und beispielsweise nicht von
den Werten in ¢y und . Entsprechend ist die Zielfunktion separabel und die Nebenbedin-
gungen schrénken x und u nur in ¢; ein. Diese Eigenschaften erlauben es, ein stufenweises

Optimierungsverfahren anzuwenden.
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7.1.2 Methode der Dynamischen Programmierung

Das Optimalitédtsprinzip von Bellman erlaubt es, eine Rekursionsformel fiir die optimale
Wertefunktion herzuleiten. Im folgenden verwenden wir die Konvention fy(¢;, z,u) = oo,
falls x & X (¢;) gilt.

y

Abbildung 7.2: Bellman’s Methode der dynamischen Programmierung: Rekursion der op-

timalen Wertefunktion.

Wir nutzen die Tatsache aus, dafl die optimale Wertefunktion fiir P(ty,z)) gegeben ist
durch

Vity,z) = min  fo(ty,z, u). (7.1)

u€el (tn,x)

Angenommen, wir wiiiten die optimale Wertefunktion V'(¢;1,, x) fiir irgendein x € IR™".

Aus dem Optimalitédtsprinzip erhalten wir

V(tj,z) = min ){fo(tj,x,u) +V(tj, f(tj,z,u)}, j=0,1,...,N—1 (7.2)

u€elU (t;,x

Gleichungen (7.1) und (7.2) erlauben es uns, die optimale Wertefunktion riickwérts in
der Zeit beginnend zum Zeitpunkt ¢y zu berechnen. Der optimale Anfangswert () von

Problem 7.1.1 ist dann gegeben durch

z(ty) = arg xél)l(i(lgo) V(to, ). (7.3)

Gleichungen (7.1)-(7.3) sind die Basis der folgenden Algorithmen, die sich nur durch einen

unterschiedlichen Speicherbedarf unterscheiden:
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Bellman’s Methode der Dynamischen Programmierung I :

(i) Riickwirtsrechnung

1. Sei V(tn,z) gegeben durch (7.1).

2. Fir j =N —1,...,0: Berechne V (t;,x) wie in (7.2).
(ii) Vorwértsrechnung

1. Sei 2(ty) gegeben durch (7.3).

2. Fir j=0,1,..., N — 1: Bestimme

a(t;) = arg  min ), oty 2(t;), u) + V(i f(t5, 2(t5),u)) }

wel (t5,(t;

und setze f%(tj—i-l) = f(tj7 Li’(t]), ﬂ(tj))
3. Bestimme u(ty) = arg minyey(y,a(tn)) Jo(tn, T(tn), u).

Bellman’s Methode der Dynamischen Programmierung II :

(i) Riickwirtsrechnung
1. Sei V(tn,z) gegeben durch (7.1) und u*(ty,x) die entsprechende optimale

Steuerung.
2. Fir j =N —1,...,0: Berechne V(¢;,x) wie in (7.2).
Sei u*(t;, x) die optimale Steuerung in ¢; im Zustand = (Feedback-Steuerung!).

(ii) Vorwértsrechnung

1. Sei z(to) gegeben durch (7.3).
2. Fir j =0,1,..., N — 1: Bestimme u(t;) = u*(¢;, 2(¢;)) und

<
SN—
>
—~
~
<.
SN—
SN—

E(tj) = f(t5,2(2

3. Bestimme u(ty) = u*(ty, Z(ty)).

Bemerkung 7.1.6
Beide Versionen liefern eine optimale Losung des diskreten Optimalsteuerungsproblems 7.1.1.

Version 11 ist fiir Rechnungen per Hand geeigneter, da sie eine optimale Feedback-Steuerung
u* als Funktion von Zeit und Zustand liefert (— geeignet fiir Regelung!) . Version I ist
geeignet fiir Implementierungen auf dem Computer, da die Feedback-Steuerung u* nicht
fiir jedes t; und x gespeichert werden mufs und sie so weniger speicheraufwindig ist. Al-

lerdings bekommt man auch nur die optimalen Trajektorien fir x und u als Funktion der
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Zeit (open-loop Steuerung).

Beispiel 7.1.7

Lose das folgende Problem mit der Methode der dynamischen Programmierung:

Minimiere — Z_ (1 —u(y))x())
5.t 2(j+1) = 2()(0.9406u(j)), j=01,...,N—1
z(0) = k>0,

0<u(j)<1, j=0,1,....N—1

mit k> 0,¢>0,b=0.6 und N =5.

Da k > 0 und u(j) > 0 gelten, folgt z(j) > 0 fir alle j. Im folgenden verwenden wir die
Abkiirzung x; = x(j).

Die Rekursionen (7.1) und (7.2) fir N =5 lauten V(5,x5) = 0 und

V(]a xj) =

0?121{_6%(1 —uj)+V(+1,2;09406u;))}, 0<j<N-1.
<u;<

Auswertung der Rekursion unter Beachtung von ¢ > 0,x; > 0 liefert

V(4,4) = 0?121{_&;4(1 —ug) + V(5,24(0.9 + 0.6uq) } = —cay, uy =0,
<ug< ~ ~ “
=0

V(3,z3) = 021321{_%3(1 —uz) + V (4, (23(0.9 + 0.6usz))}

= Ogirél{—cxg(l —uz) — cx3(0.9 + 0.6u3)}

= cr3 Oggrél{—l.Q + 0.4uz} = —1.9cxs, i3 =0,
V(2,z9) = 02121{_%2(1 —ug) + V(3,22(0.9 + 0.6usz) }

= Ogi;%l{—cw(l — uy) — 1.9¢x2(0.9 4 0.6uz)}

= T 0;21221{—2.71 — 0.14uy } = —2.85¢x, Uy = 1,
V(l,21) = 02121{_6331(1 —uy)+ V(2,21(0.94 0.6uy)}

= 031121{_“1(1 —uy) — 2.85¢x1(0.9 4 0.6uy)}

= cr; min {—3.565 — 0.71u; } = —4.275¢cxy, =1,

0<ur<1

V(0,29) = 02%)21{_%0(1 —up) + V(1,20(0.9 + 0.6ug) }

= min {—cxo(l —ug) — 4.275¢x((0.9 + 0.6u0) }

0<up<1

= cxo min {—4.8475 — 1.565u,} = —6.4125czo, o = 1,
0<up<1

Die optimale Steuerung lautet iy = U1 = Uy = 1,u3 = u4 = 0. Vorwdrtsrechnung liefert
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To =k, 21 =15 -k, 29 =225 -k, 23 = 3.375 -k, 24 = 3.0375 - k, 25 = 2.73375 - k. Der

optimale Funktionswert lautet —cis — ¢ty = —c(T3 + T4) = —6.4125 - ¢ - k.

7.1.3 Implementierung

Wir diskutieren eine Implementierung fiir das spezielle Problem

N
Minimiere Z fo(tj, z;,u;)
=0
t .
unter Tjy1 = f(tj,.l’j,lbj) s ¥ :0,...,N—1,
To = Ta,
T € [xlvxu]a j:17"'7N7
U S [ul(tj,xj),uu(tj,:vj)] N j :0,...,N

Das Intervall [x;, x,] sei unterteilt in M &quidistante Teilintervalle der Lange h = (z, —
i l) / M:

X bezeichnet den zuléssigen Bereich fiir den Zustand. Entsprechend wird der Steuerbe-
reich [u(t;, x;), uy(tj, z;)] in M; dquidistante Teilintervalle der Lénge h; = (u,(t;, ;) —
w(tj, z;))/M; unterteilt:

U(tj,xj):{ul(tj,xj)+i-hj|i=0,...,Mj}, ]:O,7N

U(t;,x;) bezeichnet den Steuerbereich in Schritt j.
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Algorithmus: Bellman’s Methode der Dynamischen Programmierung

(i) Riickwirtsrechnung

1. Fir alle z € Y seil

Vtn,x) = ueg&rvl ) foltn, z, u).

2. Fir j=N —1,...,0: Fiir alle z € X bestimme

Vi(tj,z) = min {folt;,x,u) + V(tj, f(tj,z,u)}.  (7.4)

ueU(t;,z)f(tj,2u)€lwy,wu]

(ii) Vorwirtsrechnung

1. Sei 52'1 = Tq-
2. Fir 5 =0,1,..., N — 1: Bestimme

aj = arg min {fg(tj, ij, U) + V(tj—i-l; f(tjv jj7 u))} (7'5)

wEU (t,&5)f (tj,4;,u)€[wy, o]

und setze 2,1, = f(tj, Ty, @j)'

3. Bestimme iy = argmin,cp(ty,zx) fo(tn, Tn, w).

Bemerkung 7.1.8
Bei der Auswertung von (7.4) und (7.5) werden die Werte V(tj11,xj41) mit x4 =
f(tj,x,u) € [x,2,] bendtigt. Es kann passieren, daff xjyq kein Gitterpunkt in Y ist,
sodaf T :=x;+i-h<zjy <z +(i+1)-h =2+ h fir einen Index i gilt. In diesem
Fall wird der Wert der optimalen Wertefunktion in xj11 durch lineare Interpolation der
Werte V (tj41,%) und V(tj11,% + h) bestimmi:

Tjt1 —

Vit wj1) = V(tj,7) + A

(V(tj41,Z2 +h) = V(tj4,2)) .

Bemerkung 7.1.9

Der Hauptnachteil der Dynamischen Programmierung ist der sogenannte ,curse of dimen-
sions“. Wie Formel (7.4) zeigt, miissen die Werte V (t;,x) fir alle j = N,N—1,...,0 und
alle x € X berechnet und gespeichert werden. Abhdingig von N kann dies einen enormen
Aufwand bedeuten. Im schlimmsten Fall muf jede diskrete Trajektorie ausgehend von x,
untersucht werden. Allerdings funktioniert die Methode fiir spezielle Probleme (z.B. Zu-
weisungsprobleme, Rucksackpackprobleme, Lagerhaltungsprobleme mit ganzzahligen Da-
ten) sehr gut.
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7.2 Optimalsteuerungsprobleme und Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung

Wir betrachten Optimalsteuerungsprobleme ohne gemischte Steuer- und Zustandsbe-
schrankungen und ohne reine Zustandsbeschréankungen mit Start im Zeitpunkt ¢, € [to, /]

und im Zustand z, € R"=:

Problem 7.2.1 (Optimalsteuerungsproblem P(t,,z,))
Finde einen Zustand x € W ([t,, t¢], R™) und eine Steuerung u € L= ([t.,ts],R™), so
dafs die Zielfunktion

ty
Fluitn) = pla(ts)) + [ flt,alt), u(t)d (7.6)
tx
manimal wird unter Beachtung der Differentialgleichung
w(t) = f(t,2(t),ut)) [ in [t tg], (7.7)
den Anfangsbedingungen
x(te) = T (7.8)
und den Mengenbeschrinkungen
u(t) e [ in [t ty). (7.9)

Definition 7.2.2 (Optimale Wertefunktion)
Fir (t.,x.) € [to, tf] x R" ist die optimale Wertefunktion definiert als

Vte,e) = inf  F(u;t,, x,).

w:lts,t ] —=U
U [te,ty] — U heifit optimal fiir P(t,, x.), wenn V(t., x.) = F(u;t., z.) gilt.

Im kontinuierlichen Fall gilt eine zum diskreten Fall analoge Bellman’sche Rekursionsglei-

chung:

Satz 7.2.3 (Bellman’sches Optimalitéitsprinzip)
Fir die optimale Wertefunktion gilt fir alle (t.,x.) € [to,tf] x R" die Beziehung

Vit z) = inf (/ Fol 2(r), u(r))dr + Vs, (s ))) Vs € [t t)),

w:[tx,s]—U
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wobei x hierin durch &(1) = f(7,2(7),u(r)), x(t.) = x. festgelegt ist und V (t;, x,) =

p(z.) gilt.
Ist 4 optimal, so gilt

Vit z,) = /fo W)dr +V(s,i(s),  Vs€ltnty),  (7.10)

wobei T den zur Steuerung u gehorenden Zustand bezeichnet.

BB Vi zeigen zuniichst ,<“: Sei s € [t,,t;), u : [to, ] — U und @ : [s,t;) — U
beliebig. Definiere
a(r) = { u(r), falls 7 € [ts,s),

u(r), falls € [s, tf).
Offenbar ist u(7) € U fir alle 7 € [t,, tf). Die zugehorige Losung  von @(1) = f(7, z(7), u(7)),
x(t.) = x, erfiillt

z(r), falls 7€ [s,ty).

() = { x(7), falls T € [ts,s),
Per Definition gilt
V (ts, ) / fo(r,2(7),a(r))dr + ©(Z(ts)) / fo(r,z(7),u(r))dr + F(u; s, z(s)).

Ubergang zum Infimum iiber alle @ : [s,tf] — U und alle u : [t.,t7] — U liefert

V(te,z,) < inf (/ fo(r, x( (1))dT + V (s, x(s ))) . (7.11)
w:ltx,t ] —U
Sei nun € > 0 beliebig und w : [t,tf] — U mit F(u;t.,z.) < V(t., x.) + . Dann folgt

V(t, )+ > F(ujte, xs) / fo(ryx(7),u(r))dr + F(u; s, z(s))

> /f u(r))dr + V(s,2(s))

(7.11)
> Vit ).
Fiir optimales @ gilt obige Ungleichung mit ¢ = 0. g

Mit Hilfe der Bellman’schen Rekursionsgleichung 148t sich eine partielle Differentialglei-

chung fiir die Wertefunktion herleiten.

Satz 7.2.4 (Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung)
Es sei 4 optimale Steuerung. Ist die optimale Wertefunktion differenzierbar in (t,z) €

[to,tf) X R™ und ist @ stetig in t, so gilt mit der Hamiltonfunktion H:

ov oV B
E(t,x) +H (t, x,u(t), %(t, :E)) =0.
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R A us (7.10) folgt

-, h)) — -, 1 t+h
V(t+h,x(t~|—h)) VIt &(t) _ __/ fo(r (7). a(r))dr
Grenziibergang h — 0 liefert die Behauptung. O

Die Losbarkeit der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung ist sogar hinreichend:

Satz 7.2.5 (Hinreichende Optimalitidtsbedingung)
Seit W : [to, tf] x R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion mit

Wity z) = (), Vo € R",

oW . oW §
W(t,x) + 111’61157'( (t,a:,u, %@,iﬂ)) = 0, V(t, .1') € [to,tf) x R™,
Dann gilt

W(t,z) < V(t,x) V(t,x) € [to, ty) x R™.

Ist zusdtzlich u eine Steuerung die das Infimum fir fast alle t € [to, t¢] annimmt, so ist G
optimale Steuerung fir P(t,z) und W(t,z) =V (t,x).

IBEREE Scicn (¢, ) € [to,t;) x R™ und u : [t,t7] — U beliebig. Dann gilt
F(ujt,z) = / fo(m,z(7), u(r))dr + @(x(ty))
= / fo(r, z(7),u(r))dr + W(t,z) + \/t d—W(T x(7))dr

J/

W (bt )~ W () = (L))~ W (1,2)
- / folr,o(r),ulr))dr + W (t,2)
ow ow
o[ {Wm(m + S (el (ra(r),u(r) | dr
> W(t, x).

Ubergang zum Infimum iiber alle u liefert V (¢, z) > W (t,z). Ist @ derart, daB es das Infi-
mum der Hamiltonfunktion bzgl. u liefert, so folgt analog V' (¢, z) = F(u;t,z) = W(t,z) <
V(t,x) und @ ist optimal. O

Mit Hilfe der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung kénnen Feedback-Steuerungen berech-

net werden:

Konstruktion optimaler Feedbacksteuerungen:
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e Bestimme u*(¢, 2, \) aus dem (globalen) Minimumprinzip:

u*(t,z, \) = arg mibrll H(t,x,u, N).
ue

e Lose (falls moglich) die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

e Berechne den optimalen Zustand z als Losung von

$(t) = f(tv l’(lf), u*<t? l’(lf), W;(t, l‘(t)))), $(t0) = Zo
und die optimale Steuerung @ aus

a(t) = u*(t, 2(t), Wi(t, 2(t))).

T

Bemerkung 7.2.6

o Leider ist die Wertefunktion hdufig nicht differenzierbar. Insbesondere in Anwesen-
heit von Steuer- und Zustandsbeschrdinkungen treten in der Regel Nichtdifferenzier-
barkeitsstellen oder sogar Unstetigkeiten auf. Ist man in der Lage, diese Kurven bzw.
Fldchen zu lokalisieren, so kann die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung zumindest
abschnittsweise gelost werden. Fine Ausnahme sind konveze linear-quadratische Op-

timalsteuerungsprobleme, fiir die die Wertefunktion differenzierbar ist.

e Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung kann meist nur fir geringe Zustandsdi-
mensionen numerisch gelost werden, da der Aufwand zur Lésung der partiellen

Differentialgleichung immens ist.

o Mit M(t) := 9X(t,2(t)) kann die Adjungierte X als Sensitivitit der optimalen Werte-
funktion bzgl. & interpretiert werden. In den Wirtschaftswissenschaften heifst X auch

Schattenpreis.
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Ausblick

Was wir nicht diskutiert haben:

Optimale Steuerung in Echtzeit

Optimale Steuerung von differential-algebraischen Gleichungen
Optimale Steuerung von partiellen Differentialgleichungen
stochastische Optimalsteuerungsprobleme

Optimale Steuerung iiber SQP-Verfahren im Funktionenraum

Software im Netz:

SciLAB: A Free Scientific Software Package; http://www.scilab.org

GNU OcTAVE: A high-level language, primarily intended for numerical computa-

tions; http://www.octave.org/octave.html

GAMS: Guide to Available Mathematical Software; http://gams.nist.gov/

NETLIB: collection of mathematical software, papers, and databases; http://www.netlib.org/
Decision Tree for Optimization Software; http://plato.la.asu.edu/guide.html

NEOS GUIDE: www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide

COPS: Large-Scale Optimization Problems; http: //www-unix.mcs.anl.gov/~more/cops/
GALIB: set of C++ genetic algorithm objects; http://lancet.mit.edu/ga/

Testprobleme: http://www.princeton.edu/~rvdb/ampl/nlmodels/

Spezielle SQP Verfahren:
— NPSOL (NAG-Routine E04UCF), voll besetzte Probleme, P. Gill et al., Uni-

versity of California, San Diego
— SNOPT (NAG-Routine ), diinn besetzte Probleme, P. Gill et al., University

of California, San Diego
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— NLPQP, voll besetzte Probleme, K. Schittkowsi, Universitat Bayreuth

e Verfahren zur Losung von Randwertaufgaben:

— BOUNDSCO, H. J. Oberle, Universitdt Hamburg, http://www.math.uni-
hamburg.de/home/oberle/software.html
— MUMUS, R. Bulirsch, P. Hiltmann, Technische Universitiat Miinchen

e Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen:

— OCODE - Optimal Control of ODE’s, M. Gerdts, Universitdt Hamburg

— NUDOCCCS, C. Biiskens, Universitit Bremen

— SOCS, J. Betts, The Boeing Company, Seattle

— DIRCOL, O. von Stryk, Technische Universitit Darmstadt

— MUSCOD, Arbeitsgruppe H. G. Bock, Interdisziplindres Zentrum fiir Wis-
senschaftliches Rechnen, Universitiat Heidelberg

— DIRMUS, H. Hinsberger, Technische Universitéit Clausthal

— TOMP, D. Kraft, http://gams.nist.gov /serve.cgi/Module/TOMS/733/13007/

— COOPT, L. R. Petzold, R. Serban, University of California, Santa Barbara
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Kapitel A

Beweis der Fritz-John-Bedingungen fiir infinite

Optimierungsprobleme

Lemma 1.0.7
Seien X,Y Banachrdiume. Sei T : X — Y x R" definiert durch T'(x) = (T1(x), To(z)),
wober Ty : X — Y linear, stetig und surjektiv und Ty : X — R™ linear und stetig seien.
Dann ist im(T) = T'(X) abgeschlossen in' Y x R".

BB (vl Ljusternik und Sobolev [LS76]), Lempio [Lem72))

Angenommen, im(7") sei nicht abgeschlossen. Dann gibt es eine Folge (y;, z;) € im(7T") mit
lim; oo (Yi, 2i) = (Y0, 20) & im(T'). Dann gibt es eine (algebraische) Hyperebene, die im(7T')
aber nicht (yo, zp) enthélt. Also gibt es ein lineares Funktional [, € Y’ und ein stetiges
lineares Funktional I, € (R™)*, nicht beide Null, mit

ly(T1(z)) + L.(Tx(x)) = 0, (v€X)
ly(yo) +1.(20) # O.

Beachte, daf [, nicht stetig sein mufl. Tatséchlich werden wir zeigen, daf [, stetig ist.
Dazu sei 1; € Y eine beliebige gegen Null konvergente Folge. Leider kann das Urbild
von 7n; unter der Abbildung 77 viele Elemente enthalten. Um dieses Problem zu umgehen
betrachten wir den Quotientenraum X /ker(7}) dessen Elemente [z] fiir € X durch [z] :=
& + ker(77) definiert sind. Der Raum X /ker(77) versehen mit der Norm ||[2]| x/ker(ry) :=
inf{||ly —z||x | y € ker(7})} ist ein Banachraum. Beachte, daf ker(7}) ein abgeschlossener
Teilraum von X ist.

Wenn wir 77 als Abbildung vom Quotientenraum X /ker(77) auf Y betrachten, so ist der
Inverse Operator dieser Abbildung stetig, weil T} surjektiv ist und X und Y Banachrédume
sind. Also gibt es zu jedem 7; € Y ein Element W; aus X /ker(T7). Da der inverse Operator
stetig und 7; eine Nullfolge ist, konvergiert die Folge W; gegen Null. Desweiteren kénnen

wir einen Repréisentaten & € W; wihlen, so dafl

1€illx < 2(Willx /ey,  Th(&) = mi

fiir jedes ¢ € N gilt. Da W; eine Nullfolge ist, ist auch &; eine Nullfolge auf Grund der

ersten Ungleichung.
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Es folgt
im0, (n;) = lim 1,(T1(&)) = lim =1.(T5(&)) = 0,
da & — Ox und 75 und [, stetig sind. Dies zeigt, dafl [, tatsdchlich stetig in ©x und

somit in X ist.

Speziell erhalten wir

= lim (I,(y) + L.(2) = 1, <hm yi> s (iliglo zl-> =1, (yo) + L.(20)

1—00 1—00

im Widerspruch zu 0 # 1, (yo) + 1. (20).
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