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Kapitel 1

Eigenwertprobleme

Ziel dieses Kapitels ist die numerische Bestimmung von einem oder mehreren Eigenwerten

einer Matrix A € C™*", sowie ggf. die Berechnung zugehoriger Eigenvektoren.
Definition 1.0.1

Sei A € C™.

(i) Die Zahl X € C heifit Eigenwert der Matrix A, wenn
Ax =Xz fireinxz #0
gilt. Ein Vektor 0 # x € C mit Az = Az heifst Eigenvektor zum Eigenwert \.
(i) Die Menge aller Figenwerte von A heifst Spektrum von A.
(i1i) Der Spektralradius von A ist definiert als

p(A) := max{|A| | A ist Eigenwert von A}.

Eigenwerte spielen in vielen Anwendungen eine wichtige Rolle.
Beispiel 1.0.2 (Stabilitit von Differentialgleichungen)

Sei x(t) eine auf [tg, 00) definierte Lisung des Anfangswertproblems

?(t) = f(t,x(t), x(to) = wo.

x heifit stabil, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so daf$ alle Losungen y(t) des
Anfangswertproblems mit

ly(to) — x(to)l| <0
fiir alle t > ty existieren und

ly(t) —z(B)]| <e
fir alle t > to erfiillen. Die Losung x(t) heifst asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist
und wenn § > 0 existiert, so daf fiir alle Losungen y(t) mit ||y(to) — x(to)]| < gilt

T ly(t) - 2(0)] = 0.
Fine Losung x(t) heifit instabil, wenn sie nicht stabil ist.

2



Fiir Differentialgleichungen der Form
a'(t) = Ax(t) + g(t, =(t))

mit einer konstanten Matriz A € R™™ und einer stetigen Funktion g, die gleichmdfig in
t € [to,00) die Bedingung

t
gt o))

=0
lzll—0  []|]

erfiillt, zeigt Walter [Wal90, Satz VII, S. 215], daf$ x(t) = 0 asymptotisch stabil ist, falls
Re()\j) <0

fir alle Eigenwerte \; von A gilt. Gibt es einen Eigenwert \; mit Re()\;) > 0, so ist die
Losung instabil. Fir den Fall Re()\;) = 0 kann nichts ausgesagt werden.

Ubungsaufgabe: Untersuche

()= () ()
xh(t) c d xa(t)

im Hinblick auf Stabilitit in Abhdngigkeit von a, b, c,d € R.

Beispiel 1.0.3 (Konvexitit und Eigenwerte)

Man kann zeigen, dafs eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R — R genau

dann konvex ist, wenn simtliche Figenwerte der Hessematriz Hp(z) := V2f(Z) nicht
negativ sind.

Umgekehrt ist eine Funktion konkav genau dann, wenn simtliche Eigenwerte der Hesse-
matriz Hy(Z) := V2 f(&) nicht positiv sind.

Wir veranschaulichen mégliche Fiille im R2?:

2

o f(a,y)=a+y* Hy(2)= ( 0

0
9 ) positiv definit:

© 2010 by M. Gerdts



KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

0
negativ definit:
0 -2 ) gativ def

-XN2 - yN2

LUNLIL I R B B I L L
. e e = - e .

L f(if,y) = x2 - y27 Hf(i)

2
< 0 _02 > indefinit:
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XN2 - yN2

Beispiel 1.0.4 (Eigenwerte und Optimierung)
Gesucht ist ein lokales Minimum (bzw. Mazimum) der zweimal stetig differenzierbaren
Funktion f : R™ — R. Hat man mit einem geeigneten Verfahren einen Kandidaten & €
R™ mit Vf(z) = 0 fir ein lokales Minimum (bzw. Mazimum) bestimmt, so gilt es zu
entscheiden, ob dieser Kandidat tatsichlich ein lokales Minimum (bzw. Mazimum,) ist.

Fin hinreichendes Kriterium fir lokale Minimalitdt (bzw. Mazimalitat) lautet wie folgt:

Sei & ein Punkt mit Vf(&) = 0. Ist die Hessematriz H¢(2) := V2f(Z) positiv (bzw.

negativ) definit, so ist & ein lokales Minimum (bzw. Mazximum) von f.

Dartiber hinaus kann gezeigt werden, daf$ die folgende notwendige Bedingung gilt:

Sei & ein lokales Minimum (bzw. Maximum) von f. Dann ist die Hessematriz H(Z)

positiv (bzw. negativ) semidefinit.

Daraus ergeben sich folgende Aussagen fir & mit V f(z) = 0:

o Sind simtliche Eigenwerte von Hy(Z) positiv (bzw. negativ), so ist T lokales Mini-

mum (bzw. Mazximum) von f.

e Hat H(Z) mindestens einen negativen (bzw. positiven) Eigenwert, so ist T kein

lokales Minimum (bzw. Mazimum) von f.

Wir illustrieren die Aussagen fiir die Funktion

fle,y) =y e —1) +2*(z +1)

© 2010 by M. Gerdts



6 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

und berechnen den Gradienten

Vi(r,y) = (

9 [ 6z +2 2y
Vf(x,y)—( 2y Q(x—l))'

Aus Vf(z,y) = 0 ergeben sich somit die stationdren Punkte (z°,y°) = (0,0) wund
(xlayl) = (_2/370)
Fiir die zugehorigen Hesse-Matrizen erhdlt man

y? + 322 + 2z
2y(x — 1)
und die Hessematrix

.’EO

2 0
) indefinit = . Sattelpunkt

V2 f(2® %) = (
0 -2 y

1

0 1
0 _10 ) negativ definit = ( ) striktes lokales Mazimum
3

< 8
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Beispiel 1.0.5 (Eigenwerte und Schwingungen)
Eigenwertprobleme in einer allgemeineren Form treten auch in der Mechanik im Zusam-
menhang mit Schwingungen auf. Betrachte einen elastischen Balken der Linge L, der am

linken und rechten Rand eingespannt ist und schwingen kann, siehe Abbildung.

N

Yz
Fin Eigenwertproblem fir diesen Balken lautet wie folgt. Finde eine Eigenfrequenz w

mit
2(x) = wQ%z(x),
z2(0) = 0,
Z(0) = 0,
z2(L) = 0,
Z'(L) = 0,

wobei die Massenbeleqgung pA und die Biegesteifigkeit EI materialabhdngige Konstanten
sind. Die zugehorigen ,Eigenvektoren® z sind Lésungen des Randwertproblems und somit
Funktionen. Sie heiffen Eigenschwingungen. Interessiert ist man hierbei insbesondere

an nichttrivialen Losungen z % 0.

Dass die Untersuchung von FEigenschwingungen und Eigenfrequenzen in Bezug auf Re-
sonanz wichtig ber der Konstruktion von z.B. Bricken ist, zeigt der Zusammensturz der
Tacoma Bridge, bei der Wind zur einer Anregqung gefiihrt hat, was letztendlich in einem
Aufschaukeln der Anregung endete und zum FEinsturz der Briicke fiihrte. Details finden
sich auf der WWW-Seite

hitp://de.wikipedia.org/wiki/Tacoma-Narrows-Br%C3%BCcke

© 2010 by M. Gerdts



8 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

Aus der Definition des Eigenwerts ergibt sich, dal A genau dann Eigenwert von A ist,

wenn A — A singulér ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn
det(A—A)=0

gilt. Die Eigenwerte einer Matrix A sind also durch die Nullstellen des sogenannten cha-
rakteristischen Polynoms ¢4 gegeben.

Definition 1.0.6 (charakteristisches Polynom)
Sei A € C™™. Die Funktion

pa(p) = det(A — pl)
heifst charakteristisches Polynom von A.

Beispiel 1.0.7
Das charakteristische Polynom der rechten oberen Dreiecksmatrix

ayp - Qi

lautet
pa(p) = (a1 — p)(age — i) - -+ (Qnp — ).

Die Eigenwerte von A sind also gerade die Diagonalelemente a;;, i = 1,...,n, von A.

Fine analoge Aussage gilt fiir linke untere Dreiecksmatrizen.

Mit Hilfe des Determinantenentwicklungssatzes 143t sich zeigen, dal ¢ 4 ein Polynom n-ten

Grades der Form
palp) = (=1)" (1" + apo1p" ' 4.+ )
ist. Sind \; € C, 7 = 1,...,k, die verschiedenen Nullstellen von ¢4 mit Vielfachheit o;,

it=1,...,k, so laBt sich ¢4 in der Form

a(p) = (=1)"(pp = A)7 (o = A2)7 -+ (0 — Ag)%F

darstellen. Die Zahl o; wird auch als algebraische Vielfachheit des Eigenwerts )\;
bezeichnet und wir bezeichnen mit o diejenige Funktion, die einem Eigenwert \; dessen
algebraische Vielfachheit zuordnet, d.h. o(\;) = ;.

Die Menge der Eigenvektoren (zzgl. des Nullvektors)

L) ={xzeC"| (A= XN)x =0} = Kern(A — \I)

© 2010 by M. Gerdts



bildet einen linearen Teilraum des C" mit Dimension n — Rang(A — AI). Insbesondere ist
mit x und y auch jede Linearkombination c;x + coy # 0 mit ¢y, co € C ein Eigenvektor
zum Eigenwert A. Die Zahl o(\) = dim(L()\)) = n — Rang(A — AI) heiit geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts A\ und gibt die maximale Anzahl linear unabhéingiger
Eigenvektoren zum Eigenwert A an.

[.a. sind die algebraische und geometrische Vielfachheit zum selben Eigenwert verschieden.

Beispiel 1.0.8
Betrachte die Matriz (Jordankdstchen)

Al

= 7 |eom
.

A

Das charakteristische Polynom lautet o () = (A — p)™ und p = X ist der einzige Eigen-
wert mit algebraischer Vielfachheit o(X) = n. Der Rang von J(X) — Al ist jedoch n — 1,
so daf die geometrische Vielfachheit o(A\) =n — (n — 1) = 1 betrdgt.

Satz 1.0.9
Zwischen algebraischer und geometrischer Vielfachheit eines Eigenwerts \ besteht folgen-
der Zusammenhang:
1 <o(A) <o(A) <n.

_ Die Grenzen 1 und n sind klar. Sei nun ¢ = p(\). Seien x;, i = 1,...,0,
linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert A mit Az; = A\x;, i = 1,..., 0. Erginze
die Vektoren z;, 7« = 1,..., 0 durch n — o weitere linear unabhéngige Vektoren z; € C",
i =0+1,...,n, zu einer Basis. Dann ist die Matrix 7" = (x1,...,x,) invertierbar. Fiir
i=1,...,0gilt
TYATe;, =T YAz, = NT e = de;.
~—

=x;

T-1AT — M | B
0|C

mit Matrizen B € C2*("~9 und C € C~9*("~0) Weiter folgt

Daraus folgt die Darstellung

() = det(A — pul) = det(T AT — ul) = (A — p)? - det(C — pl).
Somit ist A mindestens p-fache Nullstelle von ¢. a

© 2010 by M. Gerdts



10 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

Im Beweis haben wir ausgenutzt, daf§ &hnliche Matrizen dieselben Eigenwerte besitzen.
Definition 1.0.10

(1) Zwei Matrizen A, B € C™™ heiffen dhnlich, wenn es eine requldre Matriz T € C™"*"
gibt mit
B=T"1- AT

(i) A heifit diagonalisierbar, wenn A dhnlich ist zu einer Diagonalmatriz.
(iii) A heifit normal, wenn A - A* = A* - A gilt, wobei A* .= AT,
(iv) A heifst hermitesch, wenn A* = A gilt.

(v) A heifft unitér, wenn A* = A~ gilt.

Satz 1.0.11
Seien A, B € C™" gegeben.

(a) Ist X Eigenwert von A, so ist X\ auch Eigenwert von AT und X\ ist Eigenwert von
A*.

(b) Seien A und B dhnlich mit B = T-*AT. Dann besitzen A und B dieselben Eigen-
werte.

Ist x Eigenvektor von A zum FEigenwert X\, so ist T 'x Eigenvektor von B zum

Eigenwert \.

Ist y Figenvektor von B zum Eigenwert X\, so ist Ty Figenvektor von A zum Eigen-

wert \.

(a) Folgt aus

det(A—XI) = det((A—X)") =det(AT — \I),
det(A* —XI) = det((A—AI)*) =det (A — XI)T = det(A — \I).

(b) Seien A, B #hnlich, d.h. es gibt T invertierbar mit B =T"1- A-T. Sei A Eigenwert
von A, d.h. Az = Az fiir ein x # 0. Dann gilt fiir y = T 'a:

By=BT o =T 'ATT'o =T Az = \T" 'z = \y.

Umgekehrt gilt fiir einen Eigenwert A\ von B mit zugehorigem Eigenvektor y und
x="Ty:
Ax = ATy = TBT Ty = TBy = \Ty = \x.

© 2010 by M. Gerdts
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O

Im folgenden iiberlegen wir uns, welche Matrizen diagonalisierbar sind und beginnen mit
der Schur’schen Normalform.
Satz 1.0.12 (Schur’sche Normalform)

Sei A € C™*™. Dann gibt es eine unitire Matriz T mit

)\1 T12 T1in

T AT =A+R:=

Insbesondere enthdlt A := diag(Aq, ..., \,) die Eigenwerte von A.

_ Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n.
Fiir n = 1 ist die Aussage offenbar richtig.
Sei die Aussage richtig fiir Matrizen der Dimension n — 1.

Sei A; Eigenwert von A zum Eigenvektor x # 0.
2

v*v

Vielfaches des ersten Einheitsvektors e; = (1,0,...,0)" € R™ abzubilden.

Mit v = mwjtﬁel, wobei 7 die erste Komponente von x bezeichnet und die Konvention

0/0 =1 im Fall z; = 0 beachtet wird, folgt

Wir konstruieren nun eine unitédre Householder-Matrix H = I — —=v - v*, um z auf ein

Hzx = ke mit k= —£||x||2
1]

Wegen H™! = H = H* gilt dann

H 'AHe! = HA%x = %H/\lx = \el.

Daraus folgt die Darstellung

/\1 a

H'AH = (
Ay

) mit a* e Cvt Ay e X,

Nach Induktionsannahme existiert eine unitare Matrix 77, die A; auf obere Dreiecksgestalt

transformiert. Definiere die unitiare Matrix

(i)

© 2010 by M. Gerdts



12 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

Dann ist

T'AT =

o> o> o - O‘H
5
~
o
o
~—
N
o =
N

<
g
<
<

obere Dreiecksmatrix, welche nach Satz 1.0.11 (b) dieselben Eigenwerte wie A besitzt. O

Mit Hilfe der Schur’schen Normalform zeigen wir
Satz 1.0.13

(a) A ist genau dann normal, wenn es eine unitire Matriz T'€ C™*™ gibt mit

T A-T=A:=diag(\, ..., \,) € C™

(b) A ist genau dann hermitesch, wenn es eine unitire Matriz T € C"*" gibt mit

TV AT = A := diag(\y, ..., \,) € R™™

(a) Es gebe eine unitére Matrix T mit 7-!' - A-T = A € C*". Dann gilt

A*A = (TATY)V'TAT ' = TAT'TAT™' = TAAT™!
AA* = TAT Y TAT Y =TAT'TAT™' = TAAT™!

Wegen AA = AA folgt Gleichheit, also ist A normal.

Sei nun A normal. Nach der Schur’schen Normalform gibt es eine unitédre Matrix T
mit T7'AT = A + R. Da A normal ist, folgt

(A+R*(A+R) = T 'ATT'AT
= T 'A*AT
= T 'AA'T
= T'ATT'A*T
= (A+R)(A+R)".

© 2010 by M. Gerdts



13

Fiir das (1,1)-Element von (A + R)*(A+ R) = (A + R)(A + R)* ergibt sich
M=l =P+ Il
j=2

woraus r1,; = 0 fiir alle 2 < j < n folgt. Durch sukzessiven Vergleich der Eintrége
an den Positionen (2,2), (3,3), ... zeigt man zeilenweise, dafl alle Eintrage von R

verschwinden.
(b) Es gebe eine unitire Matrix T mit 771 - A-T = A € R™". Dann gilt
A* = (TAT Y = (T"Y'A'T* =TAT ! = A.

Sei nun A hermitesch. Dann ist A auch normal. Die Behauptung folgt mit (a) aus

T ANTH '=A=A"=(T")Y AT =T-A-T".
Folglich gilt A = A und somit A € R™*".
O

Die Konsequenz aus Satz 1.0.13 ist, dafl normale (bzw. hermitesche) Matrizen ein System
von n linear unabhéngigen, orthogonalen Eigenvektoren besitzen. Diese sind gerade durch
die Spaltenvektoren t*, i = 1,...,n, von T gegeben, da aus der Diagonalisierbarkeit die
Beziehung

A-T=T- A & Att =\t i=1,...,n,

folgt. Die Eigenwerte \; sind fiir normale Matrizen i.a. komplexwertig und fiir hermitesche
Matrizen nach Satz 1.0.13 (b) sogar stets reellwertig.

Es gibt auch Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind, z.B.

(01)

Immerhin kann man auch fiir solche Matrizen noch eine weitere Normalform erreichen.

Es gilt:

Satz 1.0.14 (Jordan’sche Normalform)
Sei A € C""™ und A\, ..., \, thre verschiedenen Figenwerte. \; sei eine o;-fache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms mit der geometrischen Vielfachheit o;, i = 1,.... k. Zu

jedem \; existieren dann o; eindeutig bestimmte Zahlen

()
12"'27/1179#

L EN

© 2010 by M. Gerdts



14 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

mil
() _ .
E v =0y, 1=1,...,k,
Jj=n—pgi+1

sowie eine invertierbare Matriz T mit J = T~ AT, wobei

JW(}) (A1)
J o (A1)
n—op1+1
J =
JW(Lk) (Ak)
Ja (k)
nfngﬁl
die Jordanmatrix und
Ai
Jy(i)<)\i) = S CVJ(' )XVJ(')
J c . . 1
i
die Jordankistchen bezeichnen.
IBERERY Lincare Algebra Vorlesung O

Aus der Jordan’schen Normalform kann man insbesondere ablesen, dafi A genau dann
diagonalisierbar ist, wenn geometrische und algebraische Vielfachheit fiir jeden Eigenwert
gleich sind.

Bemerkung 1.0.15
Fiir die Spalten t,. .. ,t‘“(ll) von T folgt aus T=Y(A — M\ I)T = J — M\ I sofort

(A— M\ D)t" =™t m=vWM v _1 . 2

n n

und

(A— Dt =0.
Die Spalten t”ﬁl), ..., t! bilden eine Hauptvektorkette zum Eigenwert \;, wobei t' ein
FEigenvektor zum Eigenwert Ay ist. Die Vektoren t”’g), ..., t? heiffen Hauptvektoren.

Analoge Bezeichnungen gelten fiir die tibrigen Jordankdstchen, so daf$ die Spalten von T

aus Figen- und Hauptvektoren von A bestehen.

Die Schur’sche und Jordan’sche Normalform sind primér von theoretischem Interesse, da
man die Eigenwerte zur Bestimmung der Normalformen bereits kennen mufl. Zur Berech-

nung von Eigenwerten miissen andere Verfahren verwendet werden. Ein Ansatz besteht

© 2010 by M. Gerdts



1.1. EIGENWERTABSCHATZUNGEN 15

darin, solange Ahnlichkeitstransformation von A durchzufiihren bis eine #hnliche Matrix
mit einfacher Struktur entsteht, fiir die die Eigenwerte bestimmt werden kénnen.

In diesem Kapitel werden folgende Fragestellungen untersucht:

e Abschiatzung von Eigenwerten

e Berechnung des betragsméfig grofiten oder kleinsten Eigenwerts einer Matrix (ohne

zugehorige Eigenvektoren)
e Berechnung aller Eigenwerte einer Matrix (ohne zugehorige Eigenvektoren)

e Berechnung des betragsméafiig grofiten oder kleinsten Eigenwerts einer Matrix und

eines zugehorigen Figenvektors

e Berechnung aller Eigenwerte einer Matrix und zugehorige Eigenvektoren

1.1 Eigenwertabschitzungen

Ziel dieses Abschnitts ist die Abschéitzung von Eigenwerten allein mit Hilfe der Matrix

A € C™". Eine erste Abschéiitzung erhalten wir durch jede Matrixnorm, wie der folgende

Satz zeigt.

Satz 1.1.1
Es bezeichne p(A) den Spektralradius von A. Dann gilt |\ < p(A) < ||A||lx fir jede
Matriznorm || - ||ar, die von einer Vektornorm || - ||y induziert wird, und jeden Eigenvektor
A von A.

_ Sei A\ Eigenwert von A und z # 0 zugehoriger Eigenvektor. Die Behauptung
folgt aus
A A
Al = sup 12l o D
lelvo |1zl [|2]lv

= [Al.
O
Mit Hilfe einer Matrixnorm kann man also den betragsméafiig grofiten Eigenwert einer
Matrix nach oben abschétzen. Eine differenziertere Abschatzung liefert folgender Satz.
Satz 1.1.2 (Bauer und Fike)
Fiir eine beliebige Matriz B € C™™" gilt fir alle Figenwerte A von A € C™*", die nicht
gleichzeitig Eigenwert von B sind, die Abschdtzung
1< [|[(M = B)™ (A= B)llm < [IM = B)Hlar - |A = Bllar,

wobei || - ||ar eine durch eine Vektornorm || - ||v induzierte Matriznorm sei.

_ Sei x Eigenvektor zum Eigenwert A von A, wobei A kein Eigenwert von B sei.

Dann ist Al — B invertierbar und aus der Identitat

(A— B)xr = (M — B)x
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16 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

folgt
(M —B) ' (A-Bx==x

und weiter
lzllv < M = B)" (A = B)llar - lzllv < [(A = B)"lar - | A = Bllas - ||zl
Division durch ||z||y # 0 liefert die Behauptung. O

Satz 1.1.3 (Gerschgorin)
Sei A € C™*™ gegeben. Definiere Radien r; gemdf

n

r; = Z |CLij|, izl,...,n,

J=Lj#

und Kreisscheiben (Gerschgorin-Kreise) gemdfs
K, ={z€C|lz—ay| <r}, i=1,...,n.
Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Fir jeden Eigenwert A von A gilt
re| K
i=1

(b) Sei Uy die Vereinigung von m dieser Kreissscheiben und sei Uy die Vereinigung der
verbleibenden n—m Kreissscheiben. Gilt UiNUy = 0, so enthidlt U, m Eigenwerte von

A und Uy n—m Figenwerte von A (Figenwerte und Kreisscheiben sind entsprechend

ihrer Vielfachheit zu zdihlen. ).

(a) Ist A = ay fir ein 1 < i < n, so ist die Behauptung offenbar richtig. Andernfalls

wéhle in Satz 1.1.2 B = diag(aiy, . . ., any,). Dann folgt fir die Zeilensummennorm

n

1 T
1 . . i
1 <|[(AM — B)""(A— B)|leoc = max ol E la;;| = max :

1<i<n [N — ay| 4~ 1<i<n |\ — ag|
J=1,j#i

Dann gibt es einen Index 1 < i, < n mit |\ — a;y;,| < 74, und somit ist A € K;, C
U?:l Ki.
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1.1. EIGENWERTABSCHATZUNGEN 17

(b) Seien D = diag(a1, ..., an,) und A =: D + R. Definiere fir t € [0,1] A; := D +tR.
Fiir t =1 gilt A; = A und A; besitzt dieselben Eigenwerte wie A.

Fiir t = 0 gilt Ag = D und Ay besitzt die Eigenwerte a;;, 1 = 1,...,n, wovon genau

m in U; und n —m in U, liegen, falls U, N Uy = 0 gilt.

Nach (a) liegen die Eigenwerte von A; fiir 0 <t < 1 wegen
{’ZGCHZ_aiAStTi}gKia izla"'?”?

ebenfalls entweder in U; oder Us.

Da die Nullstellen des charakteristischen Polynoms stetig von den Eintrdgen in der
Matrix abhéngen, héngen die Eigenwerte von A; stetig von ¢ ab. Damit lassen sich
fir j = 1,...,n stetige Abbildungen \; : [0, 1] — C definieren, wobei \;(t) Eigenwert
von A; fir 0 <t <1 ist.

O.B.d.A. seien \;(0) :==a;; € Uy fiir i = 1,...,m. Fir j € {1,...,m} seien

By = {te€l0,1]]| \;(t) € Ui},
By = {tel0,1][A\() g Ui} ={t €[0,1] | A\;(¢) € Uz}

Dann folgt B; # (), By = By, Bo = By, BN By, = () und B; U By, = [0,1], da
U; und U, abgeschlossen und die Abbildungen A;(-) stetig sind (das Urbild einer
abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist abgeschlossen). Da [0, 1]
zusammenhéngend ist, muf§ By = () gelten. Also ist A\;(1) € Uy fir j = 1,...,m.
Analog zeigt man, dafi A\;(1) € Us fiir j =m +1,...,n gilt.

O
Mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin erhilt man insbesondere dann einen guten Uberblick
iiber die Lage der Eigenwerte, wenn samtliche Kreissscheiben paarweise disjunkt sind,
da dann in jeder Kreisscheibe genau ein Eigenwert liegt. Dariiber hinaus kénnen durch
Anwendung des Satzes auf AT (Aund AT besitzen dieselben Eigenwerte!) mitunter bessere
Abschétzungen fiir einige Eigenwerte erreicht werden. Ein Ansatz zum Erreichen besserer
Abschiitzungen besteht darin, eine Ahnlichkeitstransformation D' AD mit einer geeignet
gewihlten Diagonalmatrix D vor Anwendung des Satzes von Gerschgorin durchzufiihren.
D sollte idealerweise so gewahlt werden, daf§ die Radien kleiner werden, was héufig aber
nur fiir einige Radien erreicht werden kann, wobei sich die iibrigen vergrofern.

Beispiel 1.1.4

Betrachte
1 0.1 —-0.1
A= 0 2 0.4
-0.2 0 3

Die Gerschgorin-Kreise
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18 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

)

1 2 3
Ki = {zeC||z—-1|<0.2},
Ky, = {#e€C||z—2] <04},
K; = {ze€C||z—3] <02}

sind paarweise disjunkt, d.h. in jedem Kreis liegt genau ein Eigenwert von A.

Fiir die symmetrische Matrix

1 2 0
B=1|2 2 04
0 04 3

tiberschneiden sich die Gerschgorin-Kreise

-1 0

K, = {zeC||z—1] <2},
Ky, = {ze€C||z—2] <24},
K; = {2e€C||z—-3] <04},

so daff man aus dem Satz von Gerschgorin nur die Abschditzung
—1<A<44

fiir die Figenwerte X von B erhdlt. Beachte, dafi die Figenwerte von B reell sind, da B

symmetrisch ist.
Eine weitere Abschétzung basiert auf dem Wertebereich von A.
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1.1. EIGENWERTABSCHATZUNGEN 19

Definition 1.1.5 (Wertebereich)

Die Menge
*A
W(A):{$* v ’méo}

T

der sogenannten Rayleigh-Quotienten heifst Wertebereich von A.

Fiir jeden Eigenwert A von A, gilt offenbar A € W (A). Dariiber hinaus gilt
Satz 1.1.6

(a) Sei A € C™™ normal. Dann ist W(A) die konvexe Hiille der Eigenwerte von A.

(b) Sei A € C™*" hermitesch. Dann gilt W(A) = [\, \n], wobei die reellen (!) Eigen-
werte von A geordnet seien gemdff Ay < ... < A_1 < A\,. Insbesondere gilt
x*Ax x*Ax

A1 = min , n = Max .
0#£xzeCr x*x 0#zeCn x*x

>

(1.1)

IBEREE Tcil (b) folgt sofort aus (a). Wir zeigen daher nur (a). Ist A normal, so ist A
Satz 1.0.13 diagonalisierbar mit T*AT = A = diag(A1,...,\,), wobei A die Eigenwerte
von A enthélt und T unitér ist. Es folgt

W) = {x*Ax‘ 7&0}

*TAT*
:1: #* O}

- {5]rd

vy

- (B o)

= {Z >O,j:, ,n,zn:()éj—l}

O

Satz 1.1.6 stellt einen Zusammenhang mit der Optimierung her. Demnach kénnen der
kleinste und grofite Eigenwert einer hermiteschen Matrix im Prinzip durch Losen der
Optimierungsprobleme (1.1) bestimmt werden. Der folgende Satz erweitert dieses Prinzip

auf sémtliche Eigenwerte.

Satz 1.1.7 (Rayleigh’sches Variationsprinzip)

Sei A € C™™ hermitesch mit den Eigenwerten A\ < ... < X\, und zugehdrigen orthonor-
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20 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

malen Eigenvektoren v, ..., v"™. Dann gilt fiir j =1,...,n:
*A
A, = min{x* i )m;éo, ok =0, k:zl,...,j—l}
T

*A
= max{x < ‘x;«éO, vk =0, k::j%—l,...,n}.
Tr*x

BB Scicn j und 0 # @ fest gewdhlt mit 2% =0, k=1,...,j — 1.

x 1aBt sich als Linearkombination der Eigenvektoren darstellen:

n
T = g aivr.
k=1

Es folgt
* D DRIOILEDY | [P A
r*Ax =1 k=j
* = n = n Z /\j'
v x* > ook 37 o ?
k=1 k=j
Fiir x = 7 folgt speziell (v/)*v* =0 fiir k=1,...,j — 1, sowie
(v7)* Avd
e
Dies zeigt die erste Gleichung. Die zweite 148t sich analog zeigen. O

Das folgende Variationsprinzip kommt ohne die Verwendung der Eigenvektoren aus.
Satz 1.1.8 (Ritz-Poincaré’sches Variationsprinzip)

Sei A € C™™ hermitesch mit den Figenwerten Ay < ... < X\,. Dann gilt fir j =1,...,n:

) z* Az
Ajo= min max
VCCn,dim V=35 0#x€V I*x
. Az
= max min

VCCn,dim V=n—j+10ZzcV T*T

_ Sei v',...,v™ ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren zu A, ..., \,. Sei V
ein j-dimensionaler Unterraum des C" mit Basis y',...,3’. Nach dem Projektionssatz

(vgl. Numerik I) existiert fiir k = 1,...,j zu y* ein §* € span{v!,... v771} mit
(f —9F vy =0 Vouespan{v',.. L

Wegen dim(span{v',...,v"71}) =7 — 1 gibt es 0 # (a1,...,a;)" € C7 mit
J
Zakgjk =0.
k=1
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1.1. EIGENWERTABSCHATZUNGEN 21

Definiere
J
P
ARy eV.
k=1

>
I

Da nicht alle y, verschwinden und 3%, k = 1,...,j, Basis ist, gilt # # 0 und
(,v) =0 Yo € span{v',...,v" '}

Nach Satz 1.1.7 ist
T*AT ¥ Ax
< max

Ay A —

T*r 0£zcV T*T

A <
Da V j-dimensional ist, ansonsten aber beliebig gew&hlt war, folgt

. ¥ Ax
A < min max .
VCCn,dim V=7 0£z€V T*T

(1.2)

Wiihle nun speziell V = {v!,... v/} Fiir jedes

J
O#x:Z@kvkEV

k=1
gilt dann
> A
A |~ Ak
x* Az -
T*x J B
D Jonl?
k=1
Insbesondere fiir # = v/ folgt
(v))*Av?
CIRTE
Also gilt
r*Ax _ " Ax
Aj = max > min max .
0£zcV T*T VCCn,dim V=j 0£zeV I*x

Zusammen mit (1.2) folgt die erste Behauptung. Die zweite 148t sich analog zeigen. O
Beispiel 1.1.9 (Ubungsaufgabe)

Sei A hermitesch und \,.;, der kleinste und \,,., der grofite Eigenwert von A. Zeige: Fiir

alle x gilt

)\mmeH% S JJTA.T S )\mawaH%

Wann gilt Gleichheit?
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22 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

1.2 Kondition des Eigenwertproblems

Mit Hilfe des Satzes von Bauer und Fike 148t sich auch eine Aussage iiber die Kondition
des Eigenwertproblems treffen, wobei B als gestorte Matrix von A interpretiert wird.
Insbesondere interessieren wir uns fiir die Abhéngigkeit eines Eigenwerts von Storungen
in A. Dazu sei A € C"*" gegeben und B := A + AA eine gestorte Matrix. Sei A + AA

diagonalisierbar geméaf
A+ANA=T-AN-T7, A =diag(\y, ..., \n),

wobei \;, © = 1,...,n, die Eigenwerte von A + AA bezeichnen.

Wiéhlt man in Satz 1.1.2 eine Vektornorm || - ||y, so da die induzierte Matrixnorm || - ||as
D = diag(dy, . ..,d,) = | Dlla = max |d;| (1.3)
erfiillt, also etwa die euklidische Norm || - || oder die Maximumsnorm || - ||, so folgt unter

der Annahme, daf3 A kein Eigenwert von A + AA ist,

I = (A+AA)) e = [T = AT |u

IAL = A) g - (1T llar - 1T o
1

IN

|
=
=
3

Zusammen mit Satz 1.1.2 haben wir damit bewiesen:
Satz 1.2.1 (Kondition des Eigenwertproblems)
Seien || - || eine durch eine Vektornorm induzierte Matriznorm mit (1.3), A € C™™ und
A+ AA diagonalisierbar mit A+ AA=T-AN-T71 A =diag(\i,..., ).
Dann gibt es zu jedem Figenwert A von A einen Figenwert \; von A+ AA mit

A= Xi| < mar(T)[AA] ar-

Die Fehlerverstiarkung héngt also mafigeblich von der Kondition der Matrix 7" ab. Die

Spalten von T sind aber gerade die Eigenvektoren von A + AA. Fiir normale Matrizen

kann 7" nach Satz 1.0.13 unitédr gewihlt werden, was ko(7") = 1 impliziert. Damit folgt
Satz 1.2.2 (Kondition des Eigenwertproblems fiir normale Matrizen)

Ist A+ AA normal, so gilt unter den Voraussetzungen des Satzes 1.2.1 sogar
A=Al < [[AA].
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1.2. KONDITION DES EIGENWERTPROBLEMS 23

Insbesondere ist das FEigenwertproblem fiir normale Matrizen stets gut konditioniert.

Fiir allgemeine Matrizen bekommt man nur die stetige Abhéngigkeit von Eigenwerten von
den Storungen. Der relative Fehler kann dabei beliebig schlecht werden.

Beispiel 1.2.3
Jedem Polynom vom Grad n der Form

p(p) = p" + apap" g

kann die sogenannte Frobenius-Begleitmatrix

0 - 0 —ag
1 .
F =
0 —Qp—2
1 —Qn—1

zugeordnet werden. Durch Entwicklung nach der letzten Spalte zeigt man

p(p) = (=1)" det(F — pul),

so dafl p bis auf den Faktor (—1)™ mit dem charakteristischen Polynom von F' iberein-
stimmt und insbesondere dieselben Nullstellen besitzt.

Betrachte nun fir a # 0 und € > 0 die Polynome

po(p) = (p—a)",  p(p)=(n—a)" —e,
welche die Nullstellen Ay = a bzw.

M = a + Vzexp(i2nk/n), k=1,....,n,

besitzen. Die zugehdrigen Frobenius-Begleitmatrizen Fy bzw. F. unterscheiden sich nur

manimal:
0 0 €
0O . 0
AF =F.—F, = o o , |AF|; =e.
0 --- 00

Fiir die Differenz der zugehorigen Figenwerte gilt jedoch
Ak — Ao| = Ve, E=1,...,n.

Die FEigenwerte hdngen immer noch stetig von der Storung ab, fir grofies n ist diese

Konvergenz jedoch sehr langsam. Betrachtet man den relativen Fehler, so folgt

Me =Xl _ VE L IAF] _ 1Foll2 ¥/
ol ol | Foll2 la| €

Fiir e — 0 gilt C. — oo. Das Eigenwertproblem ist also i.a. nicht gut konditioniert.
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24 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

1.3 Singuldrwertzerlegung und Pseudoinverse

Wir interessieren uns hier fiir sogenannte Minimalnormlésungen des Ausgleichsproblems

1
min  —||Az — b||3
zeCn 2

mit A € C™*" und b € C™. In Numerik I haben wir gesehen, dal das Ausgleichsproblem
genau dann eine eindeutig bestimmte Losung besitzt, wenn Rang(A) = n gilt. Die Losung

des Ausgleichsproblems ist charakterisiert durch die Gauss’schen Normalgleichungen
A*Az = A”b.
Im Falle der eindeutigen Losbarkeit ist die Losung gegeben durch
&= (A*A)"LA*D.

Ist die Rangbedingung hingegen nicht erfiillt, so gibt es i.a. mehrere Losungen des Aus-

gleichsproblems, die wir in der Menge
M :={zeC"||Az b2 = f}

mit
fi= inf ||Az —b
fo= inf Az = bl
zusammenfassen. Im folgenden sind wir an solchen Losungen mit minimaler euklidischer
Norm interessiert, d.h. an sogenannten Minimalnormlésungen.
Definition 1.3.1 (Minimalnormlésung)

T € M heifit Minimalnormlésung des Ausgleichsproblems, wenn
22 < |22 Ve e M
qgilt.

Die Funktion ||-||3 ist streng konvex, da die Hessematrix gerade 21 betrigt, und die Menge
M ist konvex, denn fiir x,y € M und 0 < \ < 1 folgt

IAQT + (1 = N)y) = blls < M Az = bl|z + (1 = N)[| Ay = bl = f.

Nach Definition von f mufl Gleichheit gelten, was die Konvexitat von M impliziert. Die
Bestimmung einer Minimalnormlésung ist also gleichbedeutend mit der Losung des kon-

vexen Optimierungsproblems

min |]|3 unter  x € M.
xeCn
Da || - ||% streng konvex ist, ist die Minimalnormlésung eindeutig.
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Unser Ziel ist es, die Minimalnormlosung & des Ausgleichsproblems mit Hilfe der soge-
nannten Pseudoinversen von A als
T =A%h

darzustellen. Diese Gleichung besitzt formale Ahnlichkeit mit der Losung eines linearen
Gleichungssystems © = A~1b, falls A invertierbar ist. Die Pseudoinverse von A spielt also
eine zur Inversen analoge Rolle im Falle unter- oder {iberbestimmter Gleichungssysteme.
Formal definieren wir die Pseudoinverse einer Matrix A wie folgt.

Definition 1.3.2 (Pseudoinverse (Moore-Penrose Inverse))
Sei A € C™" gegeben. Die Abbildung AT : C™ — C", die jedem b € C™ die Mini-
malnormlisung & € M gemdfi & = ATb zuordnet, heifft Pseudoinverse (oder Moore-

Penrose Inverse) von A.

Beispiel 1.3.3

Betrachte das lineare Ausgleichsproblem

1
min  —||Az — b||3
xeCn 2

Gauss’sche Normalgleichung: A*Ax = A*b bzw.

() (2)-(7)

Die allgemeine Losung der Normalgleichung lautet also x1 = (b1 + b2)/2, x5 € R. Die

Minimalnormlisung ist folglich gegeben durch

b
B\ _ (B (350 b;
o 0 000/,
3

Damit lautet die Pseudoinverse von A

A+:<

Wir werden die Pseudoinverse mit Hilfe der Singulérwertzerlegung von A berechnen. Dazu

O Nl
O NI
o O
\_/

bemerken wir, dafl die Matrix A*A hermitesch und positiv semidefinit ist und somit

nichtnegative reelle Eigenwerte besitzt.
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Definition 1.3.4 (singulire Werte)
Seien A € C™" und \; > 0, i = 1,...,n, die Eigenwerte von A*A. Dann heiflen die

nichtnegativen Zahlen
O'i:\//\i izl,...,n,

die singuliren Werte von A.

Nach Teil (b) in Satz 1.0.13 ist A*A diagonalisierbar und es gibt eine unitdre Matrix
T € C™" mit

A*AT = TA, (1.4)
wobei die Diagonalmatrix A = diag(\1,...,\,) > 0 die nichtnegativen Eigenwerte von

A*A enthélt.
0.B.d.A. seien die Eigenwerte und die Spalten von T so sortiert, daf3

op>0y>...20.,>0, und o, =...=0,=0

fir r = Rang(A) = Rang(A*A) gilt.
Aus (1.4) folgt mit AT = (At',..., At") die Beziehung

AA*AT = ATA. (1.5)

Damit ist jeder Vektor

, 1 .
st = —At', i=1,...,m7,
a;

Eigenvektor von AA*. Fiir 1 <4,k < r sind diese Vektoren wegen

. , oL 1, falls k =1,

(81)*8k _ (tz)*A*Atk _ _k(tz)*tk _ -

00 o; 0, falls k& # 1.
orthonormal. Diese Vektoren lassen sich durch m—r passend gewihlte Vektoren s"*!, ..., s
aus dem Kern von A* zu einer unitiren m x m-Matrix S = (s',...,s™) erginzen, so daf

AA*S = SD

mit D = diag(p1, - .., ftm) gilt, wobei D die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten p; >
0,..., ity > 0 von AA* bezeichnet.
Aus (1.5) und der obigen Herleitung folgt

wi=2X, t=1,....r, w;=0, 1=r+1,...,m.
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1.3. SINGULARWERTZERLEGUNG UND PSEUDOINVERSE 27

Mit diesen Matrizen gilt nun

1 1 :
S*AT = (—Atl,...,—Atr,s”l,...,sm) At ...t

01 (o

01

oy

= =: 3 e R™",

Damit haben wir gezeigt:
Satz 1.3.5 (Singuldrwertzerlegung)
Sei A € C™*™ beliebig. Dann gibt es unitire Matrizen T € C"*™ und S € C™™ mit

SYT™ = A,
wobei 3 € R™™ Diagonalmatriz mit den Singuldrwerten von A ist.
Beobachtungen:

e Die Spalten von T bilden ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von A*A. Die

Spalten von S bilden ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von AA*.
e 0 ist die Spektralnorm von A.
e Falls Rang(A) = n ist, so ist A*A invertierbar und r = n sowie o,, > 0.

e Ist m = n und A invertierbar, so ist 1/0, gleich der Spektralnorm von A™!, da die
Eigenwerte von (A*A)™! = A71(A*)~! durch 1/)\;, ¢ = 1,...,n, gegeben sind und
p(A7H (AN ™Y = p((A~1)* A7) gilt. Insbesondere ist die Kondition von A bzgl. der
Spektralnorm gegeben durch oy /0.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Singuldrwertzerlegung und Pseu-
doinverse her.
Satz 1.3.6

Ser A € C™*™ vom Rang r mit der Singuldrwertzerlegung

01
D0
A:SET*, Z: (T‘T) ERan7 D: GRTXT,

Oy
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28 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

wobet o; > 0,1 =1,...,7, die positiven Singuldrwerte von A seien. Dann ist die Pseu-

doinverse von 3 gegeben durch
D710
3t = e R™™
0 |0

At =T¥+s

und die von A durch

(i) Wir betrachten das Ausgleichsproblem

1
min —||%2 — b||3.
zeCn 2

Ausnutzung der speziellen Struktur von ¥ mit entsprechender Partitionierung x =
(21, 22)" und b= (by, by) " fithrt auf

1Sz — blI = [[ D1 — b5 + [[b2]l3.

Damit ist jedes & mit #; = D~ 'b; Losung des Ausgleichsproblems. Die Minimal-

normlésung ergibt sich fiir 25 = 0, insgesamt gilt also & = X 70.
(ii) Wir betrachten das Ausgleichsproblem

1

min —||Az — b]|3.

zeCn 2

Ausnutzen der Singularwertzerlegung und der Unitaritdt von S und T liefert
[Az — b3 = [[S*(ATT"z — b)|l3 = [[Zy — cll3

mit y = 7"z und ¢ = S*b. Fiir jedes y gibt es ein eindeutiges x mit y = 7"z und
umgekehrt. Weiter gilt |||l = || Tyll2 = [|y]|2-

Nach (i) ist § = £ T¢ Minimalnormlésung. Fiir & := Ty folgt ||z||2 = ||7]|2 und
12]l2 = [I9ll2 < lyll2 = [lzll2 Vo =Ty,y € C",
sowie
|43 — b2 = 159 — el < Sy — cll3 = [ Az — b} Vo =Ty,y eC"
Damit ist £ Minimalnormlésung mit
T=T4§=TEtS*
und At =TY S
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Man kann zeigen, dafl die Pseudoinverse A1 von A folgende Eigenschaften besitzt:

ATA = (ATA)

AAY = (AAY)
AATA = A
ATAAT = At

Durch diese vier Bedingungen wird die Pseudoinverse sogar eindeutig festgelegt. Beachte,
dafB die Inverse Matrix A~! alle Bedingungen erfiillt.
Beispiel 1.3.7

Wir betrachten wiederum Beispiel 1.3.3 und mdchten die Pseudoinverse von

A=

O =
o O O

mittels Singuldrwertzerlequng bestimmen. Die Figenwerte und Eigenvektoren von

AA = 2 0
0 0

lauten \y = 2,0 = 0, t' = (1,0)7, 2 = (0,1)", die Singulirwerte lauten oy = /2, 05 = 0.
Der Vektor s' = %Atl berechnet sich zu s' = (1/v/2,1/v/2,0)7 und kann durch s*> =
(1/v/2,-1/v/2,0)" und s* = (0,0,1)" aus dem Kern von A* zu einer Orthonormalbasis
des R? erginzt werden (s* und s sind hierbei Eigenvektoren zum Eigenwert 0 von AA*).

Damit lautet die Singuldrwertzerlegung von A

1 1
aovi O\ (V20N
A=SYT" = L _L 9 0 0
1

O o=
O =

1 1
10 1 0 0 i vz
At =Txts* = V2 L 1L g |=
0 1 0 0 0 V2 V2
0 0 1

1.4 Vektoriteration

Wir untersuchen einfache Iterationsverfahren zur Approximation des betragsméfig grofiten

)

bzw. des betragsméfig kleinsten Eigenwerts, sowie eines zugehorigen Eigenvektors.
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30 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

1.4.1 Potenzmethode (von Mises-Verfahren)
Ist man nur am betragsgrofiten Eigenwert mit einem zugehorigen Eigenvektor interessiert,

kann die Potenzmethode von von Mises verwendet werden.
Algorithmus 1.4.1 (Potenzmethode (von Mises-Verfahren))

(0) Gegeben seien A € C™™, tol > 0 und ein geeigneter Startvektor x® € C*, 2 £ 0.
Setze k = 0.

(1) Berechne (soweit mdglich)

und
-

(A:c(’“))l (Ax(k))n
R x,(f)

(2) Falls ||Az® — )\gk)x(k)llg < tol fiir ein 1 < j <n, STOP. Ansonsten setze k .= k+1
und gehe zu (1).

Beispiel 1.4.2

Betrachte die symmetrische Matrix

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0o -1 -1 4

A=

A besitzt die Figenwerte 2, 6 sowie den zweifachen Eigenwert 4. Im folgenden wird x®,
k=0,1,..., durch die Potenzmethode berechnet. Fiir jede Iterierte wird der Vektor \(¥) =

Ax(k) Az(F),
( x(k))l, oA x(k)” berechnet.
x Ty

Fiir den Startwert ) = (1,0,0,0)7 liefert die Potenzmethode folgenden Output:

iter= 1 9.428090e-01 -2.357023e-01 -2.357023e-01 0.000000e+00] lambda=[4.000000e+00 -Inf -Inf NaN

iter= 2 8.429272e-01 -3.746343e-01 -3.746343e-01 9.365858e-02 lambda=[4.500000e+00 8.000000e+00 8.000000e+00 Inf

iter= 3 7.510676e-01 -4.438127e-01 -4.438127e-01 2.048366e-01 lambda=[4.888889e+00 6.500000e+00 6.500000e+00 12.00000e+00.
iter= 4 6.777076e-01 -4.755843e-01 -4.755843e-01 2.972402e-01 lambda=[5.181818e+00 6.153846e+00 6.153846e+00 8.333333e+00.
iter= 5 6.230275e-01 -4.895216e-01 -4.895216e-01 3.641070e-01 lambda=[5.403509e+00 6.050000e+00 6.050000e+00 7.200000e+00.
iter= 6 5.839930e-01 -4.955092e-01 -4.955092e-01 4.097480e-01 lambda=[5.571429e+00 6.016529e+00 6.016529e+00 6.688889e+00.
iter=7 : 5.568520e-01 -4.980681e-01 -4.980681e-01 4.401956e-01 lambda=[5.696970e+00 6.005495e+00 6.005495e+00 6.418605e+00.
iter= 8 5.382758e-01 -4.991644e-01 -4.991644e-01 4.603574e-01 lambda=[5.788871e+00 6.001830e+00 6.001830e+00 6.262940e+00.
iter= 9 : 5.256821e-01 -4.996366e-01 -4.996366e-01 4.736927e-01 lambda=[5.854679e+00 6.000610e+00 6.000610e+00 6.168595e+00.
iter=10 : 5.171945e-01 -4.998412e-01 -4.998412e-01 4.825219e-01 lambda=[5.900908e+00 6.000203e+00 6.000203e+00 6.109539e+00.
iter=11 : 5.114955e-01 -4.999304e-01 -4.999304e-01 4.883765e-01 lambda=[5.932895e+00 6.000068e+00 6.000068e+00 6.071787e+00.
iter=12 : 5.076781e-01 -4.999694e-01 -4.999694e-01 4.922644e-01 lambda=[5.954779e+00 6.000023e+00 6.000023e+00 6.047315e+00.
iter=13 : 5.051252e-01 -4.999865e-01 -4.999865e-01 4.948490e-01 lambda=[5.969631e+00 6.000008e+00 6.000008e+00 6.031304e+00,.
iter= 5.034197e-01 -4.999940e-01 -4.999940e-01 4.965688e-01 lambda=[5.979654e+00 6.000003e+00 6.000003e+00 6.020764e+00.
iter= 5.022811e-01 -4.999974e-01 -4.999974e-01 4.977138e-01 lambda=[5.986390e+00 6.000001e+00 6.000001e+00 6.013796e+00.
iter=16 : x=[5.015213e-01 -4.999988e-01 -4.999988e-01 4.984764e-01 lambda=[5.990907e+00 6.000000e+00 6.000000e+00 6.009176e+00.
iter=17 : x=[5.010144e-01 -4.999995e-01 -4.999995e-01 4.989845e-01 lambda=[5.993929e+00 6.000000e+00 6.000000e+00 6.006108e+00,.
iter=18 : x=[5.006764e-01 -4.999998e-01 -4.999998e-01 4.993231e-01 lambda=[5.995948e+00 6.000000e+00 6.000000e+00 6.004068e+00.
iter=19 : x=[5.004510e-01 -4.999999e-01 -4.999999e-01 4.995488e-01 lambda=[5.997297e+00 6.000000e+00 6.000000e+00 6.002710e+00.
iter=20 : x=[5.003007e-01 -5.000000e-01 -5.000000e-01 4.996992e-01 lambda=[5.998197e+00 6.000000e+00 6.000000e+00 6.001806e+00.
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1.4. VEKTORITERATION 31

. . 2 (k)Y . . .
Die Quotienten (Az(_,; )i konvergieren fir 5 = 1,...,4 offenbar gegen den betragsgrofiten
J

Eigenwert 6. Die Folge *) konvergiert gegen einen Figenvektor zum Eigenwert 6.
Fiir den Startwert ) = (1,1,1,1)7 liefert die Potenzmethode folgenden Output:

iter= 1 : x=[5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01] lambda=[2
iter= 2 : x=[5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01] lambda=[2
iter= 3 : x=[5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01] lambda=[2
iter= 4 : x=[5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01] lambda=[2
iter= 5 : x=[5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01] lambda=[2

NNNNN
NNNNDN
N
—

Hier konvergiert das Verfahren gegen den betragskleinsten Eigenwert 2. Beachte, daf (¥

gerade ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist.

Wir untersuchen Konvergenzeigenschaften der Potenzmethode und treffen folgende An-
nahmen:
Annahme 1.4.3

0 esitze n linear unabhdingige Eigenvektoren v, ... 0" zu den Eigenwerten Ay, ..., \,.
) A besit li bhingige Et kt ! " zu den B ten A\ A

(11) Fir die Figenwerte Ay, ..., \, gelte
)\1:)\2:...:)\7« und ‘)\r‘>’)\r+l‘22‘)\n’7
d.h. der betragsgrif$te Eigenwert ist separiert.

(i4i) Nach (i) kann jeder Startvektor (9 dargestellt werden als

n
2O = E a;v?
J=1

mit eindeutigen Koeffizienten o; € C, j =1,...,n.

Wir setzen voraus, daf$ die zum betragsgrofiten Eigenwert gehorenden Eigenvektoren

1 r

vl ..., v" in der Darstellung von (%) tatsichlich vertreten sind, d.h. es gelte

z = Zajvj # 0.
j=1

Beachte, dal Annahme 1.4.3, (iii) im zweiten Teil von Beispiel 1.4.2 nicht erfiillt war.
Hilfsatz 1.4.4 (Wohldefiniertheit)

Unter Annahme 1.4.3 ist Algorithmus 1.4.1 wohldefiniert, d.h. es gilt ||z®| # 0 fiir alle

k=0,1,....

_ Zunichst bemerken wir, daf8 die Folge 2*) auch als
1
k) — = Ak,0
R )
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32 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

geschrieben werden kann. Fiir £ € N gilt
Zoz]AkUJ + Z a; ARy = Zozj)\kvj + Z oszkv’
j=r+1 j=r+1

Angenommen, es gilt A*z(®) = 0. Auf Grund der linearen Unabhingigkeit der Eigenvek-
toren folgt dann a;A} = 0 fiir j = 1,...,r und oz]/\k =0firj =r+1,...,n. GemaB
Annahme 1.4.3 (ii) ist \; # 0, sodal a; =0 fiir j = 1,..., 7 gelten muB. Dies steht jedoch
im Widerspruch zur Annahme z # 0 in Teil (iii) von Annahme 1.4.3. O

Da A; der betragsgrofite Eigenwert ist, folgt

k r
. Lok o) _ 1 i _ i
kh_)rgo)\—]fo —’Clirglo Za]vj+ Z a; )\1 v/ —Zlajv]—z.
J:

j=r+1

Fiir Komponenten z; # 0 folgt weiter

. (Al'(k))] . (AkJrlIL‘(O))j/\]f)\l Zj)\l
;}Lm (k) :klim Ak O N+ =M
o o (AR N T
und schliefilich
I Y )
| Ak O]
Zaj)\kv3+ Z o N5
Jj= j=r+1

Aol + Z A5
j=r+1

Ak (z—i— Zn: ; (ﬁ>kvj>
' L M
j=r

n )\_k'.
24+ > aj<)\—i> v

Jj=r+1

| ALl®

Da A¥/|A\f| fiir alle k auf dem kompakten komplexen Einheitskreis liegt, gibt es eine

konvergente Teilfolge mit

Abe
lim =7, |vl=1,
(=00 |AY|
und
z
&= lim gk = 4y
(=00 I3l
Wegen

Az = |l Z OéJAU] )\1 H H ZOZJUJ Alﬂz )\15%
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1.4. VEKTORITERATION 33

ist # Eigenvektor zum Eigenwert \;. Zusammenfassend haben wir gezeigt:

Satz 1.4.5 (Konvergenz)
Unter Annahme 1.4.3 gilt fiir die Potenzmethode

o (Az) ; .
klgg) (a:(—k))] =\ fir alle j mit z; # 0
J
und
lim z*0) = Pyi =
(=00 I=]]

fir eine Teilfolge {k¢}oen mit |y| = 1. & ist dabei ein Eigenvektor zum Eigenwert ;.

Der Umstand, dafl die Konvergenz gegen einen Eigenvektor nur fiir eine Teilfolge (k)gen
gilt, zeigt sich bei reeller Rechnung dadurch, daf die Folge ®) mit k& € N fiir \; € R,
A1 < 0 alternieren kann, d.h. man erhélt ab einer gewissen Iterationszahl £ ndherungsweise
abwechselnd den Vektor z*) und —z®*),

Aus theoretischer Sicht ist die Annahme z # 0 kritisch, da man a priori nicht weif, ob
der Startwert 29 die Bedingung z # 0 erfiillt. In der Praxis erweist sich dies allerdings in
der Regel nicht als problematisch, da diese Bedingung durch den Rundungsfehlereinflufl
i.a. numerisch erfiillt wird.

Bemerkung 1.4.6 (Rayleigh-Quotient)
Ist x # 0 ein (approximativer) Eigenvektor zum Eigenwert \, d.h. Ax = Az, so folgt durch

Multiplikation von links mit x*,

*A
AR L " x‘
T
Der Quotient auf der rechten Seite heifit Rayleigh-Quotient. Da z*) in Algorithmus 1.4.1
auf eins normiert ist, kann eine Niherung des Eigenwerts auch durch A% := z* Az be-

stimmt werden.

1.4.2 Inverse Iteration von Wielandt

Kennt man eine gute Niherung A fiir einen Eigenwert Aj der Matrix A € C™", so kann
man mit der Inversen Iteration von Wielandt den Eigenwert \; berechnen. Dabei
fiihren wir eine Spektralverschiebung fiir die Matrix A durch, indem die Matrix A — AT
betrachtet wird.

Algorithmus 1.4.7 (Inverse Iteration von Wielandt)

(0) Gegeben seien A € C™", tol > 0, X € C und ein geeigneter Startvektor z(©) € C,
2©) £ 0. Setze k = 0.
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34 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

(1) Berechne (soweit mdglich)

Yy = (A= )7L )

1
(k+1) __ (k+1)
T )Y
und N
(k) (k)
A("f):<5\+—x1 U Qi )
y§k+1) ygcﬂ)

(2) Falls ||Az® — )\gk)x(k)||2 <tol fireinl < j<n, STOP. Ansonsten setze k :=k+1
und gehe zu (1).

Zunéchst bemerken wir, daB die Inverse von (A — AI) existiert, falls \ kein Eigenwert von
A ist. In der Praxis wird die Inverse (A — A1)~ nicht explizit berechnet, sondern y*+1)
wird durch Losen des linearen Gleichungssystems (A — Vs Yy = 2(®) berechnet. Da
die Matrix A — A sich in den Iterationen nicht dndert, muf zu Beginn nur einmalig eine
LR~ (oder QR-) Zerlegung berechnet werden, so dafl pro Iteration nur eine Vorwérts- und
Riickwartssubstitution durchgefithrt werden musf.

Ein Vergleich mit der Potenzmethode zeigt, dafl die inverse Iteration von Wielandt nichts
anderes als die Potenzmethode angewendet auf die Matrix (A—XI)~! ist. Wir untersuchen
dazu die Eigenwerte der Matrix A — M bzw. die Eigenwerte einer reguldren Matrix B und

ihrer Inversen:

e Sei A ein Eigenwert von A, d.h. Az = Az. Subtraktion von Az auf beiden Seiten
liefert
(A= XDz = (\— Nz,

d.h. A — X ist Eigenwert von A — AI. Die Eigenwerte von A — AJ sind die um A
,verschobenen* Eigenwerte von A. Man spricht daher auch von einer Spektralver-

schiebung.

e Da wir an den Eigenwerten von (A — AI)~! interessiert sind, stellt sich die Frage,
wie die Eigenwerte A\ einer reguldren Matrix B mit den Eigenwerten der Inversen
B! zusammenhiingen. Aus Bx = Az folgt %x = B~'z. Damit ist p = % Eigenwert
von B7!, falls A Eigenwert von B ist. Zu beachten ist, dafl regulire Matrizen nur
Eigenwerte ungleich Null besitzen. Andernfalls wiirde Bx = 0 -2z = 0 fiir einen

Vektor x # 0 gelten, was ein Widerspruch zur Regularitiat von B ist.

Beachte, daf§ die zugehorigen Eigenvektoren in beiden Fillen unveréndert bleiben, d.h.

ist « Bigenvektor von A bzw. B, so auch von A — A bzw. B~L. Insgesamt stehen die
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1.4. VEKTORITERATION 35

Eigenwerte p von (A — M)~ mit den Eigenwerten A von A also in der Relation
1
SRS

Die inverse Iteration von Wielandt liefert also unter den Voraussetzungen von Satz 1.4.5

e den betragsgroften Eigenwert von (A — X)~! bzw.
e den betragskleinsten Eigenwert von A — M bzw.

e denjenigen Eigenwert von A, fiir den der Abstand zu A am kleinsten ist.

Um die Voraussetzungen zur Anwendbarkeit der Potenzmethode zu erfiillen, mufi A und

damit auch (A — AI)~" diagonalisierbar sein und es muf
0< |)\]—5\| < |)\k—5\|

fir alle Eigenwerte A\ # A; von A gelten. Satz 1.4.5 gilt dann analog.
Beispiel 1.4.8

Betrachte die symmetrische Matrix

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0o -1 -1 4

A besitzt die Eigenwerte 2, 6 sowie den zweifachen Eigenwert 4. Im folgenden wird z¥,

0,1,..., durch das Verfahren von Wielandt berechnet. Fiir jede Iterierte wird der

U
. )
Vektor \ = [ X\ + (z+1) . )\ + (z+1) berechnet.

Fiir den Startwert SE(O) = (1,0,0,0)" und A =15 liefert das Verfahren von Wielandt
folgenden Qutput:

iter= 1 [7.229135e-01 4.252433e-01 4.252433e-01 3.401946e-01] lambda= [2.823529e+00 1.500000e+00 1.500000e+00 1.500000e+00]
iter= 2 [56.452596e-01 4.930015e-01 4.930015e-01 4.653934e-01] lambda= [2.191682e+00 1.950000e+00 1.950000e+00 1.881356e+00]
iter= 3 [5.086528e-01 4.992817e-01 4.992817e-01 4.926539e-01] lambda= [2.036847e+00 1.994505e+00 1.994505e+00 1.973093e+00]
iter= 4 [5.016749e-01 4.999225e-01 4.999225e-01 4.984749e-01] lambda= [2.006986e+00 1.999390e+00 1.999390e+00 1.994192e+00]
iter= 5 : [5.003284e-01 4.999915e-01 4.999915e-01 4.996884e-01] lambda= [2.001347e+00 1.999932e+00 1.999932e+00 1.998787e+00]
iter= 6 : [6.000649e-01 4.999991e-01 4.999991e-01 4.999369e-01] lambda= [2.000263e+00 1.999992e+00 1.999992e+00 1.999751e+00]
iter=17 : [6.000129e-01 4.999999e-01 4.999999e-01 4.999873e-01] lambda= [2.000052e+00 1.999999e+00 1.999999e+00 1.999950e+00]
iter= 8 [5.000026e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 4.999975e-01] lambda= [2.000010e+00 2.000000e+00 2.000000e+00 1.999990e+00]
iter= 9 [5.000005e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 4.999995e-01] lambda= [2.000002e+00 2.000000e+00 2.000000e+00 1.999998e+00]
iter=10 [6.000001e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 4.999999e-01] lambda= [2.000000e+00 2.000000e+00 2.000000e+00 2.000000e+00]
oo
Die Quotienten A+ —2+ (z+1) konvergzeren firj=1,...,4 offenbar gegen den betragskleinsten

Eigenwert 2. Die Folge 9 konvergiert gegen einen Eigenvektor zum Eigenwert 2.

Bemerkung 1.4.9 (Rayleigh-Quotienten Iteration)
Es gibt eine Variante der inversen Iteration von Wielandt, bei der der Shift-Parameter \

in jeder Iteration durch
- (z®))* Az )
T (@)™
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angepafst wird, vgl. Bemerkung 1.4.6. Da sich die Matrix A=NoI in jedem Iterationsschritt
dndert, muf$ pro Iterationsschritt eine Zerlequng der Matriz berechnet werden, wodurch der
Aufwand pro Iteration von O(n?) auf O(n?) ansteigt. Man kann jedoch unter geeigneten
Annahmen zeigen, dafs die Folge mit kubischer Konvergengeschwindigkeit konvergiert. Ein
Beweis findet sich in B.N. Parlett: The symmetric eigenvalue problem. Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, 1980.

Fiir Beispiel 1.4.8 und Startwert 2 = (2/3,0,2/3,1)7 liefert die Rayleigh-Quotienten
Iteration den folgenden Output:

iter= 1 : x=[-3.620526e-01 -6.859943e-01 -3.048864e-01 -5.526066e-01] lambda=[ 1.263158e+00 2.666667e+00 1.000000e+00 2.206897e+00]
iter= 2 : x=[ 5.110455e-01 4.780878e-01 5.194118e-01 4.903835e-01] lambda=[ 2.048120e+00 1.905345e+00 2.071994e+00 1.965878e+00]
iter= 3 : x=[-4.999883e-01 -5.000228e-01 -4.999783e-01 -5.000106e-01] lambda=[ 1.999951e+00 2.000093e+00 1.999915e+00 2.000040e+00]
iter= 4 : x=[ 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01] lambda=[ 2.000000e+00 2.000000e+00 2.000000e+00 2.000000e+00]

1.5 QR-Algorithmus

Der folgende QR-Algorithmus ist einer der wichtigsten Algorithmen zur Bestimmung von
Eigenwerten. Im Gegensatz zu den bisherigen Verfahren approximiert das Verfahren nicht
nur einen Eigenwert, sondern — unter geeigneten Voraussetzungen — alle Eigenwerte auf
einmal. Zusétzlich erhdlt man noch zugehorige Eigenvektoren.

Die Grundidee des QR-Verfahrens basiert auf der Durchfithrung von Ahnlichkeitstranfor-

mationen
A=A0 _ AW ... glm) _, .. (1.6)

mit A® = (TO)71ACDTE j = 1,2 ... Beachte, da A und A® nach Satz 1.0.11 die-
selben Eigenwerte besitzen. Diese Vorgehensweise ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn
die Eigenwerte (und Eigenvektoren) von A® bzw. einem Grenzwert der Folge {A®} ein-
facher zu berechnen sind als die von A. Zudem sollte darauf geachtet werden, dafi die
Kondition des Eigenwertproblems fiir A®) nicht wesentlich schlechter als die des Eigen-
wertproblems fiir A ist. Ideal sind hier unitdre Matrizen 7. In seiner Grundform lautet
der QR-~Algorithmus wie folgt.

Algorithmus 1.5.1 (QR-Algorithmus)

(0) Setze A® = A e C™, VO =T und k = 0.

(1) Berechne z.B. mittels Householder-Transformationen oder Givens-Rotationen eine
QR-Zerlegung der Matriz A% gemaf

Ak) — Q(k) . R
mit unitdrer Matriz Q™ und einer rechten oberen Dreiecksmatriz R™).
(2) Setze A*+D) = RF) . QW) kD). V(B . QW) k= k + 1 und gehe 2u (1).
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1.5. QR-ALGORITHMUS 37

Zunichst bemerkt man, da A® und A®*V dieselben Eigenwerte besitzen, da der Uber-
gang von A% = Q® . R*) 7y

AG+HD — Rk Q(k) — (Q(k))* AR Q(k) — (Q(k))*l . AK) .Q(k)
eine Ahnlichkeitstransformation ist. Induktiv ergibt sich daraus

Ak — (Q(kfl) L AGR=D Q=)

)
= (QFM)~L. (Q(k—2))—1 e (Q(O))—l CA-QU L Q) L Q=) (1.7)
= (V). 4. %)

wobei V®) = QO . QM ... Q* =1 ynitér ist. Folglich besitzen A und sdmtliche Matrizen

A® k- =1,2, ..., dieselben Eigenwerte. Eine weitere niitzliche Eigenschaft liefert
Hilfsatz 1.5.2

Fiir die durch das QR-Verfahren 1.5.1 erzeugten Matrizen gilt fir k =1,2,...

AP = QO . QW ...k . RE-D ... p1) . RO),

IBEREE Vi zcigen die Behauptung durch Induktion nach k. Fiir k = 1 gilt A' = A =
Q© - RO Sei die Behauptung gezeigt fiir k. Dann folgt mit (1.7)

AkJrl — AAk

= AO.QO.QW.. ..ok . RE-1 . gk=2) . .. RO
LD 00 . g ...Q¢-1. AW . gU=1) . pH=2) . RO

Q(O) . Q(l) ce. Q(kfl) . Q(k) R L R L p(R=2) [ p(0)

O

Es stellt sich die Frage, ob bzw. wie der Algorithmus konvergiert. Wir untersuchen dies
zunéchst an einem Beispiel.
Beispiel 1.5.3

Betrachte die symmetrische Matriz

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0o -1 -1 4

A:

A besitzt die Figenwerte 2, 6 sowie den zweifachen Eigenwert 4.
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Anwendung des QR-Verfahrens auf A liefert folgende Iterationen:

5.9329 —0.2527 —0.2568 —0.0000 —0.6230 —0.4384 —0.4455 0.4703

o —0.2527 4.0311 0.0316 0.0629 v — 0.4895 —0.5837 0.4150 0.4975
B —0.2568 0.0316 4.0321 0.0640 |’ N 0.4895 0.4243 —0.5770 0.4975 |’

0 0.0629 0.0640 2.0040 —0.3641 0.5358 0.5445 0.5328

5.9988 —0.0347 —0.0347 0.0000 0.5172 0.4916 0.4917  0.4990

A00)  _ —0.0347 4.0006 0.0006 —0.0020 v (0) _ —0.4998 0.5092 —0.4908 0.5000
B —0.0347 0.0006 4.0006 —0.0020 |’ N —0.4998 —0.4909 0.5091 0.5000 |’

0 —0.0020 —0.0020 2.0000 0.4825 —0.5080 —0.5081 0.5010

6.0000 —0.0006 —0.0006 0.0000 0.5003 0.4999 0.4999  0.5000

A0 _ —0.0006 4.0000 0.0000 —0.0000 v(20) —0.5000 0.5002 —0.4998 0.5000
N —0.0006 0.0000 4.0000 —0.0000 |’ - —0.5000 —0.4998 0.5002  0.5000 |’

0 —0.0000 —0.0000 2.0000 0.4997 —0.5001 —0.5001 0.5000

6.0000 —0.0000 —0.0000 0.0000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000

—0.0000 4.0000 0.0000 —0.0000 —0.5000 0.5000 —0.5000 0.5000

AG0) v(30) _
—0.0000  0.0000  4.0000 —0.0000 ~0.5000 —0.5000  0.5000 0.5000

0 —0.0000 —0.0000 2.0000 0.5000 —0.5000 —0.5000 0.5000

Offenbar konvergiert die Folge { A"} ey gegen eine Diagonalmatriz, die die Figenwerte
von A enthdlt, die zudem noch entsprechend ihrer Grofie sortiert sind. Die Folge {Qk }ren
konvergiert gegen eine Matriz, deren Spalten Figenvektoren von A zu den jeweiligen Ei-
genwerten von A sind, wobei die erste Spalte Figenvektor zum Eigenwert 6, die zweite und
dritte Figenvektoren zum FEigenwert 4 und die vierte Eigenvektor zum Figenwert 2 sind.
Ein Blick auf die Diagonalelemente der Matrizen A®) zeigt ferner, daf der kleinste Eigen-
wert 2 sehr schnell sehr gut approximiert wird, wdhrend die grofferen Eigenwerte weniger

schnell approximiert werden.

Im folgenden werden wir zeigen, dal die Beobachtungen in Beispiel 1.5.3 kein Zufall
waren. Fine Schwierigkeit hierbei ist der Umstand, dafl QR-Zerlegungen nicht eindeutig
sind. Jedoch zeigt der folgende Hilfsatz, dafl QR-Zerlegungen sich nur durch sogenannte
Phasen unterscheiden, welche im wesentlichen einer Skalierung der Diagonalen von R
entsprechen. Ein dhnliches Resultat wurde in Numerik I bereits fiir die reduzierte (reelle)
QR-Zerlegung nachgewiesen.
Hilfsatz 1.5.4

Sei A € C™" invertierbar und A = Q) - R eine QR-Zerlegung mit einer unitiren Matrix
Q@ und einer rechten oberen Dreiecksmatriz R. Die QR-Zerlegung ist eindeutig, wenn die
Phasen exp(ip;) der Diagonalelemente r;; = |rj;|exp(ig;) mit ¢; € R, j =1,...,n,
fest vorgegeben sind. Die Matrizen (Q und R hdngen dann stetig von A ab.

_ Sei A= Q- R = Q- R, wobei die rechten oberen Dreiecksmatrizen R und R
dieselben Phasen besitzen, d.h.

i = |rijlexplie;), 75 = |F lexpliv;), j=1,...,n
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Beachte, daf R und R invertierbar sind. Folglich gelten rj; 7 0und 7;; # 0, wodurch die
Phasenargumente ¢; € [0, 27) eindeutig definiert sind.

Aus Q-R = Q-Rfolgt Q~'-Q = R-R~'. Links steht eine unitire Matrix, rechts eine obere
Dreiecksmatrix, die damit auch unitéar ist. Nun kann man sich iiberlegen, dafl jede unitére

rechte obere Dreiecksmatrix eine Diagonalmatrix sein muf}, deren Diagonalelemente den
Betrag eins haben. Also gilt D = Q- Q = R- R~! mit

g = i _ gl explipg) _ |m)
)

= - = >0
rig Irijlexp(ie;)  |rjl

und |d; ;| = 1. Notwendig ist dann D = [ und somit () = Q, R=R.

Die stetige Abghéngigkeit der QR-Zerlegung folgt, indem man beispielsweise die Rechen-
schritte des Gram-Schmidt-Verfahren zur Konstruktion einer QR-Zerlegung untersucht.
O

Unter Ausnutzung des Hilfresultats iiber die Eindeutigkeit der QR-Zerlegung zeigen wir
nun das Hauptresultat dieses Abschnitts. Hierin wird die Berechnung der QR-Zerlegung
nicht weiter eingeschrinkt, wodurch dann jedoch Phasenmatrizen zur Normierung der
QR-Zerlegung ins Spiel kommmen. Umgekehrt konnte man im folgenden Satz die Pha-
senmatrizen vorschreiben, was nach Hilfsatz 1.5.4 die Eindeutigkeit der QR-Zerlegung zur
Folge hétte.

Satz 1.5.5 (Konvergenz des QR-Algorithmus)
Sei A € C™" diagonalisierbar mit T-*AT = A, wobei A Diagonalmatriz mit den Eigen-

werten Ay, ..., A\, von A sei. Desweiteren gelte
|A1] > A2 > ... > |\ > 0. (1.8)

Die Matriz T~ besitze eine LR-Zerlegung mit einer normierten unteren Dreiecksmatriz
L und einer oberen Dreiecksmatriz R.

Dann gibt es Phasenmatrizen

explip]”)
S(k):: '-' , g0§-k)E]R,j:1’,__’n’
exp(iph”)
mit
lim (S(k_l))* AR gk=Y) — im (S(k:))* R L gk=1) _
k—oo s oo .
An
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und

Insbesondere gilt

_ Nach Hilfsatz 1.5.2 gilt
AR = QO . oW ... .g®) . g . pl=1) . RO) (1.9)

wodurch eine QR-Zerlegung von A¥*1 gegeben ist (beachte: das Produkt rechter oberer
Dreiecksmatrizen ist wieder eine rechte obere Dreiecksmatrix).
Da A nach Voraussetzung diagonalisierbar ist und 7! eine LR-Zerlegung besitzt, ist eine

weitere QR-Zerlegung von A¥T! gegeben durch

Ak+1 — T'Ak+1‘T_1
= Q-R-A"*'.L.R
— 0. <Z_-L>_Ak+1‘L_Af(k+l)) AR R

_ Q.<Q(k+1) Rk+1) AR R (1.10)

wobei Q- R eine QR-Zerlegung von 7 und Q- R eine QR-Zerlegung von R-A*1. L. A=(*+1)
seien. Q, R, Q*+D und R*+Y seien dabei so gewihlt, daff die Diagonalelemente von R
und R* positiv sind.

Fiir die Elemente von A¥*!. L. A=(F+1 gilt

0, falls 7 < j,
(AR L AT N = L falls i = j, (1.11)
w7 k+1
(i‘—;) gi,j; falls 7 > J-

Mit (1.8) folgt daraus
lim AP LAY =

k—o00

und weiter

lim R-A* . L. A® D — R T.R.

k—o0

Fiir die QR-zerlegung von R - AF*1. L. A=+ folgt dann mit Hilfsatz 1.5.4

lim Q*+Y =T, lim R*D = R (1.12)

k—o00 k—o00

und weiter

lim Q- Q") = Q.

k—o0
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Da durch (1.9) und (1.10) QR-Zerlegungen von A**! gegeben sind, folgt nach Hilfsatz 1.5.4
die Existenz einer Phasenmatrix S*) mit
(SWy. RE) ... R . RO — R AR+ R
Q(U) . Q(l) e Q(k) gk — Q . Q(’H‘l).

Mit (1.12) folgt
lim Q© . QW ... QM . ) — (),

k—oo

Zusammen mit (1.7) erhalten wir nun die Aussagen des Satzes:

lim (S(k))* AR D gR) — lim (Q(O) c QW) S(k))‘1 A0 QO Q)L g(k)

k—oo k—o0
Q1-A9.Q
= R- T A9.TR™!
= R-A-R7!
A1k ek
B oL %
An
Fiir die Diagonalelemente gilt
((S(k))* AU+ S(k))j,j _ exp(—igogk))aﬁﬂ) exp(igo§k)) _ ag«i«ﬂ),

woraus aus der obigen Konvergenz die Konvergenz der Diagonalelemente von A®+1) gegen
die Eigenwerte von A folgt.

Weiter gilt

lim (S®)* . QW+D . g+ —  im (S®)=L. (QW)~L... Q)7L Q... QU+D . gk+D)

k—oo k—o0

- Q'Q
= I

Aus AG+D) — Q(k:-i-l) . R(k+1) folgt

k—o00 k—o0
— khm (SEFDYe . (QUHDYx L gk) L (gR)yx . gGkH1) . gk)
Al * e *
B *
An
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Folgerungen und Bemerkungen:

(i) Ist Ain Satz 1.5.5 reellwertig, so erzwingt (1.8), dafl A nur reelle Eigenwerte besitzen

darf. Zudem sind die Diagonalelemente der Phasenmatrizen dann stets +1 oder —1.

(ii) Aus (1.11) 1aBt sich ablesen, dafi die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens

bestimmt wird durch die Quotienten

i> .

Je kleiner dieser Quotient ist, desto schneller konvergiert das QR-Verfahren. Liegen
die Eigenwerte hingegen nahe beieinander, so ist eine sehr langsame Konvergenz zu

erwarten.

(iii) Analysiert man den Beweis genau, so stellt man fest, dal die Forderung, daf§ 7!
eine LR-Zerlegung besitze, nicht wesentlich ist. Der Beweis liesse sich analog mit
einer geeigneten Zeilenpermutation von 7! fiihren, welche stets eine LR-Zerlegung
besitzt. Die Eigenwerte erscheinen dann jedoch ebenfalls permutiert auf der Diago-

nalen.

(iv) Hat man mit dem QR-Verfahren Approximationen von Eigenwerten berechnet, so

lassen sich diese mit der inversen Iteration von Wielandt weiter verbessern.

(v) Beachte, daf die Voraussetzungen des Satzes 1.5.5 in Beispiel 1.5.3 nicht erfiillt sind.
Der QR-Algorithmus liefert hier dennoch das richtige Resultat.

Bemerkung 1.5.6 (LR-Algorithmus von Rutishauser)
FEin zum QR-Algorithmus analoges Verfahren erhdlt man, indem in Algorithmus 1.5.1
an Stelle der QR-Zerlegung von A®) eine LR-Zerlegung A® = L® R® mit einer nor-

%) und einer rechten oberen Dreiecksmatriz R™*)

mierten linken unteren Dreiecksmatrixz L
verwendet wird. Hierfir gelten dhnliche Konvergenzaussagen, jedoch sind die Ahnlichkeit-

stransformationen anfdlliger fiir Rundungsfehler als beim QR-Verfahren.

1.5.1 Der QR-Algorithmus in der Praxis

In jedem Schritt des QR-Algorithmus 1.5.1 kann die benétigte QR-Zerlegung prinzipiell
mit Hilfe von Householder-Transformationen oder Givens-Rotationen ermittelt werden.
Dies erfordert pro Iterationsschritt jedoch einen Aufwand von O(n?) Operationen.

Der Aufwand pro Iterationsschritt kann auf O(n?) Operationen reduziert werden, in-

dem die Matrix A zunichst in einem Vorschritt wie in Abschnitt 1.6 beschrieben auf
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Hessenbergform bzw. Tridiagonalform transformiert wird. Dies erfordert einen einmali-
gen Aufwand von O(n?) Operationen. Anschliefend wird der QR-Algorithmus auf die
Hessenberg- bzw. Tridiagonalmatrix angewendet.

Definition 1.5.7 (Hessenbergmatrix)
Matrizen A = (a;;) mit a;; =0 fir j <i— 2, d.h. Matrizen der Form

@11 A12 T QA1n

Q21 A2 T A2n,
E C’I’LXTL’

Qpn—1 Qnn

heifsfen Hessenbergmatrizen.

Ist die Transformation auf Hessenbergmatrix erfolgt, startet das QR-Verfahren, wobei

jetzt in jedem Iterationsschritt spezielle Givens-Rotationen

1
1
c —S — 1
1
Tij (673) =
1
s c — 7
1
1

T T

1

mit geeignet gewihlten Werten ¢ und s mit ¢® + s*> = 1 dazu verwendet werden, die

Subdiagonalelemente der Hessenbergmatrix zu Null zu rotieren. T;;(c, s) beschreibt eine
Drehung in der durch die Einheitsvektoren e; und e; aufgespannten Ebene um den Winkel
¢, der durch ¢ = cos(¢) und s = sin(¢) festgelegt ist.

Algorithmus 1.5.8 (QR-Verfahren fiir Hessenbergmatrix mit Givens-Rotationen)
(0) Sei A € C™™ in Hessenbergform gegeben. Setze A©) .= A, V© .= T und k = 0.

(1) Berechne QR-Zerlegung A®) = Q® . R%) mittels Givens-Rotationen:

Setze Q) = T.
For:=1,...,n—1do
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(1,0), falls w =0,
c,s) = (k) (k)
( ) (a;z , _az;;l,z) , SOHSt

Setze R®) .= AK),

(2) Setze AR+Y) = R . Q) k) .— (B . QW) k.= k4 1 und gehe zu (1).

Erlduterungen:

(i) In Schritt (1) des Algorithmus werden sukzessive die Subdiagonalelemente der Hes-
senbergmatrix A® durch Anwendung der Givensrotationen Tiiv1(ciysi),i=1,...,n—

1, zu Null rotiert, wodurch eine Zerlegung der Form
Tnfl,n(cnflv Snfl) e 'T1,2(01, 51) AW = R(k)

erzeugt wird. Mit Q) = Ty 5(c1, 81)* -+ Ty1.0(Ca1, 8n_1)* wird dadurch eine Zer-
legung A®) = Q") . R*) erzeugt. Der Aufwand betrigt O(n?).

(ii) Beiden Matrixmultiplikationen in (1) und (2) wird die Strukur der Matrizen T} ;11 (¢4, s;)
ausgenutzt, so dal der Aufwand nur O(n?) betrigt.

(iii) Mit A® ist auch die Matrix A®*Y eine Hessenbergmatrix. Dies folgt aus der Dar-
stellung

AR+ pk) Q(k)
= R™ -Tis(c1,51)" Tuoin(Cat, 501)"

Die Multiplikation R® - T} 5(cy, s1)* beeinflufit nur die Spalten 1 und 2 von R®
und hierin nur die Zeilen 1 und 2, da R"¥) rechte obere Dreiecksmatrix ist. R® -
T15(cy,51)" ist somit mit Ausnahme des Elements (2,1) immer noch rechte obe-
re Dreiecksmatrix. Induktiv sieht man, daf§ die weiteren Multiplikationen lediglich

Eintréige auf der Subdiagonalen ergéinzen, so da8 A**!) Hessenbergform hat.
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Analog kann man zeigen, dafl Tridiagonalstruktur ebenfalls erhalten bleibt, falls A

hermitesche Tridiagonalmatrix ist.

1.5.2 Konvergenzbeschleunigung durch Shift-Techniken
Im Beweis von Satz 1.5.5 haben wir gesehen, dafl die Konvergenzgeschwindigkeit des
QR-Verfahrens durch die Quotienten |A;|/|\;| mit ¢ > j bestimmt wird. Mit Hilfe von

Spektralverschiebungen (Shift-Techniken) kann die Konvergenz beschleunigt werden.

Algorithmus 1.5.9 (QR-Algorithmus mit Shift)

(0) Setze A® = A e C, VO =T und k = 0.
(1) Wihle einen Shift-Parameter uy und berechne eine QR-Zerlegung
AW — T =Q® . R
mit unitdrer Matriz Q™ und einer rechten oberen Dreiecksmatriz R™).

(2) Setze A+ = RF) QW) 4y 1, VD .= VB . QW) k= k + 1 und gehe 2u (1).

Die Addition des Terms px/ in Schritt (2) macht den Shift des Spektrums in Schritt (1)
bei der Berechnung der QR-Zerlegung wieder riickgingig. Dies ist notwendig, da A®*) und
AU+ ansonsten nicht dieselben Eigenwerte hétten.

Bei der Wahl des Schift-Parameters u;, werden in der Regel folgende Varianten verwendet:

(i) Rayleigh-Quotienten-Shift: i = a;’fL

i1) Wilkinson-Shift: y;, ist der am néchsten an agﬂ% liegende Eigenwert der Matrix
2 ) g g

Ziel dieser Methoden ist es, den kleinsten Eigenwert von A moglichst gut zu approximieren.

(k)

nn—1 Ddherungsweise ver-

In der Praxis tritt mitunter der Fall auf, daf§ das Element a

schwindet, d.h.
AR
Ak — ( 1 .
An,n

mit einer Hessenbergmatrix A§’“). Dieser Fall heifit Deflation und agle ist dann ein Eigen-
wert von A® bzw. A. Deswegen geniigt es, das QR-Verfahren nur noch auf die kleinere

Matrix Agk) anzuwenden.
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Analog kann verfahren werden, wenn andere Subdiagonalelemente (ndherungsweise) zu
Null werden, so daB A®) zerfillt in

mit Hessenbergmatrizen Agk) und Agk). Da das charakteristische Polynom von A*) sich in
diesem Fall aus dem Produkt der charakteristischen Polynome von Agk) und Aék) ergibt,
geniigt es, das QR-Verfahren getrennt auf Agk) und Agk) anzuwenden.

Beispiel 1.5.10

Betrachte wiederum die symmetrische Matriz

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0 -1 -1 4

A:

A besitzt die Figenwerte 2, 6 sowie den zweifachen Eigenwert 4.

Wir wenden das QR-Verfahren mit Rayleigh-Quotienten-Shift an. Nach nur einer Itera-
tion erhalten wir

4.0000 2.0000 —0.0000 0.0000 0 —0.7071 0.2357 —0.6667

AW 2.0000 4.0000 —0.0000 —0.0000 v — 0.7071  —0.0000 —0.6667 —0.2357
0 0.0000 4.0000 —0.0000 |’ 0.7071  —0.0000 0.6667 0.2357

0 —0.0000 —0.0000 4.0000 0 —0.7071 —0.2357 0.6667

Der rechte untere 2 x 2-Block in AW ist eine Diagonalmatriz und liefert gerade den
2-fachen Eigenwert 4. Die letzten beiden Spalten von V) sind zugehirige Figenvektoren.

Das Problem zerfillt in zwei Teilprobleme und wir kénnen den QR-Algorithmus nun an-
wenden auf die Teilmatriz

A _ (40000 2.0000
! 2.0000 4.0000 |

Das Verfahren mit Rayleigh-Quotienten-Shift fiihrt hier nicht weiter, sondern stagniert.
Das QR-verfahren ohne Shift liefert

200 _ 6.0000 0.0001 (10 _ 0.7071 —0.7071
B 0.0001 2.0000 /' ~\ o7om1  o7071 |

Ubungsaufgabe: Bestimmen Sie Eigenvektoren zu den Eigenwerten 6 und 2 mit Hilfe
der Matrizen des QR-Verfahrens.
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1.6 Reduktionsverfahren

Die Idee der Reduktionsmethoden besteht darin, eine Matrix A € C**" durch eine Folge
von Ahnlichkeitstransformationen (1.6) auf Tridiagonal- oder Hessenbergform zu trans-
formieren und Eigenwerte und Eigenvektoren der transformierten Matrix anschliefend
mit dem QR-Verfahren zu berechnen. Gelingt es, Eigenwerte und Eigenvektoren von A

zu berechnen, so sind die Eigenvektoren von A gegeben durch die Transformation
Az =2\, 2 #£0 & AT = \T#, T# #0,
d.h. ist # Eigenvektor von A, soist © =T4% Eigenvektor von A.

1.6.1 Das Verfahren von Lanczos

In diesem Abschnitt stellen wir das Lanczos-Verfahren zur Reduktion einer hermiteschen
Matrix auf Tridiagonalgestalt vor, welches besonders fiir grofle, diinn besetzte Matrizen
geeignet ist.

Das Lanczos-Verfahren basiert auf der iterativen Berechnung einer orthonormalen Basis

der Krylov-Unterrdume
Kn(q, A) = span{q, Aq, A%q, ..., A" g}, m>1, Ko(q,A) = {0}

fiir einen gegebenen orthonormalen Vektor ¢ mit ||¢||2 = 1 und einer hermiteschen Matrix
A=A e Cmm,

In Schritt ¢ des Verfahrens werden eine tridiagonale Matrix

o1 72
g6 — Y2 02 c Cixi
' Vi
Yi 0
und eine unitire Matrix Q) = (¢',...,¢") € C™ konstruiert mit
AQW = QW JW 4~ g el e;=(0,...,0,1)T e R". (1.13)

Diese Iteration wird solange durchgefiihrt, bis erstmals «;,4; = 0 fiir einen Index 7 gilt. In
diesem Fall verschwindet der stérende Term 7; 414 *'e; und es gilt AQ() = Qo) J(io),
Wegen

Jtio) o — e, 40 - AQ(io)x _ Q(io)J(io)x _ /\Q(i‘))x

ist jeder Eigenwert A von J() auch Eigenwert von A. Die Umkehrung gilt allerdings nur,
wenn ig = n gilt und das Verfahren nicht vorzeitig mit einem Index ig < n abbricht
(beachte die Dimensionen von Q® und J®!). Bricht das Verfahren nicht vorzeitig ab, so

ist A #hnlich zur Tridiagonalmatrix J™.
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Es bleibt zu kldren, wie die Daten d;, v; und ¢* berechnet werden kénnen. Liest man (1.13)

spaltenweise, so folgt mit der Konvention ~v;¢" := 0 die Rekursionsformel

A¢ =74+ 64" + Y™, > 1 (1.14)
Auflésen nach ¢*™! und die Forderung der Normiertheit liefert fiir v;,; # 0 die Beziehungen
i+1 L
q = r (1.15)
. ’YZ+.1 . .
ro= Ag =g =i, (1.16)
Yier = [Ir]l2- (1.17)

Die gewiinschte Orthonormalitit der Vektoren ¢ liefert weiter
(¢")"Aq" = i(q") ¢ + (") " +7ira(q") ¢ =4, (1.18)

Rein formal kénnen wir den obigen Prozess mit einem Vektor ¢ mit ||q||o = 1 starten und
erhalten folgenden Algorithmus, wobei noch ein Hilfsvektor u® := A¢® — v;¢* ! verwendet
wird, so daB r’ = u’ — §;¢" und §; = (¢*)*u’ gelten.

Algorithmus 1.6.1 (Lanczos)
Input: A € C"™™ hermitesch, ¢ € C™ mit ||q|2 = 1.
Output: 19 mit v, =0, 0;, Vi, 1 =1,...,79 — 1.

(0) Setzev:=q,r:=0, v, =1,i=1.
(1) Falls v; =0, STOP.

(2) Falls i # 1, setze

t = v,
1
v o= —,
i
ro= =t
(3) Setze
r o= Av+r,
0; = v'r,
r o= r—ouv.

(4) Setze iy :=1i,i:=1+1, v :=||r]|2. Gehe zu (1).
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Beachte, dal nach Schritt (3) stets v = ¢ gilt. Pro Iteration betriigt der Aufwand 6n
zuziiglich einer Matrix-Vektor-Multiplikation Av. Insbesondere fiir grofie, diinn besetzte
Matrizen ist der Aufwand fiir Av abhéngig von der Anzahl der Nicht-Nullelemente und
daher sehr kostengiinstig.
Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen der Zahl ¢y und der Dimension des
Krylovraums K,,(q, A) her.

Satz 1.6.2
Seimg der grifte Indexm, so daf$ diim(K,,(q, A)) = m gilt (die Vektoren q, Aq, ..., A™1q
sind somit linear unabhdingig).

Dann gilt:
(a) Der im Lanczos-Alorithmus berechnete Wert iy ist gleich my.

1e durc 14)-(1.1 efinierten Vektoren q*,...,q™° definieren eine Orthonor-
b) Die durch (1.14)-(1.18) defi Vek ! defi Orth
malbasis von K, (q, A).

_ Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach j.
Fiir j = 1 ist ¢' = ¢ wegen ||q||2 = 1 eine Orthonormalbasis von K;(q, A) = span{q}.
Seien nun fiir ein j > 1 orthonormale Vektoren ¢', ..., ¢’ mit (1.14)-(1.18),

span{q',....q'} = Ki(q,A)  Vi<j

und 7% # 0 fiir 4 < j gegeben.

Zu zeigen sind die Behauptungen fiir j+ 1, falls r; 0 gilt (andernfalls wére ;41 = 0 und
der Algorithmus terminiert). Ist r; # 0, so ist 7,41 # 0 und 6, und ¢! sind wohldefiniert.
Nach Konstruktion gilt ||¢7*![], = 1.

Wir zeigen, dafl ¢! orthogonal zu ¢*, i < j, ist.

Mit (1.14), (1.18) gilt fiir ¢ = j nach Induktionsannahme:

Vi) @ = () A = 6;(¢) ¢ = 0.
Firi=j5—1 gilt
Vit (@) T = (YA — (@) T = () A —

und wegen
AP = a0 T e
folgt aus der Orthonormalitdt von ¢/ und ¢* fiir ¢ < j sofort (A¢')*¢/ = 7; = v; und

somit (¢~ 1)*¢/T! = 0, wobei A = A* ausgenutzt wurde.
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Fiir i < j — 1 folgt mit (1.14) in analoger Weise

(@) T = (d') Ad = (Ag')"¢’ = 0.
Dies zeigt die Orthogonalitiit der Vektoren ¢',..., ¢t
Fiir i < j gilt

span{q’,...,q'} = Ki(q, A) C K;(q, A).

Damit gilt auch A¢? € K;11(q, A). Aus (1.15) folgt ¢/ € span{¢’~', ¢/, A¢} C K;11(q, A).
Insgesamt gilt also span{q',...,¢""'} C K;;1(¢, A) und, da¢',..., ¢! orthonormal sind,

Kj-‘rl (Q7 A) = Span{qla cee 7qj+l}'

Insbesondere gilt deshalb auch j + 1 < my = maxdim(K,,(q, A)) und somit iy < my.

Andererseits gilt nach Definition von i
Ag" € span{q® ', ¢"} C span{q’, ..., "} = Ki)(q, A).

Wegen
Aq' € spanf{q',..., """} = Kita(q, A) C K;y(q, A)

fir ¢ < iy folgt AK;,(q,A) C K;,(q,A). Also ist K;,(q, A) ein A-invarianter Unterraum
und es gilt ig > myg, weil K,,,(q, A) der erste A-invariante Teilraum unter den K,,(q, A)

ist. Damit ist 79 = mg gezeigt. O

Theoretisch kann das Lanczos-Verfahren mit einem Index iy < n abbrechen. In der Pra-
xis wird der Fall v;,41 = 0 jedoch auf Grund von Rundungsfehlern in der Regel nicht
auftreten.
Die vom Verfahren berechneten Vektoren ¢' sind theoretisch orthonormal, was in der
Praxis allerdings wiederum durch Rundungsfehler schnell verloren gehen kann. Es gibt
Varianten des Verfahrens, die die berechneten Vektoren in jedem Schritt mit einem Gram-
Schmidt’schen Verfahren re-orthonormalisieren.
Die Eigenwerte der Matrix J) konnen effizient mit dem QR-Verfahren aus Abschnitt 1.5
berechnet werden. Eine alternative Methode basiert auf der Berechnung der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms von J() welches fiir hermitesche Tridiagonalmatrizen
rekursiv und effizient ausgewertet werden kann. Die Berechnung der Nullstellen kann mit
dem Bisektionsverfahren oder dem Newtonverfahren erfolgen. (— Ubungsaufgabe!)
Beispiel 1.6.3

Betrachte die symmetrische Matrix
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A besitzt die Figenwerte 2, 6 sowie den zweifachen Eigenwert 4.
Das Lanczos-Verfahren mit ¢ = (1,0,0,0)" bricht mit ig = 3 (also v4 = 0) ab und
berechnet eine Zerlegung AQW = QB JB) mit

0 0
—1/v/2 0
—1/v/2 0

0o 1

4 V2 0
JO =1 v2 4 2|, QY =
0 V2 4

o O O =

Die Matriz J® besitzt die Eigenwerte 2,4, 6.

Bemerkung 1.6.4
Es gibt eine Variante des Verfahrens fiir nicht hermitesche Matrizen, welche auf das
BiCGSTAB-Verfahren fiihrt.

1.6.2 Reduktion auf Hessenbergform

Ziel ist es, eine allgemeine Matrix A € C™*" auf sogenannte Hessenberg-Gestalt zu trans-
formieren, vgl. Definition 1.5.7.

Im folgenden verwenden wir unitéire Householder-Matrizen 7®) in (1.6). Wir nehmen an,
daf das Verfahren startend mit A® = A firein 0 <i<mn—1 fortgeschritten ist bis

af) af) aoff  all | alhe oo al),
ag,)l ag,)z T aél% agz,)i—l—l aéZ,ZH T ag,zl
A0 — az(,i)—l ag,li az(,li)—i-l az(,lz')+2 ag,zn . Agl) ‘ Ag)
= O @) ) =\ 70T 1[40 |
Cit1i Y11 | Dit1,i+2 Qit1,n a 3
a§22,z'+1 az('22,i+2 e a1(22,n
aff,)m aﬁf,)m T (17(11,)71

(1.19)
wobei A € CE+D*(+1) Hessenbergmatrix sei und A € Ci+Dx(m—i=1) Al ¢ Cln-i-Dx(n—i-1),
0# al) = (a§22,i+17 .. ;aff,)m)T € Cr
Die ersten i Spalten von A® liegen also bereits in Hessenbergform vor.

Da a(® #£ 0 vorausgesetzt ist, kénnen wir eine unitire Householdermatrix

H =1 2 4 e Clmi-Dx(n—i-1)
*U (2

7 Y

@
. _ , . e o, ,
konstruieren mit H;a® = k;e;, wobeie; = (1,0,...,0)" € R und k; = —%Ha(z)\b
Ao i+1

gelten, wobei die Konvention 0/0 = 1 im Fall ag% +1 = 0 beachtet wird. Die Matrix H;
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52 KAPITEL 1. EIGENWERTPROBLEME

ist definiert durch den Vektor

_ 1 a® aEQQ,H—l '
 la®]l2 lallyinl
i+2,i+1

(%

Definiere die unitire Matrix 701 mit (70+D)* = (T0+1))=1 = 7+ durch
T(i+1) — ! 0
0| H;

AGFD (TG~ 46 pGtD) D) | g6 )

(1o AY AP (1] o0
- \o|H 0]a® | Ay 0| H,
B AP Al I|o
N 0| Hia® | HAD 0| H,

N Agﬂm)

und

AY | AP s,

Ist a = 0, so kann H; = I gewihlt werden. Die Matrix ACTY hat formal dieselbe Struktur
wie A®, wobei nun die ersten i 4+ 1 Spalten in Hessenbergform vorliegen. Das Verfahren
kann nun mit der Matrix HiAéi)Hi fortgesetzt werden. Insgesamt wird die Matrix A = A©

so in n — 2 Schritten auf eine &hnliche Hessenbergmatrix

A=T"1 AT T=T1TW.7® .. 70h-2)

Y

transformiert, welche dieselben Eigenwerte wie A besitzt. Zusammenfassend erhalten wir

Algorithmus 1.6.5 (Reduktion auf Hessenbergform)
Gegeben: Matriz A € C™", Setze A©) := A.
Output: Matriz A2 € C*™" in Hessenbergform, welche dhnlich zu A ist.

Firi=0,2,...,n—2:

Seien A(li), A;i), Agi) und a® definiert gemdfs (1.19).
Falls ||a®]|; = 0, setze H; = I, AQ“) = AS’ und A:(;H) = Afj).

© 2010 by M. Gerdts



1.6. REDUKTIONSVERFAHREN 23

Andernfalls setze

(1)
1 (9) Qiy2iv1

I P
f = =,

w = BAP),

y = pAY,

z = ﬁA:()f)U,

und setze AS“) = A(;) —y-v* and Aéiﬂ) = A:()f) —v-w =zt 4 fwrv v vt

Der Aufwand (Multiplikationen und Divisionen) im i-ten Schleifendurchlauf betragt

v @ 2(n—i—1)
6 n—i—1

w,z : 2ln—i—1)(n—i—1)+2(n—i—1)
y @ (i+1)n—i-1)+@G+1)

AP i+ ) n—i—1)

AP A —i—D(h—i—1)+n—i—1)

Insgesamt ergibt sich ein Aufwand von

[\

n—

(6<n—¢—1)(n—¢—1)+(n—¢_1)(6+2(¢+1))+¢+1):gn3+0(n2).

~
Il
o

Spezialfall:
Ist A hermitesch, so liefert die obige Prozedur eine hermitesche Tridiagonalmatrix A.
Denn: Im hermiteschen Fall gilt beginnend mit ¢ = 0 induktiv Ag) = (A:(f))* und

= (ole) = (0 )

und weiter

Wy _ [ 0 _ 0 = " -
Ay H; = ( (a(i))* )Hi B ( (a(i))*Hi ) N ( (Hia(i))* ) - ( if@'e:" ) '

Damit ist auch A1 wieder hermitesch und die ersten i + 1 Spalten besitzen Tridiago-

nalstruktur.
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Beispiel 1.6.6

Betrachte die symmetrische Matriz

-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0 -1 -1 4

A besitzt die Figenwerte 2, 6 sowie den zweifachen Eigenwert 4.
Das Reduktionsverfahren liefert

4 V2 0 0
V2 4 =2 0
0 —v2 4 0|’
0 0 0 4

0 0 0

~1/vV2 0 1/V2

—1/vV2 0 —1/V2
0o -1 0

A= A6 _ T

o O O =

Die Matriz A ist tridiagonal und symmetrisch und besitzt ebenfalls die Eigenwerte 2,4,4,6.

Bemerkung 1.6.7
Analog zur Verwendung von Householder-Transformationen kénnen auch Gauss- Elimina-
tionsschritte mit Pivoting verwendet werden, um eine Matriz auf Hessenbergform zu trans-

formieren. Diese sind kostengiinstiger, aber weniger stabil als Householder- Transformationen.
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Kapitel 2

Einschrittverfahren zur L6sung von

Anfangswertproblemen

Differentialgleichungen treten in vielen Bereichen auf. Wir betrachten einige einfiihrende
Beispiele.

Beispiel 2.0.1 (Aufstieg einer Rakete)
Fine Rakete mit der Anfangsmasse m(0) = mq startet zum Zeitpunkt t = 0 aus der
Ruhelage auf der Erdoberfliche mit Anfangshdohe h(0) = 0 und wird senkrecht nach oben
geschossen, vgl. Abbildung 2.1.

Abbildung 2.1: Das Raketen-Problem: Vertikaler Aufstieg einer Rakete.

Die Funktion u(t) > 0 sei eine gegebene Funktion, die die Schubkraft zum Zeitpunkt t
angibt. Die zeitliche Hohenbewegung der Rakete ist durch das Newton’sche Gesetz

Kraft = Masse x Beschleunigung
gegeben:
m(t)h"(t) = —m(t)g + u(t) .
—— ~—~
Erdanziehung  Schub
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Wir nehmen an, dafS der Treibstoffverbrauch proportional zur Schubkraft ist, so daf$ die
Anderung der Masse durch die Differentialgleichung

m'(t) = —c- u(t)

gegeben ist. Luftwiderstinde werden vernachlissigt.
Insgesamt erhalten wir folgendes Anfangswertproblem erster Ordnung, welches den Auf-

stieg der Rakete beschreibt:

() = wv(t), h(0) =0,
V() = —g+ =l v(0) =0,
m'(t) = —c-u(t), m(0) = my.

Hierin sind g = 9.81 [m/s] und ¢ > 0 gegebene Konstanten und u(t) > 0 eine gegebene
Funktion.

Das folgende Beispiel liefert ein Modell fiir die Radaufhdngung eines Autos, welches haufig
fiir Komfortuntersuchungen verwendet wird.
Beispiel 2.0.2 (Gedidmpfte Schwingung)
Fine von auflen durch eine Kraft u(t) angeregte Schwingung geniigt unter der Vorausset-
zung, daf die rickstellende Federkraft proportional zur Auslenkung x(t) ist, der Bewe-
gungsgleichung
mx" (t) + da' (t) + cx(t) = u(t),

wobei ¢ > 0 die Federkonstante, d > 0 die Dampferkonstante und m > 0 die Masse
des Schwingers bezeichnen, vgl. Abbildung 2.2. Dies ist ein sehr einfaches Modell fiir
die Radaufhingung eines Autos. Zum Zeitpunkt t = 0 sei das System (etwa durch eine
Bodenunebenheit) ausgelenkt: x(0) = xo und z'(0) = .

Abbildung 2.2: Modell einer Radaufhéngung.
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Die Bewegung eines Autos kann durch das folgende Einspurmodell beschrieben werden.
Beispiel 2.0.3 (Modell eines Autos)
FEin beliebtes (einfaches) Automodell ist das sogenannte Einspurmodell. Es unterliegt ge-
wissen vereinfachenden Annahmen (Wank- und Nickbewegungen werden vernachlissigt),
so daf$ die Rdder einer Achse zu einem virtuellen Rad in der Mitte zusammengefafit wer-
den konnen. Zudem kann angenommen werden, daf§ der Schwerpunkt auf Fahrbahnhdhe
liegt, so daf$ es ausreicht, die Bewegung in der Ebene zu untersuchen.
Das folgende Fahrzeugmodell besitzt vier Eingangsgrofien (Steuerungen), die vom Fahrer
gewdhlt werden konnen: Die Lenkwinkelgeschwindigkeit ws(t), die Bremskraft Fp(t), den
Gang p(t) € {1,2,3,4,5} und die Gaspedalstellung ¢(t) € [0,1]. Die Konfiguration des
Fahrzeugs ist in Abbildung 2.3 dargestellt.

Abbildung 2.3: Geometrische Beschreibung des Einspurmodells.

Es bezeichnen:
o (z,y): Schwerpunkt des Autos
o v,vs,v,: Geschwindigkeit des Autos bzw. des Vorder- bzw. Hinterrads

e 0, 3,v¢: Lenkwinkel, Schraglaufwinkel, Gierwinkel
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e m: Masse

ay, o : Schlupfwinkel am Vorder- bzw. Hinterrad

Fs¢, Fs, o Reifenseitenkrdfte vorne und hinten

Fi¢, Fy.: Reifenldngskrdfte vorne und hinten

ly, 1, esp: Abstinde

Fag, Fay: Luftwiderstand in z-Richtung bzw. in y-Richtung

Die Bewegung des Einspurmodells geniigt den folgenden Differentialgleichungen, wobei die

Abhdngigkeit von der Zeit t weggelassen wurde:

vcos(y — B),

vsin(y — 3),

%[(Flr — Fyy)cos B+ Fiycos(d + () — (For — Fay)sin g
—Fiysin(d +6)|.

w, — ml. - [(Flr — Fa,)sin § + Fipsin(d + 5)
+ (Fy — Fay) cos 8+ Fyp cos(d + ﬁ)} ;

Wy,

1

[—[st~lf-COSé—FST~lT—FAy'€sp—|—Flf'lf'Sin5:|,

we.

Die Reifenseitenkrdfte hingen von den Schlupfwinkeln ab. Fin berihmtes Modell ist die
‘magic formula’ von Pacejka [PB93]:

Fyp(ay)
Fsr(ar)

vgl. Abbildung 2.4.

= Dysin(Cyarctan (Bray — Ef (Bray — arctan(Byay)))) ,
= D, sin(C, arctan (B,«, — E, (B,«a, — arctan(B,«,.)))) ,

By, B,,Cy,Cy, Dy, D,, Ey, E, sind reifenabhingige Konstanten.
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4000 / 4000 Loy
2000 2000
0

-2000 / -2000
-4000 -4000 [

_— A

Fyg(ay) [N]
For(ar) [N]

-04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04 -04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04

ay [rad] a, [rad)

Abbildung 2.4: Reifenseitenkrifte am Vorder- (links) und Hinterrad (rechts) in Abhéngig-
keit vom Schlupfwinkel.

Die Schlupfwinkel berechnen sich zu

ay = 0 — arctan (M) ’ o, = arctan (M) _

vcos 3 v cos 3

Der Luftwiderstand betrigt

1
FAxZE'Cw'p'A'U27

wobei ¢, den cw-Wert, p die Luftdichte und A die effektive Anstromfiiche bezeichnen.
Zur Vereinfachung trete kein Seitenwind auf: Fay = 0.
Unter der Annahme, daf$ das Auto Heckantrieb besitzt, ist die Reifenlingskraft am Vor-
derrad gegeben durch

Fiy = —Fpy — Fry,

wobei Fpy die Bremskraft und Fry den Rollwiderstand am Vorderrad bezeichnet. Die

Reifenlingskraft am Hinterrad lautet entsprechend

Mwheel(¢7 :u)

Er: R

_FBT'_FRT'

wobei Mypeer(¢, 1) das Antriebsmoment des Motors am Hinterrad bezeichnet.
Wir nehmen an, daf$ die Bremskraft Fg, die vom Fahrer gesteuert wird, wie folgt verteilt
15t:

2 1

Fpy = gFB, Fp, = gFB-

Weitere Details zur Modellierung von Mypee(P, 1t), Fry und Fg,, sowie Parameterwerte
konnen in Gerdts [Ger05] nachgelesen werden.

Allgemein erlauben mechanische Systeme folgende Beschreibung.
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Beispiel 2.0.4 (Mechanische Mehrkorpersysteme)

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen fiir mechanische Mehrkdorpersysteme lauten

M{(q(t))q"(t) = f(t, (1), ¢ (1))

mit dem Vektor q der verallgemeinerten Lagekoordinaten, der symmetrischen und positiv
definiten Massenmatriz M und dem Vektor f der verallgemeinerten Krifte und Momente
(resultieren z.B. aus dem Impuls- und Drallsatz). Dieses System kann durch Einfihrung
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten v(t) = ¢'(t) und Invertierung von M auf ein

System erster Ordnung transformiert werden:

q¢(t) = v(),
Vi(t) = M(qt)" (¢ q(t),v(t).

FEs gibt Softwarepakete, die diese Bewegungsgleichungen fiir sehr komplizierte Systeme
automatisch generieren, z.B. SIMPACK oder ADAMS.

Differentialgleichungen treten auch in der Chemie auf, um beispielsweise chemische Re-
aktionen zu beschreiben.

Beispiel 2.0.5 (Chemische Reaktionen)
Das Substrat S reagiert mit einem Enzym E zu einem Komplex SE. Der Komplex SE
seinerseits reagiert zu einem Produkt P und dem Enzym E. Dies liefert die chemischen

Reaktionsgleichungen

S+E = SE, SE % P+E

—1

Darin sind k1, k1 und ke Reaktionsgeschwindigkeiten. Das Massenwirkunsgesetz (Die Kon-
zentrationsdanderung ist proportional zum Produkt der Konzentrationen der Reaktionspart-

ner) liefert das Differentialgleichungssystem

/

[S] = —ki-[E]-[S] + k_1-[SE]

[E]' = —ki-[E]-[S] + k_1-[SE] + ky-[SE]
[SE]" = ki-[E]-[S] — k.i-[SE] — ky-[SE]

[P = ks - [SE],

vgl. Murray [Mur93], Michaelis und Menten.

Auch in der Biologie werden Differentialgleichungen verwendet, um beispielsweise Rauber-
Beute-Modelle bzw. das Zusammenspiel von Spezies zu beschreiben.

Beispiel 2.0.6 (Riduber-Beute-Modell von Lotka-Volterra in der Biologie)
Sei N(t) die Beute-Population zum Zeitpunkt t und P(t) die Rduber-Population zum
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Zeitpunkt t. Fin einfaches Modell zur Beschreibung der Entwicklung der Populationen ist
gegeben durch das Differentialgleichungssystem

N'(t) = a-N(t)—b-N(t)-P(t),
P'(t) = c¢-N(t)-P(t) —d-P(t),
vgl. Murray [Mur93]. Darin bedeuten die Konstanten a,b,c,d folgendes

a >0 Geburtenrate der Beute
b >0 Verlustrate der Beute durch Rduber
(falls P =0 und a > 0 erfolgt ungehemmtes Wachstum)
c>0 Wachstumsrate der Rdiuberpopulation
(falls N =0 und d > 0 sterben die Rdiuber aus)
d >0 Sterberate der Rduber.

Wie die obigen Beispiele zeigen, treten (gewohnliche) Differentialgleichungen in nahezu
allen Disziplinen auf. Viele Phdnomene (Ausbreitung von Wellen, Wiarmeleitung, elek-
trische Potentiale, Stromungen) werden dariiber hinaus durch partielle Differentialglei-
chungen beschrieben, auf die wir in dieser Vorlesung nicht eingehen kénnen. Anders als
bei gewohnlichen Differentialgleichungen, bei denen die gesuchten Funktionen nur von
einer unabhéngigen Variable abhidngen (in den Beispielen war dies die Zeit t), hingen
die gesuchten Funktionen bei partiellen Differentialgleichungen von mindestens zwei un-

abhéngigen Variablen ab (in der Regel sind dies Zeit und Ort).

2.1 Anfangswertprobleme

Im Rahmen dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit gewodhnlichen Differentialgleichun-

gen der Form

Z'(t) = f(t,z(t)), =) €eR", te€lab)],

mit einer gegebenen Funktion f : [a,b] x R® — R™. Hierin interpretieren wir ¢ als Zeit,
x(t) als Zustand des Systems mit Ableitung 2/(t) zum Zeitpunkt ¢. Gibt man noch einen

Anfangswert z(a) = z, € R" vor, entsteht das folgende Problem.

BB (Anfangswertproblem (AWP))
Seien rg € R, f : [a,b] x R® — R", a,b € R gegeben. Bestimme in [a,b] eine stetig

differenzierbare Funktion x : [a,b] — R"™ mit

2(t) = [f(t,x(t)), (2.1)
z(a) = x,. (2.2)
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Das Problem bei dieser Aufgabenstellung ist, daf§ durch (2.1) zwar eine Beziehung zwi-
schen der Ableitung x' und der Funktion x bekannt ist, die Funktion z ist aber — bis
auf den Anfangswert in (2.2) — unbekannt. Mit Ausnahme einiger weniger Spezialfille,
z.B. lineare homogene Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten, kann
die Losung des Anfangswertproblems nicht explizit angegeben werden. Es werden daher
numerische Methoden zur Approximation einer Losung von AWP benétigt.

Unter einer Losung des AWP verstehen wir eine auf [a, b] stetig differenziebare Funktion
z, die (2.1) und (2.2) fiir alle ¢ € [a,b] erfiillt. Man kann den Begriff einer Losung jedoch

auch in abgeschwichter Form betrachten, indem x als Losung angesehen wird, falls

z(t) = x4 —|—/ f(s,z(s))ds

fiir alle t € [a, b] gilt. Dies wiirde sogenannte absolutstetige Funktionen als Losung zulas-
sen. Dies sind stetige Funktionen, deren Ableitung im Lebesgue-Sinne integrierbar ist. Die
Integraldarstellung zeigt auch die enge Verbindung von Anfangswertproblemen und Inte-
gration, was auch numerisch durch numerische Integrationsverfahren ausgenutzt werden
kann.
Bemerkung 2.1.2

Ist f : [a,b] x R™ — R" eine k-mal stetig differenzierbare Funktion (bzgl. beider Argumen-
te), so ist die Losung x des AWP mindestens (k + 1)-mal stetig differenzierbar.

2.2 Existenz- und Eindeutigkeit

Ohne Beweis zitieren wir einige Standardresultate zur Existenz- und Eindeutigkeit von
Losungen des AWP. Hierbei ist es wichtig, zwischen lokaler und globaler Existenz- und
Eindeutigkeit einer Losung zu unterscheiden. Wéhrend sich der Begriff | lokal* nur auf
eine (moglicherweise kleine) Umgebung der Stelle a bezieht, bezieht sich , global“ auf das
gesamte Intervall [a, b, in dem eine Losung von AWP gesucht wird.

Die lokale Existenz einer Losung ist garantiert, falls f stetig ist:

Satz 2.2.1 (Existenzsatz von Peano)

(a) Lokale Existenz:
Sei D C R x R™ ein Gebiet und (a,z,) € D. Ferner sei f stetig in D. Dann besitzt
das Anfangswertproblem 2.1.1 mindestens eine lokal um a definierte Losung, die bis

zum Rand von D fortgesetzt werden kann.
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(b) Globale Existenz:
Sei f stetig und beschrinkt im Streifen [a,b] x R™. Dann ezistiert mindestens eine

in [a,b] differenzierbare Losung des Anfangswertproblems 2.1.1.

IBERERY <iche Walter [Wal90], Paragraphen 7,10. O

(Lokale) Eindeutigkeit erhélt man, wenn f zusétzlich Lipschitz-stetig ist:

Satz 2.2.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

(a) Lokale Existenz und Eindeutigkeit:
Sei D C R x R™ ein Gebiet und (a,z,) € D. f sei stetig in D und geniige einer
lokalen Lipschitz-Bedingung bzgl. x, d.h. zu jedem (t,1) € D gibt es eine Umgebung
U.(t, &), so dafy eine Konstante L = L(t, %) existiert mit

1f(ty) = f&, )l < Llly — 2 V(ty). (¢, 2) € DN UL, @)

Dann besitzt das Anfangswertproblem 2.1.1 genau eine lokal um a definierte Losung,

die sich bis zum Rand von D fortsetzen ldfst.

(b) Globale Existenz und Eindeutigkeit:
Sei f stetig im Streifen [a,b] x R™ und (global!) lipschitzstetig bzgl. x, d.h. es gebe
eine Konstante L mit

1F(ty) = &2 < Llly == Yt y), (¢ 2) € [a, b] x R"™.

Dann gibt es genau eine Losung des Anfangswertproblems 2.1.1 in [a,b].

BRI siche Walter [Wal90], Paragraph 10. O

Wir illustrieren die Begriffe an drei Beispielen.
Beispiel 2.2.3

e Mehrere Losungen:
Betrachte

() = =2¢/1 —z(t) =: f(z(t)), z(0) = 1.

Man tberpriift leicht, daf

xz(t) = 1,
z(t) = 1-12

Losungen sind. f erfillt keine Lipschitz-Bedingung in v = 1.
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Abbildung 2.5: Lokal eindeutige Losung des Anfangswertproblems z/(t) = x(t)?, z(0) = 1.

¢ Eindeutige, lokal definierte Losung:
Betrachte

7' (t) = z(t)* =: f(z(t)), 2(0)=mx, €R.

f(z) = 2? ist nicht lipschitzstetig auf R, da f'(x) = 2z fiir v — 400 unbeschrdinkt
i1st. Die Funktion ist nur lokal lipschitzstetig. Die lokal eindeutige Losung lautet

J]a
Tat — 1

z(t) = —

Fiirt =1/x,, x4 # 0 ist sie unbeschrdnkt. Fir x, > 0 ist sie definiert in (—oo, 1/x,).
Fir x, < 0 ist sie definiert in (1/x,,00). Fir x, = 0 ist z(t) = 0 auf ganz R.
Abbildung 2.5 zeigt die Losung fir (0) = z, = 1.

¢ Global eindeutige Losung:
Betrachte

2 (t) = Mx(t) =: f(z(t)), z(0) =z, €R

mit A € R. f ist global lipschitzstetig. Die eindeutige Losung lautet

x(t) = x4 - exp(AL).

Wir werden spéter sehen, dafl die Lipschitz-Stetigkeit von f auch bei numerischen Ap-
proximationsverfahren eine wichtige Rolle spielt (— Stabilitdt von Diskretisierungsver-
fahren).
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2.3 Diskretisierung mittels Einschrittverfahren

Allen folgenden Diskretisierungsverfahren zur approximativen Losung von Anfangswert-

problemen liegt eine Diskretisierung des Zeitintervalls [a, b] in Form eines Gitters
Gy ={a=to<ti <ty <...<ty_1<tly="0} (2.3)

zu Grunde. Die Gitterpunkte ¢;, : = 0,1,..., N, N € N, und die Schrittweiten h; =
tiyn —t;, 1 = 0,1,...,N — 1, werden zur Vereinfachung héufig dquidistant mit h; =
h = (b—a)/N firi=0,...,N — 1 gewihlt. Insbesondere in praktischen Anwendungen
ist es in der Regel jedoch effizienter, die Schrittweiten (bzw. die Gitterpunkte) adaptiv
an die Losung des AWP anzupassen (was nicht so einfach ist, da die Losung ja nicht
bekannt ist). Wie dies konkret realisiert werden kann, werden wir im Abschnitt iiber
Schrittweitensteuerung sehen.

Ziel der Diskretisierungsverfahren ist es nun, eine sogenannte Gitterfunktion zy : Gy —
R™ mit ¢t — xn(t) fiir t € Gx zu konstruieren, die die gesuchte Losung & des AWP
zumindest an den Gitterpunkten im Gitter Gy in einem noch zu definierenden Sinne

approximiert, d.h. fiir alle Gitterpunkte Gy soll gelten
Z’N(ti)%fi(ti), ZZO,,N

Da Gitterfunktionen nur auf dem Gitter Gy definiert sind, und somit durch N +1 Werte

beschrieben werden, schreiben wir zur Abkiirzung auch einfach
Z; I:.fN(ti), ZZO,,N

Die Interpretation der Werte z;, ¢ = 0,..., N, als Gitterfunktion ist jedoch niitzlich,
da letztendlich zur Bestimmung des Approximationsfehlers die auf ganz [a, b] definierte
Funktion x mit der nur an den Gitterpunkten definierten Funktion xy verglichen werden
muB. Dies kann im Prinzip auf zwei Arten erfolgen: Entweder wird die Gitterfunktion xy
auf das ganze Intervall [a, b] fortgesetzt, etwa durch Splineinterpolation, oder die Losung
x des AWP wird auf das Gitter Gy eingeschrankt. Wir folgen dem zweiten Ansatz. Aus
mathematischer Sicht ist nun insbesondere interessant, ob die Folge von Gitterfunktionen
{zn}nen beim Grenziibergang N — oo gegen die Losung des AWP konvergiert. Hierzu

wird es i.a. notwendig sein, daf} die sogenannte Maschenweite (Feinheit des Gitters)

gegen Null konvergiert, so daf§ jeder Bereich von [a,b] auch tatsdchlich durch Gitter-
punkte abgedeckt ist. Bevor wir uns mit der Konvergenz von Diskretisierungsverfahren

beschiéftigen, betrachten wir zunéchst gdngige Einschrittverfahren.
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2.3.1 Das Eulerverfahren

Das wohl einfachste Verfahren ist das explizite Eulerverfahren. Es arbeitet die Gitterpunk-
te im Gitter Gy schrittweise ab beginnend mit dem gegebenen Anfangswert z(a) = x,,
welcher den Wert der Gitterfunktion xy = xn(ty) = x, festlegt. In ¢y = a ist die Ableitung
der Losung bekannt, sie ist ndmlich gerade 2'(tg) = f(to,zo). An der Stelle t; = a + hyg
kann die Losung (bei hinreichender Glitte) durch Taylorentwicklung approximiert werden
durch

i‘(tl) ~ i’(to) + Zi'/(t())(tl — to) = X9+ hof(t(), I‘()).

Dieser Wert wird als Approximation am Gitterpunkt ¢; verwendet:

r1 = xn(t) == xo + ho f(to, o).

An der Naherung z; kann nun wieder die Funktion f ausgewertet und analog eine Appro-
ximation xo am Gitterpunkt ¢, bestimmt werden, wobei man sich jetzt allerdings nicht
mehr in der exakten Losung befindet, sondern nur in der Approximation. Dies wird solange
wiederholt, bis der Zeitpunkt ¢y = b erreicht wird, vgl. Abbildung 2.6.

Abbildung 2.6: Idee des expliziten Eulerverfahrens: Approximation durch lokale Lineari-

sierung.

Insgesamt entsteht das explizite Eulerverfahren.

Algorithmus 2.3.1 (Explizites Eulerverfahren)
(0) Gegeben sei das AWP 2.1.1. Wihle ein Gitter Gn gemdfS (2.3).
(1) Setze xo = xn(ty) = z4.
(2) Berechne firi=0,1,...,N —1:
en(tiv1) = an(t) + hif(t, an(t)).
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Bei der Berechnung des Wertes xy(t;11) im expliziten Eulerverfahren wird nur auf den
Wert zx(t;) am vorangehenden Gitterpunkt zuriick gegriffen. Daher handelt es sich um
ein Einschrittverfahren. Anders als Einschrittverfahren greifen Mehrschrittverfah-

ren nicht nur auf xy(¢;) zuriick, sondern sie verwenden auch xy(t;_1), zn(ti—2), .. ..

Bemerkung 2.3.2 (Alternative Motivationen des Eulerverfahrens)

e Das Eulerverfahren kann auch dadurch motiviert werden, daf die Ableitung x'(t) in

AWP durch die finite Differenzenapproximation

z(tiy1) — ()
h;

ersetzt wird und die rechte Seite in t; ausgewertet wird.

e Fine weitere Motivation basiert auf der Darstellung

tit1

z(tiv1) — x(ti) = [t x(t))dt

ti

der Differentialgleichung. Das explizite Fulerverfahren entsteht, wenn das Integral

durch (tiy1 — t;) f(ti, x(t;)) approxzimiert wird.

Anstatt die Losung im Zeitpunkt ¢;,,; um ¢; nach Taylor zu entwickeln, kann umgekehrt

auch folgende Taylorentwicklung verwendet werden:
Ty — i(to) =~ f(tl) + Li’/(t1>(t0 - tl) =X — h()f(tl, .171)

bzw.
x1 = xo + hof(t1,21).

Diese Vorschrift fiihrt auf das implizite Eulerverfahren.

Algorithmus 2.3.3 (Implizites Eulerverfahren)

(0) Gegeben sei das AWP 2.1.1. Wihle ein Gitter Gn gemafs (2.3).
(1) Setze xy = xn(to) = Tq-
(2) Berechne firi=0,1,...,N —1:
T (tiv1) = an () + hif (tiv1, oy (tign))- (2.4)

© 2010 by M. Gerdts



KAPITEL 2. EINSCHRITTVERFAHREN ZUR LOSUNG VON
68 ANFANGSWERTPROBLEMEN

Die Schwierigkeit beim impliziten Eulerverfahren besteht darin, da8 (2.4) eine nichtlinea-
re Gleichung fiir den unbekannten Wert xy(t;11) darstellt. Diese nichtlineare Gleichung
kann durch Fixpunktiteration oder mit dem Newtonverfahren gelost werden. Da dies in
jedem Schritt erfolgen muf3, steigt der Aufwand im Vergleich zum expliziten Eulerverfah-
ren stark an. Dennoch hat das implizite Eulerverfahren seine Existenzberechtigung, da es
bessere Stabilitdtseigenschaften als das explizite Eulerverfahren besitzt (— A-Stabilitét
und steife Differentialgleichungen).

Formal ist auch das implizite Eulerverfahren ein Einschrittverfahren, da zur Berechnung

von xy(t;+1) nur der Wert xy(t;) verwendet wird.

2.3.2 Runge-Kutta-Verfahren

Bereits die erste Approximation x; beim Eulerverfahren ist lediglich eine Approximation
an die exakte Losung Z(t;). Dieser Approximationsfehler pflanzt sich mit jedem Schritt
fort, da f in der Approximation ausgewertet wird. Runge-Kutta-Verfahren versuchen
nun, den Approximationsfehler zu reduzieren, indem potenziell bessere Approximationen
berechnet werden. Wir illustrieren dies fiir das Verfahren von Heun. Hierzu greifen wir
wiederum auf die Integraldarstellung

tit1

z(tiv1) — x(ti) = [t x(t))dt

t;
zuriick. Approximation des Integrals durch die Trapezsumme liefert

tit1 h;
T(tiv) — (i) = [t x(t))dt ~ 5 (f(ti, () + f (i1, 2(tisa))) -
t;
Da x(t;y1) wie beim impliziten Eulerverfahren implizit durch diese Gleichung gegeben
ist, approximieren wir x(¢;11) im letzten Term durch einen expliziten FEulerschritt und

erhalten

o | S

w(tivr) — x(t) = = (f(tix(t) + f(tivr, (t:) + hif (L, 2(8)))) -

Dies ist nun ein explizites Verfahren, das sogenannte Verfahren von Heun.
Algorithmus 2.3.4 (Verfahren von Heun)

(0) Gegeben sei das AWP 2.1.1. Wihle ein Gitter Gn gemdfl (2.3).
(1) Setze xy = xy(to) = Za.

© 2010 by M. Gerdts



2.3. DISKRETISIERUNG MITTELS EINSCHRITTVERFAHREN 69

(2) Berechne firi=0,1,...,N —1:

ko= fltian(t)),
]{32 = f(ti+hi,xN(ti)+hik1),

h;
en(tin) = an(ti) + o (ki + k).

Da die Trapezregel eine bessere Approximation als die beim Eulerverfahren verwendete
Riemann-Summe an das Integral ist, kann man erwarten, dafl das Verfahren von Heun
bessere Approximationen als das explizite Eulerverfahren liefert. Dies werden wir spater
formal untersuchen. Das Verfahren von Heun und auch die beiden Eulerverfahren sind
Beispiele fiir Runge-Kutta-Verfahren, die wie folgt definiert sind.
Definition 2.3.5 (Runge-Kutta-Verfahren)

Sei Gy ein Gitter gemdfs (2.3). Fir s € N und Konstanten bj,c;,a;;, i, = 1,...,s ist
das s-stufige Runge-Kutta-Verfahren definiert durch

en(tin) = an(t) +hi Y bk (s an(t); ha)

j=1

kj(tian(ti)ihi) = f (ti+cjhi7$N(ti)+hizaj€ké(tiaxN(ti)§hi)> ;o J=1...8

(=1

Die Funktionen k;, j =1,...,s, heiffen auch Stufenableitungen.
Das s-stufige Runge-Kutta-Verfahren heif$t explizit, falls a;; = 0 fiir j > i gilt. Andern-
falls heifit das Verfahren implizit.

Bemerkung 2.3.6 (Aquivalente Darstellung)
Fine dquivalente Darstellung des s-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens ist gegeben durch

j=1
m(i)l = an(t)+ hz‘zajef(ti + c/zh,m-(i)l), J=1...s
=1

Die Werte 77@@1 heifien Stufenapproximationen.

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren héngt die Stufenableitung k; nur von den Wer-
ten kq,...,kj_1 ab. Die Stufenableitungen konnen daher beginnend mit k; schrittweise

berechnet werden.

© 2010 by M. Gerdts



KAPITEL 2. EINSCHRITTVERFAHREN ZUR LOSUNG VON

70 ANFANGSWERTPROBLEMEN

Implizite Runge-Kutta-Verfahren, wie z.B. das implizite Eulerverfahren, erfordern in je-
dem Schritt die Losung eines n - s-dimensionalen nichtlinearen Gleichungssystems.

Runge-Kutta-Verfahren werden durch das sogenannte Butcher-Tableau beschrieben:

C1 | a1 Q2 Qs
Co | Q21 Q22 A2
c| A
= bT
Cs | Qg1 Qg2 Usg
by by bs

Fiir explizite Verfahren ist nur die linke untere Dreiecksmatrix exklusive der Diagona-

len ungleich Null, so dafi explizite Verfahren folgende Struktur des Butcher-Tableaus

besitzen:
C1
Ca | G21
C3 | 31 (32
Cs | Qg1 Qg2 Qs,s—1
bl b2 b3,1 bs

Beispiel 2.3.7 (Klassisches Runge-Kutta-Verfahren)
Das klassische Runge-Kutta-Verfahren ist ein 4-stufiges, explizites Runge-Kutta-
Verfahren mit dem Butcher-Tableau

0
1/2]1/2
12| 0 1/2

10 o0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

und entspricht der Vorschrift

1 1 1 1
xN(tiH) = xN(tz) + hz (6/{31 -+ gkz + gk)g -+ 6k4)
ko= [, on (b)),
h; h;
ky = f (ti + 5,$N(ti) + 5]{1) ;
h; h;
ks = f (ti + EaxN(ti) + E/fz) :
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Beispiel 2.3.8 (Radau-ITA-Verfahren)
FEin gebrduchliches implizites, 2-stufiges Verfahren ist das Radau-I11A-Verfahren:

1/3]5/12 —1/12
1 |3/4 1/4
| 3/4 1/4

mait

4
h; 5) 1
ki = f (ti + §7$N(ti> + h; (Ekl — EkQ)) ,
3 1
ky = f (ti + hi, o (t;) + by (Zkl + é_lk2>> .

3 1
en(tiv1) = on(t)+h (Zkl + —k2)

Beispiel 2.3.9

Das Anfangswertproblem

i (t) = za(t), 21(0) =0,
xh(t) = —4xi(t) + 3cos(2t), z2(0) = 0,

besitzt — wie man leicht nachrechnet — die Lisung
. 3 .
T(t) = Ztsm(?t),

3 3
To(t) = —sin(2t) + §t cos(2t).

4
State 1 vs time State 2 vs time
1 5
05 N\ 4
. / \ 3
0 \ /
2
— N
. \ /| /
(2] / 2] ‘
0
-1 \ / /
\ 1
-1.5 2 \ /
\ "4
-2 -3
0 0.5 1 15 2 25 3 35 0 0.5 1 15 2 25 3 35

t t

Wir berechnen fir [a,b] = [0, 7] und Gitter Gy mit N = 5,10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280

Approzimationen xy mit dem expliziten Eulerverfahren, dem Verfahren von Heun und
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dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren und vergleichen die Fehler

ln = Elloo = max [y (t:) — 2(8:) ]2

7

Zusdtzlich schitzen wir die Fehlerordnung p aus ||ty — Z||ec = C(1/N)P gemafs

. lz N —2|oo
7N — 2o ) = log (”@N—f“w)
[T — 2o log(2)

oy — &l 1/NP
= =2 = =1
oy — i 1/(2N)P b= o8

Es ergeben sich folgende Werte:

N EULER HEUN RK
ERR P ERR P ERR P

5 0.1892E+02 0.0000E+00 0.6117E+01 0.0000E+00  0.3301E+00  0.000OE+00
10  0.6456E+01 0.1551E+01  0.1024E+01 0.2578E+01 0.2184E-01  0.3918E+01
20  0.2808E+01 0.1201E+01  0.2453E+00  0.2062E+01 0.1327E-02  0.4040E+01
40 0.1374E+01 0.1031E+01  0.6058E-01 0.2018E+01 0.8146E-04  0.4026E+01
80 0.6604E+00 0.1057E+01  0.1506E-01 0.2008E+01 0.5041E-05 0.4014E+01
160 0.3219E+00  0.1037E+01  0.3753E-02 0.2005E+01 0.3136E-06  0.4007E+01
320 0.1587E+00 0.1020E+01  0.9364E-03 0.2003E+01 0.1955E-07  0.4004E+01
640 0.7879E-01 0.1010E+01  0.2339E-03  0.2001E+01 0.1221E-08  0.4002E+01
1280  0.3925E-01 0.1005E+01  0.5845E-04 0.2001E+01 0.7624E-10 0.4001E+01

Man sieht sehr schon, daff das Fulerverfahren die Ordnung 1, das Heun-Verfahren die
Ordnung 2 und das klassische Runge-Kutta-Verfahren die Ordnung 4 besitzt. Fir N =
1280 erreicht das explizite Eulerverfahren einer Genauigkeit von etwa 4 - 1072, Hierzu
bendgtigt es 1280 Funktionsauswertungen von f. Das Heun-Verfahren tbertrifft diese Ge-
nauigkeit bereits mit N = 80, wofir es nur 160 Funktionsauswertungen bendétigt. Das
klassische Runge-Kutta- Verfahren erreicht die Genauigkeit des Fulerverfahrens bereits fiir

N =10, wofiir es lediglich 40 Funktionsauswertungen benotigt.

2.3.3 Allgemeine Einschrittverfahren
Die Eulerverfahren und Runge-Kutta-Verfahren lassen sich in die allgemeine Klasse der
Einschrittverfahren einordnen.

Definition 2.3.10 (Einschrittverfahren)
Sei ® : R x R" x R — R" eine gegebene stetige Funktion und Gy ein Gitter gemdfs 2.5.
Das Verfahren

rn(to) = Za, (2.5)
xN(tiJrl) = Z’N(tl) -+ hlq)(tl,.TN(tl), hl>, 1= 0, ceey N — 1, (26)

zur Approximation einer Losung des AWP 2.1.1 heifit Einschrittverfahren. Die Funk-

tion @ heifst Inkrementfunktion.

Der Name Einschrittverfahren ist darin begriindet, dal ® nur vom vorhergehenden Wert
xn(t;) abhidngt. Bei Mehrschrittverfahren kann @ zusétzlich von xy(t;1), xn(ti—2), - .-

abhéngen.
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Beispiel 2.3.11 (Inkrementfunktion einiger Einschrittverfahren)

Die Inkrementfunktion des expliziten Eulerverfahrens ist gegeben durch
O(t,x,h) = f(t, ),
die des Heun-Verfahrens lautet
B0, 1) = 5 (F(2) + [+ hoa+ hf ()

Die Inkrementfunktion des impliziten Eulerverfahrens ist formal implizit gegeben durch
O(t,x,h) = f(t+ h,x + h®(t, x,h)).

Die Inkrementfunktion eines Runge-Kutta- Verfahrens lautet je nach Darstellung des Runge-
Kutta-Verfahrens

O(t,x,h) =Y bikj(t, x1h)
j=1

bzw.
S

O(t,x,h) =Y bif(t+ch, ),

j=1
wobei die k; bzw. nY) bei impliziten Runge-Kutta- Verfahren wiederum implizit gegeben

sind.

2.4 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz von Einschrittver-

fahren
Wir beschranken uns im folgenden auf dquidistante Gitter Gy mit Schrittweite h = b’T“
und betrachten das Einschrittverfahren (2.5)-(2.6).

Es bezeichnen 7 die exakte Losung des Anfangswertproblems 2.1.1 und
Ay {z:a,b] = R"} — {zy : Gy — R"}, Ay (z)(t) = z(t) fir t € Gy,

den Restriktionsoperator auf das Gitter Gy. Auf dem Raum aller Gitterfunktionen ist
durch

lzn]loo = [nax |z () []2

k3

eine Norm definiert. Damit kann der globale Fehler und der Begriff Konvergenz definiert

werden.

Definition 2.4.1 (Globaler Fehler, Konvergenz)
Der globale Fehler ey : Gy — R” ist definiert durch

eEN ‘—IN — AN(jZ)
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Das Einschrittverfahren (2.5)-(2.6) heifst konvergent, wenn
Jim_flenoo =0

Das Einschrittverfahren (2.5)-(2.6) besitzt die Konvergenzordnung p, wenn

1

lenloo = O <m> fir N — oo.

Neben dem globalen Fehler ist der lokale Diskretisierungsfehler von grofier Bedeutung.

Definition 2.4.2 (Lokaler Diskretisierungsfehler, Konsistenz)
Seien & € R, t € [a,b] und das Einschrittverfahren (2.5)-(2.6) gegeben. Es bezeichne y

die Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = f(tyt), (i) =i.

Der lokale Diskretisierungsfehler in (Z,1) ist definiert durch

l(t,3) = —>t—" — ®(t,,h).

Das FEinschrittverfahren heifit konsistent in einer Losung x des AWP (2.1)-(2.2) ,

wenn

lim (Inm<|wﬂtx@»H>::0

h—0 \ t€[a,b—h]

Das FEinschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p in einer Losung x des
AWP (2.1)-(2.2), wenn es eine von h unabhingige Konstante C' > 0 und eine Konstante
ho > 0 gibt mit

max |n(t, 2(®)] < CHY Y0 < h < ho.
t€la,b—h]

Anschaulich gibt der lokale Diskretisierungsfehler an, wie gut die exakte Losung y des
AWP mit Startpunkt in (f,#) das Einschrittverfahren erfiillt. Beachte, daf es fiir die
Konsistenz nicht ausreicht, wenn der lokale Fehler ||y(t +h) —xy(t+h)|| fiir b — 0 gegen
Null strebt.
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Abbildung 2.7: Lokaler Diskretisierungsfehler und Konsistenz: xy(f + -) bezeichnet die

Losung des Einschrittverfahrens als Funktion der Schrittweite h.

Bemerkung 2.4.3

o Wegen

- y(t+n)— (2+hD(t,2,n)  y(E+h) —an(E+h)
gh(t,l‘) = h - h

kann der lokale Diskretisierungsfehler auch als lokaler Fehler pro Schrittweite h
(engl. local error per unit step) interpretiert werden. Beachte, daf$ der lokale Fehler
im Zdhler die Ordnung p + 1 besitzt, falls das Verfahren die Konsistenzordnung p
hat.

e Konsistenz kann auch unabhdngig von einer Lisung x des AWP definiert werden.

Dazu mufl etwa

lim sup  [[4(t,2)]| | =0
h=0"\ (i.2)e[ab)xD

gelten, wober D C R™ eine geeignet gewdhlte Menge ist.

o Wegen
lim z(t+ h) — x(t)
h—0 h

= 2'(t) = f(t,z(t))

1st Konsistenz gleichbedeutend mit der Bedingung

lim ®(t, z(t), h) = f(t,z(t)),

h—0

die gleichmajig in t gelten muss.
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Beispiel 2.4.4
Sei x Losung des AWP (2.1)-(2.2). Diese erfillt dann

z(t + h}z —z(t) =2/(t) = f(t,z(t)).

Betrachte das explizite Fulerverfahren

lim

h—0

on(tiv1) = zn(t) + hf(ti, xn(t)
mit einer stetigen Funktion f. Dann gilt fir den lokalen Diskretisierungsfehler

z(t+ h) — x(t)
h

lim [164(t, ()] = lim

- ftt(0)| =0

gleichmdfig in t, da x' stetig im Kompaktum |a,b] und nach dem Satz von Heine somit
gleichmdfig stetig in [a,b] ist, und das explizite Eulerverfahren ist konsistent.
Ist f sogar stetig differenzierbar (und x somit zweimal stetig differenzierbar), so liefert

Taylorentwicklung von x um t € [a,b — h| mit h > 0 die Beziehung

Jtatt (0] = W*hg—“ﬂ ~ (L2 (0)
_ t)h+ 1 fh"t+sh)h2ds f(t’x(t))H
e h+f;i '(t + sh)h*ds f(t,x@))H
< Ch

mit C' = m[a>b( |lz"(t)||. Damit gilt also
t

<
e ([t (1)) < Ch

und das explizite Eulerverfahren besitzt die Konsistenzordnung 1. Eine hohere Konsisten-

zordnung ist mit dem expliziten Eulerverfahren i.a. nicht zu erreichen.

Zum Nachweis der Konsistenzordnung fiir Runge-Kutta-Verfahren miissen die Losung y
und die rechte Seite f nach Taylor entwickelt werden. Da es sich bei f um eine vek-
torwertige Funktionen mit vektorwertigem Argument handelt, sind die Ableitungen i.a.
Tensoren, d.h. die j-te Ableitung von f an der Stelle z = (t,z) € R™"! ist eine j-lineare
Abbildung

n+1 ;
. ' f(z
fO) (s hy) =Y EI -f_( ) iy - hig,
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mit h, € R™™ &k = 1,...,j. Die multivariate Taylorformel fiir eine (p + 1)-mal stetig

differenzierbare Funktion f lautet

f(z+h)= Z f h)+Ryi1(2; h)

Jj—mal
mit der Restglieddarstellung

1
(p+ 1)

Ryii(z3h) =
(p+1)—mal

/1 FOO(z 4 th) - (h,... h)dt
0

und man kann hiermit wie im eindimensionalen Fall rechnen, vgl. [DB02, S. 138] und
[Wlo71, S.174]. Ist f®*1) beschriinkt, so gilt

[Rpsa(z; W) < ClIRIPT = ORI, LFP D @)1

—— Ina
(p + 1) y€lz, zih}

Beispiel 2.4.5
Sei [ zweimal stetig differenzierbar (und x somit dreimal stetig differenzierbar). Taylor-
entwicklung der Losung x um t € [a,b — h] mit h > 0 liefert

2 2

Rt B) = 0(t) + R’ (1) & (1) + OUF) = a(t) 4 hf + o (ot fo - 1) + O

wobei f und deren Ableitungen jeweils in (t,z(t)) ausgewertet werden. Die Inkrement-

funktion des Heun-Verfahrens lautet
1
Ot 2, h) =5 (f(t.2) + fE+ ha + hf(t,2))).
Taylorentwicklung der rechten Seite liefert

flt+hx(t)+hft,z(t) = f+h(fi+ fo- [)+OR),

wobei f und deren Ableitungen jeweils in (t,x(t)) ausgewertet werden. Lokaler Diskreti-

sierungsfehler:
I e e
= Hf+g(ft+fx~f)+0(h2)—%(f+f+hft+hfx-f+0(h2>)H

= O(n?).

Das Verfahren von Heun hat also die Konsistenzordnung 2, falls f zweimal stetig diffe-

renzierbar 1st.

Beispiel 2.4.6
Bei hinreichender Glitte von f konnen mittels Taylorentwicklung die folgenden Ord-
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nungsbedingungen fiir Runge-Kutta- Verfahren gezeigt werden, vgl. z.B. Strehmel und Wei-
ner [SW95], S. 50:

1O 1
p:3 . ZbZC?:g, Zbiaijcjzé,

i=1 ij=1

- IRIRS 1
vk Z biciazic; = g’ Z biaij0§ T 12 P

i=1 i,j=1 i,j=1 1,7,k

3

I

~
&
9
<o
|

| —

biaijajkck =
1

ﬂ.

S

Hierbei ist die Giiltigkeit der Knotenbedingungen

s
Ci:E Q5,4 izl,...,s
=1

vorausgesetzt worden.

Die Konsistenz des Einschrittverfahrens alleine ist nicht ausreichend, um auch dessen

Konvergenz zeigen zu kénnen. Zusétzlich zur Konsistenz wird noch die Stabilitdt benotigt.
Definition 2.4.7 (Stabilitét)

FEs seien {xy}nen Gitterfunktionen mit (2.5)-(2.6) und h = (b —a)/N, N € N. Deswei-

teren seien {yn}nyen Gitterfunktionen yy : Gy — R™ mit

on(to) = yn(to) — Ta,
t;) — ti .
on(ti) = ynlts) hyN( ) _ D(ti-1,yn(ti-1), h), i=1,...,N.

Die Funktion 6y : Gy — R™ wird als Defekt von yy bezeichnet.
Das Einschrittverfahren heifst stabil in {zy } nen, falls es von N unabhdingige Konstanten
S, R >0 gibt, so daf fir fast alle h = (b—a)/N, N € N, folgendes gilt:
Aus
[onllee < R

folgt
lynw — 2nlloe < Slon|loo-

Die Konstante R heifit Stabilitdtsschwelle und S heifit Stabilitédtsschranke.
Konsistenz und Stabilitdt sichern die Konvergenz des Verfahrens.
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Satz 2.4.8 (Konvergenzsatz)
Das FEinschrittverfahren sei konsistent in einer Lisung & des AWP (2.1)-(2.2) und stabil
in der durch das Einschrittverfahren erzeugten Folge {xn}nen-
Dann ist das Einschrittverfahren konvergent.
Besitzt das Einschrittverfahren dariber hinaus die Konsistenzordnung p in T, so besitzt

es die Konvergenzordnung p.

BB Eine Losung @ des AWP erfiillt die Vorschrift des Einschrittverfahrens mit
Schrittweite A i.a. nicht exakt und liefert einen Defekt

(SN(tO) = .f'(to) — Tq = O,
v(t;) — &(ti- N :
on(ti) = (k) hx( U _ (i1, 2(tio1), h), i=1,...,N.
Da das Verfahren konsistent ist, ist es fiir hinreichend kleine Schrittweiten h = (b —a)/N
(bzw. hinreichend grofies V) stets moglich, [|dy |l < R zu erreichen, da wegen oy (t;11) =

gh(tiy Z)A’J(tz)) auch

i)

gilt. Da das Verfahren stabil ist, folgt (mit yy = Ay(z) in Definition 2.4.7)

0=lim (mN (s, W@'DH) = i (mN |
lenlloo = llzn — An(E)]loo < S[10n|loo-
Wegen dn(tg) = 0 und dn(t;) = n(tio1, 2(ti—1)), i = 1,..., N, folgt aus der Konsistenz
Jim |0 ]je =0

bzw. aus der Konsistenzordnung p

1 )
H(SNHOO_O(m> fiir N — oo.
Dies zeigt die Konvergenz bzw. die Konvergenz mit Ordnung p. O

Natiirlich ist die Stabilitédtsdefinition so noch nicht nachpriifbar. Ein hinreichendes Krite-
rium ist eng mit der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung verkniipft. Zunéchst zeigen
wir das folgende Resultat.

Lemma 2.4.9 (diskretes Gronwall-Lemma)
Fiir Zahlen h >0, L >0, e, >0,d, >0, k=1,...,N, mit

CLkS(l—I—hL)CLk,l—i-hdk, k=1,...,N,
gilt

ar < exp(khlL) (ao + kh max dj) , k=0,...,N.
]:

77777
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IBEREE Wir zcigen die Aussage per Induktion nach k. Fiir k = 0 ist die Aussage richtig.
Sei die Aussage nun gezeigt fiir £ € Ny. Dann gilt

k41 S (1 + hL)U/k + hdk+1
14+hL>0
< (14 hL)exp(khL) (ao + kh max, dj> + hdgi1
J=1,...,
1+hL<exp(hL)
< exp((k + 1)hL) (ao + kh max, dj) + hdgiq
i=1,...,
exp((k+1)hL)>1
< exp((k+ 1)hL) (ao + kh max, d; + hdk+1)
i=1,...,
< exp((k+ 1)hL) (ao + (k+1)h max dj> :
=1, kit 1

Nun folgt ein hinreichendes Kriterium fiir Stabilitét.

Es gebe Konstanten hg > 0 und L > 0, so daf$ die Inkrementfunktion ® des Einschritt-
verfahrens fiir alle 0 < h < hg und alle t € [a,b] die Lipschitzbedingung

[Pty h) =t 2, h)|| < Llly— =[] Vy,zeR"
erfillt. Dann ist das Einschrittverfahren stabil.

_ Sei Gy Gitter mit 0 < h = b_T“ < hg. Desweiteren sei yy Gitterfunktion mit
Defekt 6 und

lon oo < R.
Dann gilt fir j=1,..., N:
lyn(to) —xn(to)l| = lzo+ dn(to) — oll = [|on(to)]l,
lyn(t;) —an@)ll = || yn(ti—1) + h®(ti1, yn(tj-1), k) + hin(t;)

—an(tj-1) — h®(tj—1, 2N (tj-1), 1) ||
lyn(tj—1) — on (-0l + Bl PEj-1, yn (1), k) — (-1, 2 (tj-1), h)|]
+h|[on (L)l
< (L4 hL)|lyn(tj-1) — an (-1l + hllon ()]

IN

Anwendung des diskreten Gronwall-Lemmas 2.4.9 mit a = |Jyn(tx) — an(te)|], dp =
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15 (£4)]| Liefert

() = ax(t)]| < exp(hE) (o) = ax(eol + 1 o o))

.....

= exp(ne) (ot + it s 1o )

.....

< Cyexp(jhL) max [ow(ts)]

-----

mit C; =14 jh fir j =0,...,N. Mit t; — ty) = jh < Nh = b — a folgt daraus schlieflich
lyn — 2 lloe < SNl

mit S := Cyexp((b—a)L). O

Fiir Runge-Kutta-Verfahren folgt die Lipschitzstetigkeit der Inkrementfunktion ® aus
der Lipschitzstetigkeit der Funktion f, d.h. ein Runge-Kutta-Verfahren ist stabil, falls f
lipschitzstetig bzgl. = gleichméfig in ¢ € [a, b] ist. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeit
existiert in diesem Fall eine (lokal) eindeutige Losung des AWP. Mit anderen Worten:
Stabilitdt des Verfahrens und Eindeutigkeit der Losung héngen fiir Einschrittverfahren
eng zusammen.

Bemerkung 2.4.11

o Hilfssatz 2.4.10 lafit sich weiter abschwdchen. Es gentigt, daff ® lokal lipschitzstetig

in der exakten Liosung T des Anfangswertproblems 2.1.1 ist.

e Bei der Definition der Stabilitit sind wir insgeheim davon ausgegangen, daf$ xy die
Gleichungen (2.5)-(2.6) exakt erfillt. Dies ist in der Prazis nicht der Fall, da i.a.
Rundungsfehler auftreten. Die obige Konvergenzanalyse kann jedoch entsprechend
erweitert werden, so dafl auch der Rundungsfehlereinfluf beriicksichtigt wird, vgl.
2.B. Stetter [Ste73] und Demailly [Dem91]. Stetter [Ste73] entwickelt eine sehr all-
gemeine Konvergenztheorie, die auch auf viele andere Problemklassen anwendbar

15t.

o Neben dem hier verwendeten Stabilitdtsbegriff spielen andere Stabilitdtsbegriffe fiir
die numerische Lésung eine grofie Rolle. Im Zusammenhang mit steifen Differenti-
algleichungen werden A-stabile bzw. A(«a)-stabile Verfahren bendtigt, was im Zusam-

menhang mit Runge-Kutta-Verfahren zwangsliufig auf implizite Verfahren fiihrt.

2.5 Schrittweitensteuerung

Aus Effizienzgriinden ist es in der Regel nicht sinnvoll, mit einer konstanten Schrittwei-

te h zu arbeiten, sondern einen Algorithmus zur automatischen Schrittweitenanpassung
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zu verwenden. Ziel dieses Algorithmus ist es, das Gitter Gy = {tp < t; < ... < ty} mit
Schrittweiten h; = t;,7 — t;, @ = 0,..., N — 1, automatisch zu bestimmen. Wir demon-
strieren die Notwendigkeit einer solchen Prozedur an folgendem Beispiel.

Beispiel 2.5.1
Das folgende Anfangswertproblem beschreibt die Bewegung eines Satelliten um das System

Erde-Mond und liefert eine periodische Bahn, den sogenannten Ahrenstorf-Orbit:

() = alt) +29/(1) - G - ptE,
") = ylt) - 20/() — i — e,

mit p = 0.012277471, p =1 — p und

Dy = ((x(t) + p)? +y(0)2)?, Dz =/((x(t) — 0) + y(1)?)?

und
z(0) = 0994, y(0) = 0,
' (0) = 0, y'(0) = —2.001585106379.
Das Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung kann durch x, = x, x9 1=y, T3 =

' = x| und xy =y =z} auf ein System erster Ordnung transformiert werden:

(1) x3(t),
zy(t) = w4(t),
Th(t) = w(t) +2wa(t) — gl — pmln
Ty(t) = wa(t) — 2wa(t) — pTp — 2y,
mat
Dy = /((w1(t) + p)2 + 22(t)?)?, Dy = /((w1(t) — 1) + 22(t)?)?
und

21(0) = 0.994, z,(0) = 0,
25(0) = 0, 24(0) = —2.001585106379.

Die folgenden Abbildungen zeigen die Komponenten (x(t),y(t)) der numerischen Lisung,
die mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren fir das Intervall [a,b] mit a = 0 und
b = 17.065216560158 und fester Schrittweite h = (b — a)/N berechnet wurden. Erst fiir
N = 10000 ergibt sich eine Lisung, die mit der Referenzlosung im untersten Bild tiber-

einstimmt. Hierfir sind 40000 Funktionsauswertungen der rechten Seite notig:
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Die Referenzlosung im folgenden Bild wurde mit dem Runge-Kutta-Verfahren RKF2(3)

der Ordnung 2 berechnet, welches eine automatische Schrittweitensteuerung verwendet

und nur 6368 Funktionsauswertungen bendtigt.
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Erde-Mond: RKF2(3) mit Schrittweitensteuerung
15 : : : :
a
05 |
ol
05 |
al
s P 05 0 05 1

Das Beispiel zeigt, daf$ es bei dquidistanter Schrittweite i.a. notwendig ist, eine sehr kleine
Schrittweite zu wdhlen, um eine hinreichend gute Niherung zu erhalten. Bei der Lésung
mit adaptiv angepassten Schrittweiten erkennt man am Abstand der Punkte, wo kleine

und wo groffe Schritte gedhlt wurden.

Géngige Schrittweitenstrategien basieren auf der numerischen Schitzung des lokalen (oder
globalen) Fehlers und versuchen, diesen unter einer gegebenen Genauigkeitsschranke zu
halten. Dort wo sich die Losung kaum &ndert, kann eine grofle Schrittweite gewéhlt wer-
den, wihrend an Stellen mit starker Anderung der Losung aus Genauigkeitsgriinden eine
kleine Schrittweite gewéhlt werden muf. Die passende Schrittweite wird auf Basis einer
Schétzung des lokalen Diskretisierungsfehlers bestimmt.

Zunéchst {iberlegen wir uns, was eine automatische Schrittweitensteuerung leisten soll.
Dazu nehmen wir an, das Einschrittverfahren sei zum Gitterpunkt ¢; fortgeschritten.
Zusétzlich sei ein Schrittweitenvorschlag h fiir den néchsten Integrationsschritt gegeben.

Eine automatische Schrittweitensteuerung sollte folgendes leisten:

(1) Fiir den aktuellen Schritt von ¢; nach ¢;;; = t;+h mit Schrittweite h soll entschieden
werden, ob h akzeptabel ist. Ist dies der Fall, so wird ein Schritt mit einem zu Grunde

liegenden Einschrittverfahren mit Schrittweite h durchgefiihrt.

(2) Ist die Schrittweite h akzeptabel, so soll zusétzlich eine Schrittweite hy., fiir den

néchsten Schritt von ¢;,; nach t;.1 + hy,., vorgeschlagen werden.

(3) Ist die Schrittweite h nicht akzeptabel, so soll eine Schrittweite h,., vorgeschlagen

werden, mit der der Schritt von ¢; nach t; + h,,., wiederholt wird.
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Zur Berechnung einer Schéatzung des lokalen Diskretisierungsfehlers gibt es im wesentli-
chen zwei Varianten: Zwei Verfahren-Eine Schrittweite bzw. eingebettete Runge-
Kutta-Verfahren.

2.5.1 Ein Verfahren-Zwei Schrittweiten

Wir betrachten ein Einschrittverfahren der Ordnung p mit stetig differenzierbarer Inkre-
mentfunktion @, welches bis zum Gitterpunkt ¢; mit Naherung z; fortgeschritten sei. Wir

mochten den lokalen Fehler schétzen. Es bezeichne y(-) die exakte Losung des AWP
y'(t) = ft,y(@), yt:) = (2.7)
Ausgehend von (t;, z;) wird eine Naherung n, mit Schrittweite i berechnet:
ny = x; + h® (t;, 2, h) .

Ausserdem bezeichne n,,, L diejenige Ndherung an der Stelle ¢; + h, die entsteht, wenn
ausgehend von (t;, z;) zwei Schritte des Einschrittverfahrens mit Schrittweite h/2 durch-

gefithrt werden, d.h.
h
Mot =Tk + 5@ (ti + h/Q,T]%, h/2>
mit

h

|3

Weiterhin sei un die Néherung, die man erhélt, wenn von (¢;+h/2,y(t;+h/2)) ein Schritt
des Verfahrens mit Schrittweite h/2 durchgefithrt wird, d.h.

iy = 0t 1/2) 4 0 (1 /2, (1 + /2),12).

Da das Einschrittverfahren die (Konsistenz-)Ordnung p besitzt, gilt fiir die lokalen Fehler

von 7y, nr und Nx
2 2

y(ti+h) —nn = CL:)h"* + O(RP*?), (2.8)
e n2) -y = ) (5) o

y(ti +h) — i = Clti +h/2) (g)p + O(hP ).

|3
|
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Damit folgt

y(ti +h) = npun = ylti +h) =i + ﬁg ol
h
= t +h/2 (§ nZX% +O(hp+2)
h P*l h
= C(t;+h/2) (5) y(ti +h/2) + 2<I>(t +h/2,y(ti+ h/2),h/2)

iy — —<I> (t +h/2ms, h/2> + O(hP+?)
= Ot +h/2) (g)pH +O) (g)pH

h
+5 <<I> (ti + B2, y(ts + h/2), h/2) — ® <ti +h/2,ms, h/2>> + O(h*2).
Der Mittelwertsatz in Integralform liefert

O (t;+ h/2,y(t; + h/2),h/2) — D (ti +h/2.ms, h/2>

— /01 d’ (ti + h/2,7]% + s <y(ti + h/2) — 77%) ,h/2) \(y(ti + h/2) _ ”g)/ds‘

=0 (hrt1)

Unter der Annahme, dafl ' beschrankt ist, folgt damit

y(ti + h) — n?x% = (C(tz + h/?) + C(tz)) (g)p + O(hp+2>‘

Vernachlissigt man die Terme mit O(h?*?) und nutzt aus, daf fiir kleine » > 0 C'(¢; +
h/2) = C(t;) +O(h) gilt!, so erhalten wir mit (2.8) die folgende Schitzung fiir die Haupt-
fehlerkonstante C'(¢;):

2P _
Clti) = 55— (naxg - 77h> B~ O(h).

Damit folgt dann
772><% — Th

hrt).

y(ti +h) — Maxh =
Insbesondere liest man hieraus sofort ab, daf3

772><% —Th

50 — 1 (2.9)

Tlax b +
eine Ndherung der Konsistenzordnung p + 1 ist. Der Term

7952 — 1nl
2

err = o _ 1

!Dies ist gerechtfertigt, falls die rechte Seite f und damit auch ® hinreichend glatt sind. Die Konstante

C' enthilt Funktionswerte von f und deren Ableitungen, die in (¢;, x;) ausgewertet werden.
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dient als Schétzung des lokalen Fehlers.

Ist h akzeptabel?
Um zu entscheiden, ob die Schrittweite h akzeptabel ist, wird gepriift, ob die Schétzung

des lokalen Fehlers kleiner als eine gewisse vom Benutzer vorgegebene Toleranz tol ist,

d.h. es mufl
_mgeml
2 —1 =
gelten. Ist dies der Fall, so wird die neue Néherung ), I oder besser (2.9) akzeptiert.
Ist dies nicht der Fall, so mufl die Schrittweite h angepasst werden. Mit den obigen Be-
trachtungen erhélt man fiir den Schritt von ¢; nach t; + h,., mit einer neuen Schrittweite

hpew die Fehlerabschiatzung

h p+1
ot o) — o = 2000 (M22) 4 002

Maxh = Mh [ Bpe \ P
S (Be) v oz + o6

Vernachlassigung der Terme hoherer Ordnung und die Forderung, der lokale Fehler moge

kleiner als tol sein, fithrt auf die Forderung

[Masct =l /By \ P
2 < tol
»_1 h

1
hneu S (t_Ol) " : h
err

Haufig wird noch ein Sicherheitsfaktor 0 < a < 1 eingefiihrt (oft o = 0.8), um héufige

bzw.

Anderungen der Schrittweite zu vermeiden, so dafl der Schrittweitenvorschlag

tol \ 71
[— (i) h (2.10)

err
resultiert. Zusétzlich kann der Fehler err noch geeignet komponentenweise gewichtet wer-

den.

Wie soll h,,, fiir den nichsten Integrationsschritt gewihlt werden?

Fiir den Schritt von ¢;,1 mit Naherung x; 1 zu t;11 + hye, gilt analog zu oben

h p+1
Y(tivr + hnpew) — Mox hnew = 2C (tig1) ( geu) +O(h2E2).
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Ist C differenzierbar (falls f bzw. ® hinreichend glatt!), so gilt C(t;41) = C(t; + h) =
C(t;) + O(h) und somit

hn@u p+1
s+ ) = s = 20(6) (2222) + Olntgzd) + 00222,

Analog zu oben erhélt man wiederum den Schrittweitenvorschlag hy., geméaf (2.10).

Aufwand

Der Nachteil dieser Methode zur Schrittweitensteuerung ist, dafi der Aufwand pro Inte-
grationsschritt im Vergleich zum Einschrittverfahren ohne Schrittweitensteuerung dreimal
so hoch ist, da err (bzw. Tyt und nr) berechnet werden mufl. Ein Vorteil ist, daf mit

(2.9) eine Ndherung hoherer Ordnung nebenbei mitberechnet wird.

2.5.2 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

An Stelle nur eines Verfahrens konnen auch zwei Einschrittverfahren benachbarter Ord-
nung verwendet werden. Insbesondere bietet sich diese Vorgehensweise fiir Runge-Kutta-
Verfahren an, die den gleichen Knotenvektor ¢ und die gleiche Verfahrensmatrix A ver-
wenden. Nur der Gewichtsvektor b unterscheidet sich. Es seien also beispielsweise zwei

explizite Verfahren durch das Butcher-Schema gegeben:
0
C2 a2

C3 a3y as2

Cs Qg1 Qg2+ OAgs—1
RK1| by by -+ bs_q1 b
RK2| by by - byy b,

Das Verfahren RK'1 besitze Konsistenzordnung p, das Verfahren RK2 besitze Konsisten-
zordnung ¢ mit ¢ = p+ 1 oder ¢ = p — 1. Man spricht dann auch von eingebette-
ten Runge-Kutta-Verfahren. Ein Beispiel ist das eingebettete Verfahren der Ordnung

p(g) = 2(3):
0

1/4| 1/4
27/40 | —189/800 729/800
1] 214/891  1/33  650/891

RK1| 214/891  1/33  650/891 0

RK?2 | 533/2106 0 800/1053 —1/78
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Die Berechnung der N&herungen 7;,1 mit RK1 und 7;,1 mit RK?2 zur gleichen Schrittweite
h ist sehr kostengiinstig, da der Knotenvektor ¢ und die Matrix A bei beiden Verfahren
ibereinstimmen, d.h. die Zwischenwerte ngi)l miissen nur einmalig berechnet werden.
Gegeben seien nun also zwei Runge-Kutta-Verfahren mit benachbarten Konvergenzord-
nungen p und p + 1 und Inkrementfunktionen ® und ®. Das Verfahren sei bis zum Zeit-
punkt ¢; mit Naherung x; fortgeschritten.

Mit beiden Verfahren wird in (¢;, z;) jeweils ein Schritt mit Schrittweite A durchgefiihrt:

n = x; +h®(t;, z;, h),
ﬁh = l’z—i‘h&)(t“%l,h)

Die lokalen Fehler der beiden Verfahrens erfiillen

y(ti +h) —mn = C(t)hP + O(h*?),
y(ti+h)—in = Ct)h"™> + O(h"F?),

wobei y wieder die Losung des AWP (2.7) bezeichnet. Subtraktion der zweiten von der

ersten Gleichung liefert

C(1) = e (= ) + O(h).

Damit erhalten wir auch eine Schéitzung des lokalen Fehlers fiir das erste Verfahren (mit

niedrigerer Ordnung p):
y(ti+h) —m = (7 —m) + O(h"?)
Analog zum vorigen Abschnitt ist h akzeptabel, falls
err = ||, — nu|| < tol
gilt. Eine neue Schrittweite, falls h nicht akzeptabel ist bzw. fiir den néchsten Schritt,

1
hneu S (ﬂ) " : h
err

erfiillen. Diese Betrachtungen fithren unter Ergédnzung einiger technischer Details auf den
folgenden Schrittweitenalgorithmus, vgl. Strehmel und Weiner [SW95], S. 62.
Algorithmus 2.5.2 (Schrittweitensteuerung)

muf3 wieder

(0) Initialisierung: t = a, * = x,. Wdhle Anfangsschrittweite h.
(1) Fallst+h > b, setze h =0 —t.
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(2) Berechne mit RK;, bzw. RKy ausgehend von x Niherungen n und 7 an der Stelle
t+h.

(3) Berechne err und hye, gemdfs

|mi — 1]
err = Inax
i=1,...n0 sk;

mit Skalierungsfaktoren sk; = atol + max(|n;|, |x;|) - rtol, absoluter Fehlertoleranz

atol = 107" und relativer Fehlertoleranz rtol = 1077 (n;, 7; und x; bezeichnen

jeweils die Komponenten von n, 1 und x), sowie
e = Min(mag, Max(pin, o - (1/err)Y3FP)Y)) . h
Mt Cmazr = 1.5, Qpin = 0.2 und oo = 0.8.
(4) Falls hpew < hpin := 1078, Abbruch mit Fehlermeldung.

(5) Falls err <1 (Schritt wird akzeptiert):

(i) Setze x =n, t =t+ h.
(ii) Falls |t —b| < 1078, Abbruch mit Erfolg.
(11i) Setze h = hye, und gehe zu (1).

Falls err > 1 (Schritt wird wiederholt): Setze h = hye, und gehe zu (1).

© 2010 by M. Gerdts



Kapitel 3

Mehrschrittverfahren

In diesem Kapitel werden Diskretisierungsverfahren fiir das Anfangswertproblem 2.1.1
behandelt, die — im Gegensatz zu Einschrittverfahren — nicht nur auf die Approximation
am zuriickliegenden benachbarten Gitterpunkt zugreifen, sondern auch weiter zuriick lie-
gende Werte verwenden. Zunéchst diskutieren wir einige konkrete Mehrschrittverfahren.
Anschliefend werden Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz der Verfahren untersucht.
Hierbei beschrinken wir uns auf lineare Mehrschrittverfahren, die {iberwiegend in der
Praxis eingesetzt werden. Grundlage der Verfahren ist wiederum die Konstruktion von
Approximationen auf Gittern Gy, N € N, welche wie bei Einschrittverfahren dquidi-
stant oder adaptiv gewahlt werden konnen. Im folgenden beschréinken wir uns jedoch auf
dquidistante Gitter mit Schrittweite h = (b —a)/N, N € N.

3.1 Beispiele fiir Mehrschrittverfahren

Im folgenden seien k € N fest gegeben und ¢;4;,7=0,...,N—k, j =0,...,k, Gitterpunk-
te in Gy. Wir betrachten den Integrationsschritt von ¢;;;_1 nach ¢;;; und nehmen an,
dafl bereits Naherungen z; := xy(t;), xiv1 := xn(tiz1), - -, Tivk—1 := TN (ti1r—1) berechnet

wurden. Ziel ist es, eine Approximation z;y := xy(t;1) zu berechnen.

3.1.1 Adams-Verfahren

Die Adams-Verfahren basieren auf Quadraturverfahren, die auf die Integraldarstellung

oltisn) ~altin) = [ fa(t) (3.1)

tivk—1

angewendet werden. Ahnlich wie bei den Newton-Cotes-Formeln zur numerischen Inte-
gration wird der Integrand f durch ein interpolierendes Polynom P ersetzt (vgl. Abbil-

dung 3.1), woraus die folgende Vorschrift zur Bestimmung von z;y, = xn(t;1x) resultiert:

Litk
Tivk — Litrk—1 — / P(t)dt (32)

titk—1
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Livk—3 Livk—2 Livk—1 Livk
Abbildung 3.1: Idee der Adams-Verfahren: Polynominterpolation der Funktion f an Git-

terpunkten

Je nachdem, welche der Stiitzwerte

(ti-i-j)fi-f—j)’ jZO,...,k,
mit
fi-‘rj = f(tl-‘r]va(tz-f—])))’ j:07"'ak7
interpoliert werden, erhélt man die Adams-Bashforth-Verfahren, die zur Klasse der

expliziten linearen Mehrschrittverfahren gehoren, oder die Adams-Moulton-Verfahren,

die zur Klasse der impliziten linearen Mehrschrittverfahren gehoren.

Adams-Bashforth-Verfahren
Bei den Adams-Bashforth-Verfahren wird das interpolierende Polynom P vom Ho6chstgrad
k — 1 zu den Stiitzpunkten

(tivjs fivi)s J=0,...,k—1,

berechnet. Da die gesuchte Ndherung ;. nicht in die Konstruktion von P eingeht, han-

delt es sich beim resultierenden Verfahren (3.2) um ein explizites Verfahren. P besitzt die

Darstellung
k—1 el Lot
P(t) = fiiLi(t),  Lt) = P
=0 o=0.0xj Vitd T lit
Einsetzen in (3.2) liefert
k—1 tivk k—1
Titk — Tith—1 = Z fi—i—j/ L;(t)dt =: hz Bijfi+i
=0 Litk—1 j=0

mit
k-1

1 ti+k 1 ti+k t o tl
By = —/ Li(t)dt = —/ ] — .
h titk—1 h t;

ot gg gy Vi T bk
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Fiir dquidistante Gitter mit Schrittweite h folgt weiter
1 titk
By = 5 / L;(t)dt

tivk—1

1
= / Lj (tH—k—l + sh)ds
0

1 k-1
tin 1+ sh—t;
— / +k 1+s +gd8
0 popw;  lLii T lite
1 k-1
k—0—1
= | gHSds, j=0,.. k-1
0 p—0,04#5 J =

Insbesondere hingen die Koeffizienten 3; := 3;; bei dquidistanten Gittern nicht vom Index
¢ ab. Fiir nicht dquidistante Gitter muss das Interpolationspolynom in jedem Schritt neu
aufgestellt werden, wobei es hierfiir effiziente Updateregeln gibt.

Beispiel 3.1.1
Fiir k =1 ergibt sich By = 1 und es entsteht das explizite Eulerverfahren

Tip1 — x; = hf(t;, x;).

Fiir k = 2 ergibt sich By = —1/2 und 1 = 3/2 und das resultierende Verfahren lautet

h
Tivz = Tip1 = 5 (—fi+3fit1).

In analoger Weise erhdlt man

h
E=3 : xi3=12i+ 12 (23five — 16 fis1 +51;)

h
k=4 : xj4=2i3+ 21 (55 firs — 59 firo + 37 fix1 —9f)

Adams-Moulton-Verfahren
Anders als bei den Adams-Bashforth-Verfahren wird bei den Adams-Moulton-Verfahren
zusitzlich der Punkt (¢;4, firx) durch das Polynom P interpoliert, d.h. P ist das inter-

polierende Polynom vom Hochstgrad & zu den Stiitzpunkten

(tirs, firs), 7=0,... k.

Da fiirx = f(titk, Tizx) von der gesuchten Ndherung x;,, abhéngt, ist das resultierende
Verfahren implizit, d.h. ;4 ist implizit durch die nichtlineare Gleichung (3.2) gegeben.
P besitzt die Darstellung

it

— tite

PO =3 fit), L) =

tor s
=005 I
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Einsetzen in (3.2) liefert

K tiok K
Tich — Tivho1= Y fi+j/ Li(t)dt = b Bijfisi
j=0 Jj=0

titk—1
mit i
1 [li+k 1 [ti+k t—t;
Bij = —/ L;(t)dt = —/ [ —a
h titk—1 h tithk—1 0=0,045 ti+j tlJre

Fiir dquidistante Gitter mit Schrittweite h folgt weiter

1 titk
B =By = —/ L;(t)dt
7,+k 1

/ 'Hrk 1+5h z+€d
= S
OKOZ# z+]_tz+€
(k—0—-1
eoz;ﬁ; J =

Beispiel 3.1.2
Fiir k =0 folgt By = 1 und es resultiert das implizite Eulerverfahren

Ty — Ti—1 = hf<ti>$i)-
Fir k=1 folgt By = /1 = 1/2 und es resultiert die Trapezregel
h
Tit1 =T = 5 (fi + fis1) -
In analoger Weise erhdlt man
h
k=2 : xie=mxip 1 (5fz+2 +8fiv1 — fi)

h
k=3 : i3 = Tiyo + (9fz+3 +19fir0 —5fir1 + fi)

Bemerkung 3.1.3 (Nystrom-Verfahren und Milne-Simpson-Verfahren)
Anstatt das Integral in (3.1) von tiy g1 bis tivg zu betrachten, sind auch andere Intervall-

grenzen mdglich. Beispielsweise fiihrt der Ansatz
titvk
oltisn) ~altina) = [ fta(t)
litk—2
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analog zu den Adams-Verfahren auf Nystrom-Verfahren (explizit) oder Milne-Simpson-
Verfahren (implizit). Speziell ergibt sich fir das Nystrom-Verfahren mit k = 2 die Mittel-
punktregel

Tipo — Tj = 2hf(tip1, Tit1).

3.1.2 BDF-Verfahren

Die Backward Differentiation Formulae (BDF) wurden durch Curtiss und Hirschfelder
[CH52] und Gear [Gea71l] eingefiihrt und gehoren zur Klasse der impliziten linearen Mehr-
schrittverfahren. Anders als bei den Adams-Verfahren wird nicht der Integrand in der
Integraldarstellung interpoliert, sondern die Naherungen x;,;, j = 0,..., k, selbst werden
interpoliert, vgl. Abbildung 3.2.

TN (tivk—2)

= f(ti+]€7 P(tha))

Livk—3 Livk—2 Livk—1 Livk

Abbildung 3.2: Idee der BDF-Verfahren: Polynominterpolation der Approximationen

Ziel ist es wiederum, x4 zu berechnen. Hierzu wird das interpolierende Polynom P(t)
vom Hochstgrad £ mit
P(ti-&-]’):xi—&-]’a j:()?"'ak)

berechnet. Beachte, dal P den noch unbekannten Vektor x;,, bereits interpoliert. Zur
Bestimmung von z; wird gefordert, da§ P die Differentialgleichung (2.1) am Gitterpunkt
t; v erfiillen soll, d.h. es soll

P'(tisx) = f(tigr, P(tivk)) = f ik, Tirr)

gelten. Mit Hilfe der Lagrange-Darstellung

k k
t— tz+€

P(t) =Y ziyLi(t), Lit)= ] ———

=0 =0, i+t

des Interpolationspolynoms lafit sich die Ableitung P’ (tHk) darstellen als

2 : / 2 :
z+k :CZ+jL 1+k QG4 j,
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mit

aj = hL; (ti+k)
K

Livie — tite
— h Dtk T vitt
Z | — tsz H bivj — tite
k=0 n;ﬁ] {=00#] l+#K
-y ﬁ -
a -k Gt
k=0,k#] 0=0,0#] l#K

im Falle dquidistanter Stiitzstellen. Einsetzen fiihrt auf die nichtlineare Gleichung

k

Z ;Tivj = hf(tizn, Titr)

j=0
fiir x;,x, welche mit dem Newtonverfahren gelost werden kann.
Unter den impliziten Verfahren sind BDF-Verfahren beliebt, weil sie lediglich die Losung
eines n-dimensionalen nichtlinearen Gleichungssystems erfordern, wéhrend ein implizi-
tes, s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren die Losung eines n - s-dimensionalen nichtlinearen
Gleichungssystems erfordern.
Numerisch relevant sind nur die BDF-Verfahren mit £ < 6, da sie fiir k£ > 6 nicht stabil
sind. Die BDF-Verfahren bis k = 6 lauten wie folgt, vgl. [SW95, S. 335]:

k=1 : hfis1 =z —x; (implizites Eulerverfahren)

k=2 : hfiio= ; (340 — 4wi1 + ;)

k=3 : hfi,z3= % (11zi3 — 18xi19 + 92441 — 21;)

k=4 : hfi,q= % (25244 — 48213 + 367,49 — 162,41 + 32;)

k=5 : hfiis= % (13715 — 300244 + 300z 13 — 200242 + 752,41 — 122;)

k=6 : hfig= % (147216 — 3602545 + 450214 — 400213 + 2250540 — 22101 + 102;)

Abkiirzungen: fi; = f(tivj, *n(tivg)), Tiv; = xn(tivg), 5 =0,...,6.

3.1.3 Lineare Mehrschrittverfahren
Die bisher diskutierten Mehrschrittverfahren gehoren zur Klasse der linearen k-stufigen
Mehrschrittverfahren.

Definition 3.1.4 (lineares Mehrschrittverfahren)
Gegeben seien k € N, Koeffizienten «;, 3, € R, j = 0,...,k, ein dquidistantes Gitter
Gn gemdf (2.3) mit Schrittweite h = (b — a)/N, sowie Startwerte x; = xn(t;) fir j =
0,...,k—1.
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Die Vorschrift

k k
§=0 §=0
zur Berechnung von x4y, aus den Werten x;yj, j =0,...,k —1, mit oy, # 0 und || +

|Bo| # 0 heifst k-stufiges lineares Mehrschrittverfahren. Die Funktion
k
q)(t7 270, Ce ,ZIZ’k, h) = Z ﬁjf(ti—i-ja ij)
§=0

heifit Verfahrensfunktion.
Das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren heifit explizit, falls B, = 0 gilt, sonst implizit.

Das Mehrschrittverfahren (3.3) heifit linear, weil die Vorschrift linear von den Werten
fi+j7 j = 0, cey k’7 abhangt

Bemerkung 3.1.5 (Initialisierung von Mehrschrittverfahren)
Zur Durchfiihrung eines k-stufigen linearen Mehrschrittverfahrens werden Startwerte xg, . .., Tp_1

bendtigt. Diese konnen wie folgt berechnet werden:

o Mit Hilfe eines geeigneten Einschrittverfahrens, etwa Runge-Kutta- Verfahren, wer-

den ausgehend von xy = x, k — 1 Schritte des Verfahrens zur Berechnung von
x1,...,Tp_1 durchgefiihrt.
o Ausgehend von xy = x, wird die Néiherung x; fir j = 1,...,k — 1 mit einem j-

stufigen linearen Mehrschrittverfahren berechnet. Die Stufenanzahl des Mehrschritt-

verfahrens baut sich in der Initialisierungsphase somit schrittweise auf.

Bei der Initialisierung ist darauf zu achten, daff die Ndherungen xq,...,x,_1 mit der
richtigen Ordnung approximiert werden, da ansonsten ein Ordnungsverlust im k-stufigen

linearen Mehrschrittverfahren erfolgen kann.

Wir interessieren uns fiir die Konvergenz k-stufiger linearer Mehrschrittverfahren. Der
globale Fehler ist wie bei Einschrittverfahren definiert. Beachte hierbei, daf die folgen-
de Definition die Konvergenz der Startwerte xg,...,z,r_1 mit entsprechender Ordnung
enthélt.

Definition 3.1.6, (Globaler Fehler, Konvergenz)
Der globale Fehler ey : Gy — R” ist definiert durch

eEN ‘—IN — AN(jZ)

© 2010 by M. Gerdts



98 KAPITEL 3. MEHRSCHRITTVERFAHREN

Das Mehrschrittverfahren (3.3) heif$st konvergent, wenn
lim |len|lco = 0.
N—o0

Das Mehrschrittverfahren (3.3) besitzt die Konvergenzordnung p, wenn
1

www:o(ﬁg fiir N — oo,

Den lokalen Diskretisierungsfehler erhélt man wie bei Einschrittverfahren, indem die ex-
akte Losung in die Verfahrensvorschrift (3.3) eingesetzt wird.

Definition 3.1.7 (Lokaler Diskretisierungsfehler, Konsistenz)
Seien & € R", t € [a,b] und das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren (3.3) gegeben. Es

bezeichne y die Ldosung des Anfangswertproblems
y(t) =flty), yt) =2z
Der lokale Diskretisierungsfehler in (f,2) ist definiert durch
Ot )= o ;O@-y(t +jh) — ;Oﬂjf(t +7h,y(t + jh))
Das Mehrschrittverfahren heif$t konsistent in einer Losung x des AWP (2.1)-(2.2),

wenn

tiny (s (16,2 (0)] ) =0
Das Mehrschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p in einer Losung x des
AWP (2.1)-(2.2), wenn es eine von h unabhingige Konstante C' > 0 und eine Konstante
ho > 0 gibt mat

max ||[0u(t, ()| < Ch? Y0 < h < ho.

tela,b—kh]

Wir untersuchen zunéchst die Konsistenz eines k-stufigen linearen Mehrschrittverfahrens.
Seien dazu t € [a,b — kh] und x Losung des AWP (2.1)-(2.2).
Ist f stetig, so gilt mit dem Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen die Beziehung

Uh(t,z(t)) =

SRS

j=0

k k
> oyt +gh) = Y Bif(t+ jh,a(t + jh)
j=0

k

1 ! i
= S <x(t)+/ x’(t+sjh)jhds) =) B! (t+ jh)
h 4 0 :
Jj=0 7=0
k s k 1
- x(t);#—l—j; /0 joya'(t + sjh) — B, (t + jh)ds.
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Da 2’ stetig auf dem Kompaktum [a,b] ist, konvergiert ¢, fir h — 0 gleichméBig in ¢

gegen Null, falls noch

(]
=2

I

=)

o

2
W

(Joy — 6;) =0

5=0 5=0
gelten. In diesem Fall, ist das Verfahren also konsistent. Wie bei Einschrittverfahren wird
die Konsistenzordnung p eines linearen Mehrschrittverfahrens durch Taylorentwicklung

des lokalen Diskretisierungsfehlers nachgewiesen:

k k
Gt(0) = 7 g+ h) = S04 F(+ e+ h)
j=0 Jj=0
k k
= - Zajx(t + jh) — Zﬁjx'(t + jh)
7=0 Jj=0
k P p—1
= S (2SS wem -5 %x<”1><t>(yh>f)+0(hp>
j=0 =0 =0 "
~ (a1 ¢ S~ 1 0 - v
= ; 2t Ouh) ~ 02 oy WU+ 0)
- Q; = [t 7! (0) [\ pl—1 p
= 3 (Gt + X (e - g ) <O0n ) + o)
j=0

Damit ist folgender Satz gezeigt.

Satz 3.1.8 (Konsistenzbedingungen linearer Mehrschrittverfahren)
Sei f : [a,b] xR™ — R™ p-mal stetig differenzierbar (bzw. x p+1-mal stetig differenzierbar).
Dann besitzt das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren (3.3) die Konsistenzordnung p,
falls die Bedingungen

k k

o4 4—1
Zaj:()’ Z (%Oz]—hﬁ]> =0 v£:17"'ap7 (34)

J=0 J=0

gelten. Ist f nur stetig, so ist das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren konsistent, falls

k
Z a; =0 und
§=0

WE

(Ja; —B;) =0

J=0

gelten.

Da die bisher betrachteten Mehrschrittverfahren (Adams-Verfahren, BDF-Verfahren) durch

Interpolation hervorgegangen sind, kann die Konsistenzordnung auch durch Ausnutzen der
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Fehlerdarstellung fiir interpolierende Polynome gezeigt werden. Wir illustrieren dies fiir
Adams-Bashforth-Verfahren.

Satz 3.1.9
Sei f : [a, b]xR™ — R™ k-mal stetig differenzierbar (bzw. x k+1-mal stetig differenzierbar).
Dann besitzt das k-stufige Adams-Bashforth-Verfahren

k-1
Titk — Tigh—1 = h E Bij fiti
j=0

die Konsistenzordnung k.

_ Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler (mit dquidistanten Schritten) gilt

k-1
Cn(t, x(t)) = %(w(t+kh)—x(t+(k—1)h))_ Bisf(t+ jh, (t + jh)
=0
1 [thR 1 kR k2l
= — "(s)ds — = I " .
h/”(k—l)hx(S) ’ h/t+(k—1)h =0 §($)F(E+ jhoz(t + jh))ds
1 t+kh k—1
— E/ (x/(5> - Lj(s)f(t+jh,l’(t+jh))> ds
t+(k—1)h e
1

t+kh
_ ! / (f(s,(s)) — P(s)) ds,

b Jis—1)n
wobei P gerade das interpolierende Polynom zu den Stiitzpunkten (¢ + jh, f(t + jh, z(t +
jh))), 7 =0,...,k—1, ist. Der Interpolationsfehler kann unter der Voraussetzung, dafi f

k-mal stetig differenzierbar ist, abgeschéitzt werden durch

T SIS
1f (s, 2(s)) = P(s)] HI (t+jh)| H
7=0
mit C' = %kk, wobei s € [t + (k — 1)h,t + kh] ausgenutzt wurde.
Einsetzen liefert die Abschéitzung
1 t+kh 1
et =) < —/ Chbds = CRM = CRY,
b it (e-1yn h

so dafl die Konsistenzordnung k gezeigt ist. O

Analog zeigt man, dafl das k-stufige Adams-Moulton-Verfahren sogar die Ordnung k + 1
besitzt. Zu beachten ist dabei nur, dal auch der Punkt (¢t + kh, f(t + kh,z(t + kh))

interpoliert wird und das Interpolationspolynom somit den Grad k besitzt.
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Im Abschnitt {iber Einschrittverfahren hatten wir gesehen, dafl Konsistenz und Lipschitz-

stetigkeit der Inkrementfunktion hinreichend fiir die Konvergenz des Einschrittverfahrens

waren. Das folgende Beispiel zeigt, dafl Konsistenz und Lipschitzstetigkeit der Verfahrens-

funktion fiir lineare Mehrschrittverfahren i.a. nicht ausreicht, um Konvergenz zu zeigen.
Beispiel 3.1.10 (Stabilitit bei Mehrschrittverfahren)

Betrachte das Anfangswertproblem

im Intervall [0, 1] welches die Losung
#(t) = exp(—1)

besitzt. Zundchst wenden wir das 3-stufige Adams-Bashforth-Verfahren
h
Tit3 = Tiyo + 1 (23 fire — 16 fiz1 +5f;)
mit exakten Startwerten xo = 1, 11 = exp(—h), x5 = exp(—2h) und h = 1/N, N € N, auf
das Anfangswertproblem an und erhalten in Abhdngigkeit von N folgende globale Fehler:

N MSV ERROR  ORDER P

5 0.8250E-03 0.0000E+00
10 0.1230E-03  0.2746E+01
20 0.1638E-04 0.2908E+01
40 0.2103E-05 0.2961E+01
80 0.2663E-06  0.2982E+01
160  0.3348E-07 0.2991E+01
320 0.4198E-08  0.2996E+01
640 0.5255E-09  0.2998E+01

Das 3-stufige Adams-Bashforth-Verfahren besitzt die Konsistenzordnung 3 und die nume-
rischen Ergebnisse zeigen auch die Konvergenzordnung 3.

Nun wenden das explizite 2-stufige lineare Mehrschrittverfahren
Tivo + 41 — 5y = h (2f (L, x) + 4f (tig1, Tig1))

mit exakten Startwerten o = 1, x1 = exp(—h) und h = 1/N, N € N, auf das Anfangs-
wertproblem an und erhalten in Abhdngigkeit von N folgende globale Fehler:

N MSV ERROR
5 0.3069E-01
10  0.7045E+01
20  0.4652E+07
40  0.2883E+20
80  0.1671E+47
160  0.8723+101
320 0.3748+212

640 +Infinity
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Die Losung fiir N = 20 zeigt am Ende des Zeitintervalls starke Oszillationen, die sich

mit wachsendem N noch deutlich verstarken.

.0000000000000000E+00
.5000000000000000E-01
.1000000000000000E+00
.1500000000000000E+00
.2000000000000000E+00
.2500000000000000E+00
.3000000000000000E+00
.3500000000000000E+00
.4000000000000000E+00
.4500000000000000E+00
.5000000000000000E+00
.5500000000000000E+00
.6000000000000001E+00
.6500000000000001E+00
.7000000000000002E+00
.7500000000000001E+00
.8000000000000002E+00
.8500000000000001E+00
.9000000000000001E+00
.9500000000000002E+00
.1000000000000000E+01

[eNeoNoNoNoNolololololoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNe)

cleolololololololoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNe)

|
o

.1000000000000000E+01
.9512294245007140E+00
.9048364170970011E+00
.8607112282460939E+00
.8187112851417111E+00
.7788976208106736E+00
.7403152897895553E+00
.7072741248561684E+00
.6569935955729138E+00
.7062701103889869E+00
.2529341546735327E+00
.2398400091277198E+01
.8833903025463922E+01
.4885455315420674E+02
.2484752480724415E+03
.1282983352359867E+04
.6606058795466407E+04
.3403206536752226E+05
.1753043626413789E+06
.9030354433946502E+06
.4651740239200287E+07

Obwohl das Mehrschrittverfahren nach (3.4) sogar die Konsistenzordnung 3 besitzt und

f(t,x) = —x (und somit auch die Verfahrensfunktion des Mehrschrittverfahrens) lipschitz-

stetig ist, konvergiert das Verfahren offenbar nicht.

Der Grund fiir das im Beispiel beobachtete Verhalten des zweiten Verfahrens liegt in der

fehlenden Stabilitdat des Verfahrens. Zwar war die Lipschitzstetigkeit der Verfahrensfunk-

tion bei Einschrittverfahren hinreichend fiir Stabilitédt, bei Mehrschrittverfahren ist die

Untersuchung der Stabilitéit jedoch komplizierter.

Definition 3.1.11 (Stabilitiit)
Es seien {xy}nen Gitterfunktionen mit (3.3) und h = (b — a)/N, N € N. Desweiteren

seien {yn }nen Gitterfunktionen yy : Gy — R"™ mit

(SN(tZ) = yN(tz) — l’N(ti), 1= 0, Ce
1t k
On(tivk) = 5 > ajyn(ti + jh) —
§=0 §=0

Die Funktion 6y : Gy — R™ wird als Defekt von yy bezeichnet.

7k_17

N Bif(t + jhoyn(ti + jh)), i=0,...

N — k.

Das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren heifit stabil in {zy}nen, falls es von N un-
abhdngige Konstanten S, R > 0 gibt, so dafs fir fast alle h = (b—a)/N, N € N, folgendes

gilt:
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Aus
[onlloo < R

folgt
lyn — 2nlloe < 50w |loo-

Die Konstante R heifit Stabilitdtsschwelle und S heifit Stabilitidtsschranke.

Konsistenz und Stabilitdt sichern die Konvergenz des Verfahrens, falls die Startwerte
hinreichend gut gew&hlt werden.

Satz 3.1.12 (Konvergenzsatz)
Das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren sei konsistent in einer Lisung & des AWP
(2.1)-(2.2) und stabil in der durch das Mehrschrittverfahren erzeugten Folge {xy}nen.

Dariiber hinaus gelte
}llin% |len(t;) — z(t;)|| =0 Vi=0,...,k—1. (3.5)

Dann ist das Mehrschrittverfahren konvergent.

Besitzt das Mehrschrittverfahren dariber hinaus die Konsistenzordnung p in & und gilt
|lxn(t:) — z(t)|| = O(RP) Vi=0,...,k—1, (3.6)
so besitzt es die Konvergenzordnung p.

_ Eine Losung  des AWP erfiillt die Vorschrift des Mehrschrittverfahrens mit
Schrittweite h i.a. nicht exakt und liefert einen Defekt

5]\[(751) = i’(tl)—fL‘N(tl), iZO,...,k—l,

K
1 . .
On(tivk) = 7 Z a;&(ti + jh) —

<
-
=]

2
~
=

_I_
.
B
=
=~

+
.
=

-~

Il
=
=
|

5

Da das Verfahren konsistent ist und (3.5) vorausgesetzt ist, ist es fiir hinreichend kleine
Schrittweiten h = (b — a)/N (bzw. hinreichend groBes N) stets moglich, [[dn]|e < R zu

erreichen, da wegen oy (t;1x) = €n(t;, 2(t;)) auch

= tim (oo (201 ) = g (g Do)
gilt. Da das Verfahren stabil ist, folgt (mit yy = Ay(z) in Definition 3.1.11)
lenlloe = [l = An(E)]loo < Slonloo-

Wegen (3.5) und Oy (tisx) = lu(ts, 2(t;)), i =0,..., N — k, folgt aus der Konsistenz

lim |[0n]eo =0
N—oo
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bzw. mit (3.6) und der Konsistenzordnung p

1 )
||5NHoo:O(ﬁ) fiir N — oo.
Dies zeigt die Konvergenz bzw. die Konvergenz mit Ordnung p. O

Wir versuchen nun, eine hinreichende Bedingung fiir die Stabilitdt eines k-stufigen linearen
Mehrschrittverfahrens zu finden. Dazu seien Gitterfunktionen x und yy mit Startwerten
zn(t;) und yn(t;), i =0,...,k—1, und

k k
Z@ij(ti —|—jh) = hZﬁjf(tz +]h7 xN(tl +]h))7

j=0 Jj=0

k k
Z@ij(ti +jh) = hZﬁjf(ti + jh,yn(ti + jh)) + hon (tivk)
=0 =0

fir i = 0,..., N — k gegeben, wobei noch [|dy|l. < R gelte. Subtraktion der ersten von

der zweiten Gleichung und Division durch «aj # 0 liefert dann fiir ¢ = 0,..., N — k die
Beziehungen
o k 3,
> —i (yn(ting) — anlting)) = hY a_i (f Citgo yn (tins)) = f(tigs an(tivg)))
=0 =0
h
+—0n(tivk)
&9
= bia
bzw. -
a.
un (tivr) — on(tior) =bi — Y a—z (yn (tivg) — T (ting) - (3.7)
=0

Mit z; := yn(t;) — xn(t;) fiir i = 0,..., N und

0 1 0 0
Zi 0
. , : 0 : . :
Zi:: Z.+1 7Bi:: . 7A:: : : 0
: 0 : :
b 0 0o - 0 1
Fithk-1 ' o0 _an .. _ Q2 Gk
g ap g €95
firi=0,..., N — k 1aBt sich (3.7) schreiben als
Ziy1 = AZ; + By, i=0,...,N—1, (3.8)
mit Startwert Zy = (2¢,...,2r_1) . Dies ist formal ein Einschrittverfahren fiir Z; und wir

konnen die Stabilitdt von (3.8) untersuchen. Ziel dabei ist es, eine Bedingung zu finden,
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die garantiert, dafl die Werte Z; fiir + = 0,1,2, ... beschrénkt bleiben. Beachte, daf} die
Nichtlinearitéiten aus (3.7) in der Inhomogenitit B; versteckt sind, wobei B; noch von yy
und xy abhéngt. Zunéchst aber analysieren wir (3.8) ohne die Stérungen B;, i = 0,1, .. ..
Dann folgt Z; = A'Zy und es stellt sich die Frage, wann Z; bzw. A’ fiir jeden Startwert
Zo beschriankt bleiben.

Hilfsatz 3.1.13
Fir A € R™™ sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Folge {A'}ien ist beschrinkt, d.h. es gibt eine Konstante C > 0 mit

A <C  Vi=0,1,2,....

(b) Es gilt |\| <1 fiir jeden Eigenwert X von A und fir jeden Eigenwert A mit |\| = 1

stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit tiberein.

_ Der Beweis kann mit Hilfe der Jordanzerlegung von A gefiihrt werden. Einen
dhnlichen Beweis hatten wir schon in Numerik I, Satz 2.6.8 im Zusammenhang mit itera-
tiven Losungsverfahren zur Losung von Gleichungssystemen gefithrt. Wir iiberlassen die
technischen Details dem Leser. O

Beachte, dal A gerade die Transponierte der Frobenius-Begleitmatrix (vgl. Beispiel 1.2.3)

zum Polynom
k—1

k % i
" +;aku

ist. Die Transponierte hat dieselben Eigenwerte wie die Frobenius-Begleitmatrix. Damit
sind die Eigenwerte von A gerade durch die Nullstellen des sogenannten erzeugenden
Polynoms des k-stufigen linearen Mehrschrittverfahrens

q(p) = app® + op " 4L+ ag

gegeben. Die Stabilitdtsbedingung aus Hilfsatz 3.1.13 wird zu Ehren von dessen Entdecker
Dahlquist als Wurzelbedingung oder Nullstabilitdt bezeichnet.

Definition 3.1.14 (Wurzelbedingung von Dahlquist, Nullstabilitét)
Das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren (3.3) zur Losung des AWP (2.1)-(2.2) heifst
nullstabil (bzw. erfillt die Wurzelbedingung von Dahlquist ), falls fiir das erzeugende
Polynom

q(p) = app® + g1t L+ g
die folgenden Bedingungen erfillt sind:
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(1) Fir jede Nullstelle A\ von q gilt |\| < 1.

(11) Jede Nullstelle X von g mit |A\| =1 ist X einfache Nullstelle von q.

Bemerkung 3.1.15
Aus dem Beweis zu Satz 3.1.8 folgt, dafs ein konsistentes Mehrschrittverfahren notwendig
die Bedingung 0 = Z?:o ar = q(1) erfillen muf. Damit besitzt ein konsistentes Mehr-

schrittverfahren stets 1 als Nullstelle des erzeugenden Polynoms.

Beispiel 3.1.16

(a) Das erzeugende Polynom q fiir das Mehrschrittverfahren in Beispiel 3.1.10 lautet

q(p) = p* +4p =5

und besitzt die Nullstellen Ay = —5 und Ny = 1, wobei Ao eine zweifache Nullstelle

ist. Somat ist dieses Verfahren nicht nullstabil.

(b) Das k-stufige Adams-Bashforth-Verfahren

k—1

Titk — Tivk—1 = h Z Bij fit;
=0
und das k-stufige Adams-Moulton-Verfahren
k
Titk — Titk—1 = N Z ﬁijfiﬂ'
j=0

besitzen das erzeugende Polynom q(u) = p* — pF=t = p*=*(u — 1) und somit die
einfache Nullstelle A = 1 und die (k — 1)-fache Nullstelle A = 0. Damit sind diese
Verfahren nullstabil.

Bemerkung 3.1.17 (1. Dahlquist-Schranke)
Strehmel und Weiner [SW95, Satz 4.5.1] zeigen, dafi ein nullstabiles k-stufiges lineares
Mehrschrittverfahren héchstens folgende Konsistenzordnung p besitzen kann:

(1) Fir k gerade, ist die mazimale Konsistenzordnung p < k + 2.
(11) Fiir k ungerade, ist die maximale Konsistenzordnung p < k + 1.

(1i1) Fir By/ou <0, ist die mazimale Konsistenzordnung p < k.
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Diese Mazximalordnungen werden auch angenommen.

Nun kommen wir zum entscheidenden Satz.

Satz 3.1.18 (Stabilitiat von Mehrschrittverfahren)

Das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren (3.3) sei nullstabil und f : [a,b] x R" — R™

erfiille die Lipschitzbedingung

1t 2) = Fty)ll < Lz =yl Yo,y e R"

mit einer Konstanten L > 0. Dann ist das Verfahren stabil im Sinne von Definition 3.1.11.

IBEREE A us (3.8) folgt induktiv, daB

i—1
Zi=AZy+ ) AT'IB;

=0
fir i =0,..., N — k4 1 gilt. Daraus folgt sofort die Abschéatzung
i1

1Zilloe < 14000 1 Zolloo + D AT llos - 1B e

=0

Nach Hilfsatz 3.1.13 gibt es eine Konstante C' mit || A’||,, < C fiir alle i = 0,1,2, ..

somit gilt
i—1
1Zillo < C (HZOHOO +> ||Bj||oo> :
=0
Nach Definition von B; folgt mit 5 := max, |5;| weiter
J=Y50
[Bills = llbill
Bl
= > 85 (f(tivg un(tieg) = f(tivgs o (ting))) + On(tisk)
Jj=0 o]
ho o h
< P jZO||Z+g|| + akH N (Eisn) |
<

h h
o OL Kl Zilloo + 1 Zialloc) + - mmax | 10n (B oo

., und

(3.9)
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Summation mit ¢ < N und h = (b — a)/N liefert

i—1

. h h
S8l < LS (2l + WZpoil) + N g [ty
= —6Lk'ZIIZ oo + ﬁLZIIZ Hoo+— _max 0w () oo
b—a
< —5L k1 ZHZ oo + 2 8Ll Zilloo + 2= 0
Jj=0 Xk
Einsetzen in (3.9) liefert
h— i—1
1Zille < C (IIZolloo+ += ﬂL (k+1)> 1 Zll + 5L||Z|!oo>-
7=0

Auflésen nach [|Z;|[oc mit 0 < h < ho := 4 fiihrt auf die Abschétzung

A\

C b— L
1 Zilloe < 1_—hCﬂL <HZOH00+ —|— ﬂL (k+1 ZHZ HOO>
7=0

€75
i—1

< Cilldnlloo +Cah Y 11Z;1

J=0

mit C; = W (1 + &= ”’) und Cy = % Anwendung von Hilfsatz 3.1.19 mit

@

a = C1]|dn|leo und = Cy liefert
1Zilloc < C1l[0nloo exp(ihCh) < Cif|dn|loc exp(NAC2) = Cil[dn[loc exp((b — a)C3),
so dafl
1Zilloc < Sllonlloc; 5= Crexp((b—a)Ch),
firalle=0,...,N — k 4+ 1 gilt. Aus der Definition von Z; folgt schlielich

lyn — nlloe < Sllonloo,
was gerade die Stabilitdt des Mehrschrittverfahrens ist. O

Im Beweis haben wir das folgende Resultat verwendet.
Hilfsatz 3.1.19
Fiir Zahlen a,h, 3 >0 und a; > 0,1=0,...,N gelte
i1

ap < a, ai§a+hﬁzaj, 1=1,2,...,N.

Jj=0
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Dann gilt
a; < aexp(fih), i=0,1,...,N.

BEEE Dcfinicre

i—1

w; ::a—i—hﬁZaj, 1=0,...,N.
=0

Nach Voraussetzung gilt a; < w; fiir allet =1,..., N, sowie ay < o = wy.
Dann gilt fir 0 <7< N
Wip1 — w; = hBa; < hPw;

bzw.
wiy1 < (14 hB)w;.

Induktiv ergibt sich daraus
w; < (14 hB)we = a(l+ hp)".
Weiter folgt
a; <w; < a(l+ hB)' < aexp(Bh)’ = avexp(Bih).

O

Die Sétze 3.1.12 und 3.1.18 liefern zusammen den folgenden Konvergenzsatz fiir lineare

Mehrschrittverfahren, der in Kurzform
Konsistenz + Stabilitdt = Konvergenz

lautet.
Satz 3.1.20 (Konvergenzssatz fiir lineare Mehrschrittverfahren)
f:la,b] x R™ — R™ erfiille die Lipschitzbedingung

1t x) = fty)ll < Lz —yll - Yo,y e R"

mit einer Konstanten L > 0.
Das k-stufige lineare Mehrschrittverfahren (3.3) sei nullstabil und konsistent in einer
Losung & des AWP (2.1)-(2.2). Dariiber hinaus gelte

lim [l () = @(t)] =0 V=0, k-1

Dann st das Mehrschrittverfahren konvergent.

Besitzt das Mehrschrittverfahren dariber hinaus die Konsistenzordnung p in & und gilt
|len(t;) — 2(t)|| = O(hP) Vi=0,...,k—1,
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so besitzt es die Konvergenzordnung p.

Bemerkung 3.1.21
Die globale Lipschitzbedingung fiir f im Konvergenzsatz kann durch eine lokale Lipschitz-

bedingung, die in der Lésung T gelten mufs, abgeschwdcht werden.

3.1.4 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Gegeben sei ein implizites k-stufiges lineares Mehrschrittverfahren in der Form

1
Tivk + Oé_k Z QjLivj = h_ Z Bif (tivj, Tivy) (3.10)

mit o # 0 und [y # 0. Ein Ansatz zur Losung dieser nichtlinearen Gleichung fiir z;, ist

die Fixpunktiteration

k—1 k—1
4
i+ — Z%%ﬂ = h— <5kf( ks THy) Zﬁjf(tm,xm)) , £=0,1,2,...,
7=0

(3.11)

( ) . Man kann zeigen (Ubung!), da8 die Fixpunktiteration

mit geeignetem Startwert Ty

konvergiert, falls
s

Ak

L<1

gilt, wobei L eine Lipschitzkonstante von f ist. Fiir hinreichend kleines h ist diese Bedin-
gung stets erfiillbar, wobei die Schrittweite fiir sehr grofles L sehr klein gewihlt werden
muss.

Um den Aufwand bei der Durchfithrung des Verfahrens zu reduzieren, wird die nichtlineare
Gleichung zur Bestimmung der Ndherung z;,; nicht exakt (im Sinne der Rechengenau-
igkeit) gelost, sondern es wird ein sogenannter Pradiktorschritt mit einem expliziten

k-stufigen linearen Mehrschrittverfahren der Form
= =
Titk + ? Z CY]PQIZ‘JFJ' = h? Z /Bff(tZJr]? fﬂ,j) (312)
koj=0 koj=0

mit af # 0 durchgefiihrt, welches die Approximation :c k liefert. Anschliefend werden
ein oder mehrere Korrektorschritte fiir das implizite Verfahren (3.10) im Sinne einer
Fixpunktiteration (3.11) durchgefiihrt. Hierbei wird diese Iteration in der Regel jedoch
nicht bis zur Konvergenz durchgefiihrt, sondern aus Effizienzgriinden nur M € N Mal

angewendet. Konkret lautet das Pradiktor-Korrektor-Verfahren wie folgt:

Algorithmus 3.1.22 (Pridiktor-Korrektor-Verfahren)
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(0) Gegeben seien M € N, k € N, h = (b—a)/N, N € N und Startwerte x, ..., T5_1.
(1) Firi=0,1,...,N —k:
Berechne Prdidiktor

z(?l—)k + ZOA Litj = h— P Zﬁpf 1+],=Tz+])

FME—QLHWM—l:

Berechne f+k = f(tlurk,:z:g?,c).
Berechne Korrektor

k—1
1
/+1 4
fL‘E:]; ) + Oé_k Zajxi+j - h (ﬁkf( ) + Zﬁ] H—]v mz-‘r] > :
7=0

end
Setze x; ) = xl(j\r/[k)
end

Konvergenzaussagen zum Pradiktor-Korrektor-Verfahren liefert folgender Satz.

Satz 3.1.23 (Strehmel und Weiner [SW95, Satz 4.6.1])
Sei f hinreichend oft stetig differenzierbar. Der Prddiktor habe die Konsistenzordnung
p* > 1 und der Korrektor die Konsistenzordnung p > 1. Dann besitzt das Prddiktor-
Korrektor-Verfahren die Konsistenzordnung p = min{p* + M, p}, falls die Startwerte von
dieser Ordnung sind. Ist das Korrektorverfahren nullstabil, so konvergiert das Pradiktor-

Korrektor-Verfahren von der Ordnung p.
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Kapitel 4

Steife Differentialgleichungen

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Konvergenz von Ein- und Mehrschritt-
verfahren untersucht. Diese konnte fiir konsistente und stabile Diskretisierungen gezeigt
werden. In der Praxis spielen neben dem in der Konvergenzanalyse verwendeten Stabi-
litdtsbegrift jedoch noch andere Stabilitdtsbegriffe eine grofie Rolle. Im folgenden werden
wir die sogenannte A-Stabilitit im Zusammenhang mit steifen Differentialgleichungen
untersuchen. Zur Motivation betrachten wir das folgende Beispiel.

Betrachte fiir \; < 0 und A\ < 0 das Anfangswertproblem

o' (t) = Ax(t), z(0) = z,, (4.1)

A )\1-5>\2 >\1;)\2 ) 2
o Ai—A2 AitAe o = v Ta = ’
3 D) T2 0

Die Matrix A besitzt die Eigenwerte A; und Ay und die zugehorigen Eigenvektoren v, =

(1,1)" und vy = (1,—1)T, sowie die Lésung

( 28 ) - ( 1 >exp(A1t) + ( _11 )exp(AQt)- (4.2)

lim z(t) = 0.

t—o0

Es gilt

Anwendung des expliziten Eulerverfahrens mit Schrittweite h > 0 liefert
$l+1:(1—|—h14)33'“ i:O,l,Q,...,

bzw.
x; = (I +hA)'z,, i=0,1,2,...,

Die Matrix I + hA 148t sich diagonalisieren geméf3

1 1 1
T I +hA)T = diag(1 + hAy, 1+ h)y) =: I + hA, T=— .
(I +hA) iag(l+hAi, 1+ hdg) =2 I + ﬁ(1_1>

Einsetzen liefert
T 'z = (I 4+ hAN)'T 'z, i=0,1,2,....
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Die numerische Losung x;, @ = 0,1,2, ..., zeigt genau dann dasselbe qualitative Verhalten
wie die exakte Losung in (4.2), also

zliglo 7 =0,
wenn die Bedingungen
|1+ hX| <1, |1+ hX| <1
bzw.
h < %, h < %

erfiillt sind. Sei nun etwa speziell \; = —2 und Ay = —2 - 10°. Dann mufl ~ mit h < 107°
sehr klein gewé#hlt werden, um dasselbe qualitative Losungsverhalten zu erhalten, wobei
diese Einschréinkung der Schrittweite durch den Eigenwert Ay bestimmt wird. Allerdings
geht dieser Eigenwert Ay lediglich durch den Term exp(Aqt) in die exakte Losung in (4.2)
ein und hat — ausser am Anfang — nahezu keinen Einflufl auf die exakte Losung. Mit
anderen Worten: Ein vernachlissigbarer Losungsanteil ist verantwortlich fiir eine starke
Einschrinkung der Schrittweite, wodurch das explizite Eulerverfahren sehr ineffizient wird,
vgl. Abbildung 4.1. Dieses Phénomen wird Steifheit genannt. Es tritt auch bei expliziten
Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung auf.
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114 KAPITEL 4. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

linear system, eigenvalues -2, -200 linear system, eigenvalues -2, -200
5 T 3 T
exakt exakt
expl. Euler N=100 expl. Euler N=100
expl. Euler N=90 ----x--- 2L expl. Euler N=90 - |

expl. Euler N=150 - expl. Euler N=150 -

—

3t J T
% X

3 f 2l
3+ X
1 KK 1
4t

0 L L L L 5 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x1(t)
x2(t)
I

t t
linear system, eigenvalues -2, -200 linear system, eigenvalues -2, -200
2 T T 1 T
exakt exakt
impl. Euler N=10 D impl. Euler N=10
18 impl. Euler N=20 - | 0.9 impl. Euler N=20 - |

impl. Euler N=100 * i impl. Euler N=100 *
16 B -

144

x1(t)
x2(t)

Abbildung 4.1: Vergleich des expliziten (oben) und impliziten Eulerverfahrens (unten) fiir
A1 = —2 und Ay = —200: Das implizite Verfahren liefert unabhingig von der Schritt-
weite h = 1/N gute Approximationen. Das explizite Verfahren liefert erst fiir sehr kleine

Schrittweiten gute Ndherungen. Beide Verfahren konvergieren mit Ordnung h.

Es gibt in der Literatur keine einheitliche Definition der Steifheit. Fiir lineare Systeme
2’ = Az wird haufig der Wert

i=1,...

K = max {|[Re(\)] | Re(X) < 0}

als Mass fiir die Steifheit verwendet. Haufig wird auch noch die Lénge des Zeitintervalls
beriicksichtigt und (b — a) K als Mass der Steifheit verwendet, da beobachtet wird, dafl
Systeme mit grofem K, aber kurzem Zeitintervall b — a sehr wohl effizient mit expliziten
Verfahren gelost werden kénnen und daher kein steifes Verhalten zeigen, wahrend Systeme
mit kleinem K, aber langem Zeitintervall b — a sehr wohl steifes Verhalten zeigen kénnen.
Man versucht nun, diese Definition durch Betrachtung der Jacobimatrix f, auf nichtlineare
Systeme zu erweitern, wobei Steifheit im nichtlinearen Fall i.a. von der Stelle (¢, z) abhéngt
und sich somit steife und nichtsteife Bereiche fiir dieselbe Diffferentialgleichung ergeben
konnen.

Definition 4.0.1 (Steifheit)
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Die Differentialgleichung
a'(t) = f(t z(t))
heifit steif in (¢, x) € R"™ wenn fiir die Eigenwerte \;, i =1,... k, von f.(t,z) folgendes
qgilt:
K = iglanHRe()\i)‘ | Re(\i) <0} > 1

=1,...,

Bemerkung 4.0.2
In der Literatur werden Systeme alternativ als steif bezeichnet, falls eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:
[
lrllaxkﬂRe()\i)\ | Re(\;) <0}

— 1.
min {[Re(\)| [ Re(\) <0} ~

o [£I>1

e Erfillt f eine Lipschitzbedingung || f(t,z) — f(t,y)|| < L|lx — yl|, so gilt fir die
Lipschitzkonstante L > 1.

Anschaulich spricht man von Steifheit, wenn die Losung eines AWP Losungsanteile besitzt,
die ein stark unterschiedliches Zeitverhalten aufweisen, also etwa sehr schnelle und sehr
langsame Anteile. Dies tritt beispielsweise in chemischen Reaktionen auf, in denen einige
Reaktionspartner sehr schnell reagieren und in einen Sattigungsbereich laufen, wéhrend
andere Stoffe relativ langsam reagieren. Ein anderer Bereich, in dem steife Differentialglei-
chungen auftreten, ist die Mechanik, bei der etwa sehr steife Feder- oder Dampferelemente
in einem technischen System vorhanden sind.

Es ist wichtig zu bemerken, dafl Steifheit ein rein numerisches Problem ist. Nur die Re-
alteile ungleich Null der Eigenwerte spielen hierbei eine Rolle. Die Imaginérteile sind fiir
(stark) oszillierende Losungskomponenten verantwortlich (man mache sich dies fiir lineare
Dgln. klar) und erfordern aus Genauigkeitsgriinden kleine Schrittweiten. Die Eigenwerte
mit positivem Realteil konnen ebenfalls kleine Schrittweiten erzwingen, aber in diesem
Fall sind kleine Schrittweiten notwendig, um die dominierenden Losungsanteile gut zu
approximieren. Es wird sich herausstellen, daf explizite Runge-Kutta-Verfahren fiir stei-
fe Differentialgleichungen nicht geeignet sind, wiahrend implizite Runge-Kutta-Verfahren
sehr wohl geeignet sind. Wir illustrieren dies stellvertretend am impliziten Eulerverfahren
fiir das zuvor diskutierte Problem.

Das implizite Eulerverfahren angewendet auf (4.1) fithrt auf die Vorschrift

Titr1 = (I-hA)ill’i, i:0,1,27...,
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116 KAPITEL 4. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

bzw.

x; = (I — hA) ', i=0,1,2,....

Die Matrix (I — hA)~! kann wiederum diagonalisiert werden:

1 1 1 1 1
T YT —hA)'T = di =: (I — hA)~! T=— .
( ) m‘q(l—h)\l’l—h)\2> ( ) ﬁ<1 —1>

Einsetzen liefert

T 2, = (I —hA) " T 'y, i=0,1,2,....

Die numerische Losung x;, ¢ = 0,1, 2, ..., zeigt genau dann dasselbe qualitative Verhalten

wie die exakte Losung in (4.2), also

wenn die Bedingungen
1 1
— <1, — <1
|1 — h\| |1 — hAg

gelten. Diese Bedingungen sind fiir alle h > 0 erfiillt, da A\; < 0 und Ay < 0 voraus-
gesetzt war. Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren schrinken die Eigenwerte die

Schrittweite nicht ein, egal wie klein sie sind, vgl. Abbildung 4.1.

4.1 A-Stabilitat

Das Phanomen der Steifheit untersucht man héufig an Hand der Testgleichung
2 (t) = \x(t), A€ C, Re(M\) <0. (4.3)
Dies ist fiir lineare Differentialgleichungen
7' (t) = Ax(t)

mit einer diagonalisierbaren Matrix A € R™™" keine Einschrankung, da die diagonalisier-

bare Matrix A zerlegt werden kann in
TYAT = A = diag(\y, ..., \n),

wobei T reguldr und A Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A ist. Einsetzen in die

lineare Differentialgleichung liefert mit y := T 'x die Differentialgleichung

welche entkoppelt ist und somit komponentenweise betrachtet werden kann, was schlief3-
lich auf die Testgleichung (4.3) fiihrt.
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4.1. A-STABILITAT 117

Nichtlineare Differentialgleichungen kénnen ebenfalls lokal um eine Referenzlésung x li-

nearisiert werden. Sei dazu f hinreichend glatt, x eine Losung der Differentialgleichung

2'(t) = f(t,z(t)), t € [a,b)].

und y(t) eine Losung der Differentialgleichung

y(t) = ftyt),  telabl,

die benachbart zu x sein soll. Dann gilt fiir 6(¢) := y(t) — ()

0'(t) = y'(t) = 2'(t) = f(t,y(t)) — f(t, x(t) = (8, (1) (y(t) — 2(t)) = fo(t, 2(£))5(t).

Mit A(t) := fL(t,z(t)) entsteht eine lineare Differentialgleichung &'(t) = A(t)do(t), die
allerdings i.a. zeitabhéngige Koeffizienten besitzt. Hangt f jedoch nicht explizit von t ab
und ist x eine Gleichgewichtslosung mit x'(t) = 0, so ist A zeitlich konstant.

Insofern beschréinken wir uns im Folgenden auf die Betrachtung der Testgleichung (4.3).

Diese besitzt die Losung
Z(t) = cexp(At) = cexp(Re(N)t) (cos(Im(N)t) 4 isin(Im(A)t)) (4.4)

mit einer Konstanten ¢ € C. Fiir Re(A) < 0 gilt offenbar 1tlim |Z(t)] < M mit einer
Konstanten M.
Wendet man nun das explizite Eulerverfahren auf die Testgleichung (4.3) an, so erhilt

marn

mit der Funktion R(z) = 1+ z. Die Funktion R heifit Stabilitdtsfunktion des expliziten

Eulerverfahrens. Induktiv ergibt sich

und die numerische Lésung x;, i = 0,1, 2, .. ., bleibt fiir jeden Anfangswert xo genau dann
beschrankt, wenn
[R(AR)| <1

gilt. Die Schrittweite h > 0 mufl dabei so gewihlt werden, dafl Ah im Stabilititsgebiet
S:={zeC||R(z)] <1}

des expliziten Eulerverfahrens liegt. Das Stabilitéitsgebiet des expliziten Eulerverfahrens
ist ein Kreis mit Radius 1 um den Mittelpunkt -1, vgl. Abbildung 4.2. Da Re(\) < 0

vorausgesetzt war, mufl h hinreichend klein gew#hlt werden.
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118 KAPITEL 4. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Dieselbe Prozedur fiir das implizite Eulerverfahren liefert

1
Tip1 = R(Ah)z; mit R(z) =

1—=2
Schrittweite h > 0 muf} wieder so gewéhlt werden, da3 Ah im Stabilitéitsgebiet des implizi-
ten FEulerverfahrens verbleibt. Das Stabilitétsgebiet des impliziten Eulerverfahrens ist der
ganze Raum C mit Ausnhame des Kreises mit Radius 1 um den Mittelpunkt 1, vgl. Ab-
bildung 4.2. Da Re(A) < 0 vorausgesetzt war, liegt Ah fiir h > 0 stets im Stabilitdatsgebiet

des impliziten Eulerverfahrens.

Re

Im
\

)L
\ /

Stabilititsgebiet expliziter Euler Stabilititsgebiet impliziter Euler

Abbildung 4.2: Vergleich der Stabilitdtsgebiete des expliziten (links) und impliziten
(rechts) Eulerverfahrens. Das explizite Verfahren ist nicht A-stabil, das implizite ist A-
stabil.

Nahezu alle giangigen Einschrittverfahren fithren bei Anwendung auf die Testgleichung
auf die Vorschrift
Tiv1 = R()\h)&?z

mit der Stabilitdtsfunktion R(z).
Beispiel 4.1.1

Die Stabilitatsfunktion des expliziten Eulerverfahrens lautet
R(z)=1+z.

Die Stabilitatsfunktion des impliziten Eulerverfahrens lautet
1
1=z

Die Stabilititsfunktion des Heun-Verfahrens, vgl. Algorithmus 2.3.4, lautet

R(z)

1
R(z) = 1—|—z—|—§,22.
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4.1. A-STABILITAT 119

Die Stabilitdtsfunktion des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens, vgl. Beispiel 2.3.7, lautet

1 1 1
R(z) =14 2z+4 =22+ 222+ =24

2 6 24
Die Stabilitdtsfunktion des impliziten Radau-IIA-Verfahrens, vgl. Beispiel 2.5.8, lautet
2(z+3)
h(z) = 22—4z+6

Die folgende Abbildung zeigt die Stabilititsgebiete {z € C | |R(2)| < 1}:

Die Stabilititsgebiete der expliziten Verfahren sind links zu erkennen, die der impliziten
Verfahren sind durch die ganze Ebene mit Ausnahme der konvexen Bereiche rechts von

der y-Achse gegeben.

Das Beispiel laf3t vermuten, dafl die Stabilitédtsfunktionen expliziter Runge-Kutta-Verfahren

Polynome sind, wihrend die impliziter Runge-Kutta-Verfahren rationale Funktionen sind.
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120 KAPITEL 4. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
Satz 4.1.2

Fin s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren mit den Daten c,b € R®*, A € R**® besitzt die

Stabilitdtsfunktion

R(z)=1+42b" (I — zA) e, e=(1,...,1)" € R

Fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren ist R ein Polynom vom Hdéchstgrad s.

Fiir implizite Runge-Kutta-Verfahren ist R eine rationale Funktion, deren Zdihler- und

Nennerpolynom Hdéchstgrad s besitzen. Insbesondere ist I — zA genau dann invertierbar,

wenn 1/z kein Eigenwert von A ist.

(i)

(i)

Fiir das Runge-Kutta-Verfahren angewendet auf die Testgleichung ergibt sich

k’j = )\(.CEZ +h Z (ngl{g)

=1
bzw.
k?j —Z Z ajgkg = >\l’z
=1
fir j =1,...,s und z = M. In Matrixschreibweise lautet dies

k—zAk = (I — zA)k = \xze

wobei k = (ki,..., k)" und e = (1,...,1)TR® seien. Die Matrix I — zA ist inver-

tierbar, falls 1/z kein Eigenwert von A ist, und es folgt
k= Axi(I — zA) te.

Einsetzen in die Inkrementfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens liefert

Tig1 =2, +h Z bikj =z +hb'k=(1+2b" (I —2zA)e)z; = R(2)w;.

Jj=1

Fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren ist A eine linke untere Dreiecksmatrix und
I — zA ist invertierbar fiir alle z. Desweiteren gilt A = 0 und mit Hilfe der Neu-

mannschen Reihe folgt
(I —2A) =T+ 24+ (zA)? + ...+ (zA)* 1.
Damit ist R ein Polynom vom Hochstgrad s.
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(iii) Betrachte das lineare Gleichungssystem

(I —zA)w =e.
Die Cramersche Regel liefert
det(I — zA); .
7 = N T A\ = 17 et Y
YT det( — 24! °

wobei (I — zA); die Matrix I — zA bezeichnet in der die i-te Spalte durch e ersetzt

wird. Die Determinanten sind jeweils Polynome vom Hochstgrad s. Wegen
1 1
det(I —zA) =det | 2(-1 — A) | = z°det(-1 — A)
z z

ist [ — zA genau dann singuldr, wenn 1/z Eigenwert von A ist.

O

Wir bezeichnen nun Einschrittverfahren als A-stabil (oder absolut stabil), wenn die Bedin-
gung |R(z)] <1 mit z = Ah fiir Re(\) < 0 zu keiner Einschrinkung der Schrittweite
h > 0 fithrt. A-stabile Verfahren sind daher fiir steife Differentialgleichungen geeignet,

wahrend nicht A-stabile Verfahren fiir steife Differentialgleichungen ineffizient sind.

Definition 4.1.3 (A-Stabilitét)
Sei R die Stabilitdtsfunktion eines FEinschrittverfahrens zur Lésung der Testgleichung
(4.3). Die Menge
S:={z€C||R(z)| <1}

heifst Stabilitdtsgebiet des Einschrittverfahrens. Das FEinschrittverfahren heifst A-
stabil (oder absolut-stabil), wenn

C_C5s,
wobei C_ :={z € C | Re(z) < 0} die linke Hilfte der komplezen Ebene bezeichnet.

A-Stabilitét bedeutet also, dafl |R(z)| < 1 fiir alle z € C mit Re(z) < 0 gilt. Das implizite
Eulerverfahren und das Radau-IIA-Verfahren sind A-stabil. Da die Stabilitdtsfunktionen
expliziter Runge-Kutta-Verfahren nach Satz 4.1.2 Polynome sind und daher | l‘im |R(2)| =

oo gilt, sind die zugehdrigen Stabilitéitsgebiete expliziter Runge-Kutta-Verfahren stets
beschrankt. Somit sind explizite Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil.

Bemerkung 4.1.4
Die Problematik der Steifheit lafit sich analog auch lineare Mehrschrittverfahren untersu-

chen, wobei die Analyse komplizierter ist. Dabei stellt sich heraus, dafi explizite lineare
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122 KAPITEL 4. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Mehrschrittverfahren nicht A-stabil sind. Dariiber hinaus gibt es auch kein A-stabiles im-
plizites lineares Mehrschrittverfahren mit Konsistenzordnung p > 2. Die implizite Trapez-

regel
1
Tip1 = T + 7 (fir1 + fi)
ist A-stabil und besitzt Konsistenzordnung p = 2, besitzt also die hichstmaogliche Ordnung

unter den A-stabilen lineare Mehrschrittverfahren.

Bemerkung 4.1.5
BDEF-Verfahren sind nicht A-stabil, aber immerhin nullstabil fir k < 6. FEs stellt sich
jedoch heraus, daf$ BDF-Verfahren eine Abschwdichung der A-Stabilitit, die sogenannte
A(ar)-Stabilitat, erfillen. Ein Verfahren heifit hierbei A(c)-stabil, wenn fir das Stabilitdits-
gebiet S des Verfahrens die Bedingung

{zeCl|larg(z) —7m|<a}CS

fiir ein « € [0,7/2] erfillt. Hierbei ist = = |z|exp(iarg(z)) mit arg(z) € [0,27). Die
Menge auf der linken Seite sieht wie folgt aus:

Fiir BDF-Verfahren ergeben sich folgende Winkel:
K12 8 4 5 6
a ‘ 90° 90° 86° 73.3° 51.8° 17.8°
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Kapitel 5

Randwertprobleme

Wir betrachten Randwertprobleme der folgenden Form.

BB (Zweipunkt-Randwertproblem)

Seien f: [a,b] x R — R™ und r : R" x R® — R™ gegeben. Gesucht ist eine Losung x des

Randwertproblems

() = ft=z()),
r(z(a),z(b)) = 0

im Intervall [a, b].

Derartige Randwertprobleme treten z.B. bei der Losung von Variationsproblemen oder
Optimalsteuerungsproblemen auf.
Bemerkung 5.0.2

o Fuistenz- und Eindeutigkeitsresultate fiir nichtlineare Randwertprobleme finden sich
in Ascher et al. [AMR95] in Kapitel 3. Ein Randwertproblem kann keine, genau

eine oder unendlich viele Lisungen besitzen.

o FEs kann passieren, dafS die Losung eines Randwertproblems auch fiir weniger als n

Randwerte bereits eindeutig bestimmt ist. Betrachte z.B. das Randwertproblem
() = f(t,z(t)), r(x(0)) = 21(0)* + ... + 2,(0)* = 0.

Diese Randbedingung legt alle Randwerte eindeutig fest: ©;(0) =0,i=1,...,n.

5.1 Sensitivititsanalyse

Wir untersuchen die Abhéngigkeit der Losung einer Anfangswertaufgabe von Parametern.

_ (Parameterabhingiges Anfangswertproblem)
Fiir gegebene Funktionen f : [a,b] x R" x R™ — R" und z, : R — R" und gegebenem
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124 KAPITEL 5. RANDWERTPROBLEME

Parameter p € R™ ist eine Losung des Anfangswertproblems

d'(t) = f(t,z(t),p),  w(a) = za(p). (5.1)

gesucht.

Um anzudeuten, daf} die Losung des Anfangswertproblems 5.1.1 von p abhéngt, schreiben

wir auch z(t; p), t € [a,b]. Wir interessieren uns hier fiir die folgenden Fragestellungen:
e Unter welchen Bedingungen héngt die Losung des Anfangswertproblems stetig oder
sogar stetig differenzierbar vom Parameter p ab?

e Wie kénnen die Sensitivitdten S(t):= %ﬁ;p) berechnet werden?

Wir benétigen zunéchst noch ein Hilfsresultat.
Lemma 5.1.2 (Gronwall)
Fiir stetige Funktionen u,z : [a,b] — R gelte

u(t) <c+ L /t u(T)dr + z(t)

fir alle t € [a,b] mit Konstanten ¢, L > 0. Dann gilt

ult) < (c+ max |Z(T)|) exp(L(t — a))

a<t<t

fir alle t € [a,b].

MEESEEE Dfinicre

Dann gilt v(a) = 0 und
V(t)=u(t)<c+ L /t u(T)dr + z(t) = ¢+ Lo(t) + =(t).
Desweiteren gilt “
% (v(t) exp(=L(t — a))) = (v'(t) — Lo (t)) exp(—=L(t — a)) < (c + 2(t)) exp(—=L(t — a)).

Integration liefert

v esp(-Llt—a) < [ (et 2(r)) exp(~Lir — a))ir

) 1 —exp(—L(t — a))
7 :

< <c + max |2(7)]

a<t<t
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Wir erhalten

L

o(t) < <c + max |z(7)|> xp(b(t—a) =1

Mit dieser Abschéitzung erhalten wir

u(t)

IN

c+ Lo(t) + 2(t)

e+ a0+ (o o 40} ) fexp(L(t — ) = )

a<t<t

IN

_ (C+ max |Z(T>|) exp(L(t — a)).

a<t<t

O

Wir untersuchen nun die stetige Abhéngigkeit der Losung vom Parameter p und schreiben

die Losung x zum Parameter p als

¢
sltip) = aolp) + [ 1(t.2(0).p)dr
Es gelte die Lipschitzbedingung

£t 21, p1) = f(t 22, p2)[| < L ([l21 — 22| + [|p1 — p2|) (5.2)

fir alle t € [a,b],z1,29 € R" p1,po € R"™. Damit ist insbesondere auch die globale
Existenz von Losungen in [a, b] fiir alle Parameter p € R gesichert.

Seien nun zwei Parameter p; und ps und zugehorige Losungen x(¢; p1) und z(t; p2) gegeben.
Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall folgt fiir alle ¢ € [a, b]

[zt p1) ==t p2)| < ||$a(p1)—:va(pz)|!+/ 1f (7, (75 p1), p1) = (7, 2(7 p2), p2) ldT

t
< llalpn) — ol + L [ Nlo(ripn) = x(ripa)
+ L(t — a)|lpr — p2|
< (llza(p1) = za(p2) | + Lt — a)l[p1 — pal]) exp(L(t — a)).  (5.3)
Diese Abschitzung beweist
Satz 5.1.3 (Stetige Abhingigkeit von Parametern)

Es gelte (5.2) fiir Problem 5.1.1 und die Funktion z, : R™ — R™ sei stetig.
Dann hingt die Losung x(t;p) fir alle t € [a,b] stetig von p ab und es gilt
lim z(t; p) = x(¢; p) Vt € [a,b], p € R"™.
p—p

Ist x, sogar lipschitzstetig, so gibt es eine Konstante S mit
[2(t;p1) — 2(t;p2)ll < Sllpr —p2ll - Vi€ [a,b], pr,p2 € R™.
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126 KAPITEL 5. RANDWERTPROBLEME

IBEREEN Dic crste Aussage folgt direkt aus (5.3). Die Lipschitzstetigkeit folgt mit S :=
(Ly 4+ L(b—a))exp(L(b—a)), wobei L, die Lipschitzkonstante von x, bezeichnet. O

Abhingigkeit vom Anfangswert
Die Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert x, ergibt sich als Spezialfall mit x,(p) = p
und f = f(t,x). Es gilt dann

|2(t;p1) — 2(t; p2)|| < [Ip1 — pall exp(L(t — a)).

Berechnung von Sensitivititen
Wir untersuchen nun, wie die Sensitivitdten S(t) = %ﬁ;p) € R™ "™ berechnet werden
konnen. Wir stellen fest, daBl das parameterabhingige Anfangswertproblem (5.1) eine

Identitét in p darstellt. Totale Differentiation des Problems nach p liefert formal

ox(a;p) ()

dp “
o (d du(t;
Ip (Ex(t;p)) = fu(t,2(t;p),p) - xg;p) + [t 2(t:p), p).

Unter der Annahme, daf3

a% (%x(t;p)) = % (a%fv(t;p))

gilt, erfiillt die Sensitivitatsmatrix S(t) = %ﬁ;p) in [a,b] das folgende Matrix-Anfangs-

wertproblem:

Sensitivitits-Differentialgleichung

S(a) = w,(p),
S't) = f.(t.x(tp),p) - S@) + f,(t, x(tp), p)-

Fazit: Durch gleichzeitiges numerisches Losen des Anfangswertproblems (5.1) und der
Sensitivitits-Differentialgleichung erhalten wir die Ableitungen %ﬁ;p). Ist man nur an der
Abhéngigkeit vom Anfangswert interessiert, so gilt x,(p) = p und folglich 2/ (p) = I.
Demailly [Dem91] zeigt in Abschnitt 11.1.3, daf8 die hier motivierte Vorgehensweise tatséchlich
gerechtfertigt ist, wenn f und x, stetig sind und stetige partielle Ableitungen bzgl. x und

p besitzen.
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5.2 Schief3verfahren

Wir betrachten das Zweipunkt-Randwertproblem 5.0.1. Die Idee des Einfachschiefverfah-
rens (engl. single shooting) basiert auf dem in Abbildung 5.1 dargestellten Ansatz.

\J

Abbildung 5.1: Idee des Einfachschiefiverfahrens (single shooting): Iterative Losung von
Anfangswertproblemen mit variierendem Anfangswert. Die Losung des Randwertproblems

ist rot eingezeichnet.

Fiir eine gegebene Startschéitzung n des Anfangswerts x(a) besitze das Anfangswertpro-

blem

die Losung x(t;n) auf [a,b]. Damit x(t;n) auch die Randbedingung erfiillt, mufl

F(n) :=r(x(a;n), 2(b;n)) = r(n,z(b;n)) =0 (5:4)

gelten. Gleichung (5.4) ist also ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Funktion F'.

Anwendung des Newtonverfahrens fiithrt auf das sogenannte Einfachschiefverfahren:
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128 KAPITEL 5. RANDWERTPROBLEME

Algorithmus: Einfachschief3verfahren

0) Wihle Startschitzung nl% € R™ und setze i = 0.
gn

(1) Lose das Anfangswertproblem
70 =f(ta(),  a) =" a<t<bh
zur Berechnung von F(nl1) und berechne die Jacobimatrix
F'(n") =1, (%, (b)) + v, (1, (b3 ™)) - S (0),
wobei S Losung der Sensitivitats-Differentialgleichung
S'(t) = filt.a(tn)) - S(t),  S(a)=1

ist.

(2) Ist F(n) =0 (oder ist ein anderes Abbruchkriterium) erfiillt, STOP.

(3) Berechne die Newton-Richtung dl als Losung des linearen Gleichungssystems

F'(nhd = —F(nt").

(4) Setze nl*1 = pll 4 dl und i = i 4+ 1 und gehe zu (1).

Bemerkung 5.2.1
Die Ableitung F'(ni) in Schritt (2) des Einfachschiefverfahrens kann alternativ durch

finite Differenzen approzimiert werden:

iF(ﬁ) ~ F(U%—he;l-)—F(??)’

o
e; = j—ter Finheitsvektor. Dieser Ansatz erfordert das Lésen von n Anfangswertproble-

men/!

Da das Einfachschieverfahren im Wesentlichen ein Newtonverfahren ist, gelten unter
entsprechenden Voraussetzungen auch alle Konvergenzaussagen fiir Newtonverfahren und
man kann mit lokal superlinearer bzw. sogar lokal quadratischer Konvergenz rechnen. Die

Jacobimatrix F'(nl!) in Schritt (2) ist invertierbar, wenn die Matrix
P (0% 2 (b)) - S(a) + 77, (", (b)) - S(b)

invertierbar ist.
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Beispiel 5.2.2
Betrachte das Randwertproblem

zo(1) = 5(x1(1) —1) = 0,

mit r(t) = 15exp(—2t). Wir losen das Randwertproblem mit dem FEinfachschieffverfahren
mit Startwert 0 = (4, =5)7 und erhalten folgende Lisung:

Zustand xq: Zustand s :
4 T T T T 0
35 I 1 05 [
3t 4l
25 |
15|
2 L
2L
15
L 25 |
05 | 3
0 : : : : 35 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ITER L2 NORM OF RESIDUALS
0 0.1365880904004427E+03
1 0.4463547386262193E+02
2 0.2131159392149783E+02
3 0.7013694175663481E+01
4 0.1805812047209367E+01
5 0.2290634278529377E+00
6 0.9082950012230806E-02
7 0.4847021565884679E-04
8 0.1033707347497526E-07
9 0.9420242363944453E-13
10 0.8326672684688674E-14
FINAL L2 NORM OF THE RESIDUALS 0.8326672684688674E-14
EXIT PARAMETER 1
FINAL APPROXIMATE SOLUTION
0.4000000000000000E+01 -0.1260067289470882E+00

Ein Problem des EinfachschieBverfahrens ist mitunter die Durchfiithrbarkeit bzw. die Sta-
bilitat des Verfahrens. Wie wir im Abschnitt iiber die Abhéngigkeit eines Anfangswert-

problems von Parametern gesehen haben, gilt die Abschitzung

lz(t;m) — x(t;m)l| < [lm — m2ll exp(L(t — a)).

Fiir grofle Lipschitzkonstanten L und grofle Intervalllingen b — a koénnen Losungen fiir
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unterschiedliche Startwerte drastisch voneinander abweichen. Im Extremfall gelingt es
mitunter nicht, das Anfangswertproblem zum Startwert 5l auf dem ganzen Intervall [a, b]
zu 16sen. Diesen Umstand vermeidet das sogenannte MehrfachschieBverfahren (engl.

multiple shooting) durch Einfithrung zusétzlicher Mehrzielknoten
a=1ty<tg < - <ty_1<ty=0b.

Anzahl und Lage der benotigten Mehrzielknoten hédngen vom konkreten Problem ab.

Mo

\J

a:to tl tQ b:t3

Abbildung 5.2: Idee des Mehrfachschiefiverfahrens (multiple shooting): Iterative Losung

von Anfangswertproblemen auf Teilintervallen.

Wie in Abbildung 5.2 angedeutet, wird in jedem Teilintervall [¢;,t;11), j =0,...,N —1

ausgehend von dem Startwert 7; das Anfangswertproblem

2(t) = f(tx(t),  w(t;) =m
gelost und man erhélt in [¢;,¢;41) die Losung z;(¢; ;). Damit die zusammengesetzte Funk-
tion
xi(t;n;), falls t; <t <tj4q, j=0,...,N —1,
xy_1(tn;ny_1), fallst =05

fE(t,T](), v 777N—1) = {

die Randbedingungen erfiillt und eine Losung des Randwertproblems ist, miissen die fol-

genden Stetigkeits- und Randbedingungen erfiillt sein:

zo(t1;m0) — M
z1(t2;m) — 12
F(n) == F(no,...,nn-1) = : =0. (5.5)
TN _o(tN-1;1MN-2) — N1
(N0, Tn—1(tn; IN-1))
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Gleichung (5.5) ist also wieder ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Funktion F'
in den Variablen n := (ng,...,ny_1)' € RV™,

Als Spezialfall des Mehrfachschief3verfahrens entsteht fiir NV = 1 das Einfachschiefiverfah-
ren. Abhéngig von der Anzahl der Mehrzielknoten, wéchst die Dimension des nichtlinearen
Gleichungssystems (5.5) an. Allerdings besitzt die Jacobimatrix F'(n) eine diinn besetzte

Struktur, die bei der Losung von linearen Gleichungssystemen ausgenutzt werden kann:

So —1I
Sy —1

SN_o -1
A B- Sy

mit
0
Sj = a_nxj(thrl?nj)a A=r, (o, ona(tvinv-1)),  Bi=ry, (o, ey (tn;mv-1))-
J

Anwendung des Newtonverfahrens auf das nichtlineare Gleichungssystem (5.5) liefert den

folgenden Algorithmus.

Algorithmus: Mehrfachschief3verfahren

(0) Wihle Startschitzung nl® = (n([)o}, . ,nES]_l)T € RV und setze i = 0.

(1) Fiir j =0,..., N — 1 16se die Anfangswertprobleme
a'(t) = f(t,x(t)), z(t;) = ][?]’ t; <t <tj1,

zur Berechnung von F(nl!) und berechne die Sensitivititsmatrizen S; = S(t;11),

wobei S Losung der Sensitivitats-Differentialgleichung
S'(t) = filt,x(tm) - S(), Sl =1, t;<t<ti
ist. Berechne damit F'(nl1) gemiB (5.6).

(2) Ist F(nf) =0 (oder ist ein anderes Abbruchkriterium) erfiillt, STOP.

(3) Berechne die Newton-Richtung dl als Losung des linearen Gleichungssystems

F'(nd = —F(nt").

(4) Setze nl*1 = pll 4 d und i = i 4+ 1 und gehe zu (1).
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Detailliertere Darstellungen von Mehrfachschieverfahren erfolgen in Stoer und
Bulirsch [SB90], Abschnitt 7.3.5 und in Ascher et al. [AMR95], Kapitel 4.
Bemerkung 5.2.3

o Jur Globalisierung des lokalen Newtonverfahrens wird das geddmpfte Newtonverfah-
ren verwendet, ber dem sich die neue Iterierte unter Verwendung einer Schrittweite

oy berechnet zu
gl = 2l 4 gl 1=0,1,2,....

Die Schrittweite o; kann dabei durch eindimensionale Minimierung der Funktion
1 ) .
pla) = S||F (2! + ad")|3
(z.B. mit dem Armijo-Verfahren) ermittelt werden.

e Anstatt mit der exakten Jacobimatriz F'(n'!) zu rechnen (die Berechnung derselben
ist sehr teuer, da sie die Losung der Sensitivitits-Differentialgleichung erfordert!),
kann sie analog zu den Quasi-Newton-Verfahren in der Optimierung durch Update-
Formeln ersetzt werden, etwa durch die Rang-1-Update Formel von Broyden:

(z — Jd)d"

J+:J+ de 3

d=n"—n, z=F@n")—-F(n).

o Fin wesentliches und nicht zu unterschdtzendes Problem bei der numerischen Lésung
von Randwertproblemen, die etwa im Rahmen von Optimalsteuerungsprobleme ent-
stehen, ist die Beschaffung einer guten Startschdrtzung fir die Lésung. Hier gibt
es leider kein Patentrezept. Mdgliche Ansdtze sind Homotopieverfahren (es wer-
den benachbarte, einfach zu losende Probleme gelost und deren Losung wird als

Startschdtzung verwendet).

5.3 Kollokationsverfahren

Kollokationsverfahren basieren auf einer Approximation durch stiickweise definierte Po-
lynome. Wir motivieren das Verfahren fiir das Zweipunkt-Randwertproblem 5.0.1. Das
Intervall [a, b] wird in Teilintervalle [t;,t;41], ¢ = 0,..., N — 1 mit Maschenweite h unter-
teilt. Es seien nun 0 < p; < ... < pg < 1 feste Werte. In jedem Teilintervall [t;, ¢;,1] sind
durch p;, 7 =1,..., k sogenannte Kollokationsstellen

tij = ti + pj(tig1 — t3), j=1,...,k

festgelegt. Es wird nun eine sogenannte Kollokationslosung z; auf [a,b] gesucht. z,

heifit Kollokationslosung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
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e 1, ist stetig auf [a, b];

e In jedem Intervall [t;,¢;11], ¢ =0,..., N — L ist x|y, ,) ein Polynom vom Grad k;

e 1, erfiillt die Kollokationsbedingungen
m;z<tlj) = f(tij,xh(tij)), Z = O, Ce 7]\/v — 1, ] = 17 ey k’

und die Randbedingung
r(zn(a), z(b)) = 0.

Zur Bestimmung einer Kollokationslosung x; muf} ein i.a. nichtlineares Gleichungssystem
der Dimension N (k+1)n gelost werden, welches aus den N -k-n Kollokationsbedingungen,
den n Randbedingungen und (N — 1)n Stetigkeitsbedingungen in ¢;, i = 1,..., N — 1
besteht. Es kann gezeigt werden, daf eine Aquivalenz zwischen Kollokationsverfahren
und bestimmten Runge-Kutta-Verfahren besteht, vgl. Ascher et al. [AMR95], Theorem
5.73, S. 219.

5.4 Weitere Verfahren

Fiir bestimmte Klassen von Problemen eignen sich Finite-Element-Verfahren zur Losung
von Randwertproblemen, welche sich insbesondere bei der Lésung von partiellen Differen-
tialgleichungen sehr grosser Beliebtheit erfreuen.

Neben Finite-Element-Verfahren werden héufig auch Finite-Differenzen-Verfahren zur Dis-

kretisierung von Randwertproblemen verwendet.
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Kapitel A

Software

Available software in the world wide web:
e SCILAB: A Free Scientific Software Package; http://www.scilab.org

e GNU OctAVE: A high-level language, primarily intended for numerical computa-

tions; http://www.octave.org/octave.html

GAMS: Guide to Available Mathematical Software; http://gams.nist.gov/

NETLIB: collection of mathematical software, papers, and databases; http://www.netlib.org/

NEOS GUIDE: www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide
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