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Organisatorisches

v

2-stiindige Vorlesung mit 1-stiindiger Ubung:

> Mo, 15:00-16:30 in 033-3131
> Mi, 08:00-09:30 in 033-2211 (oder z.B. Di, 08:00-09:30 ?), 14-tagig ab Mi, 09.10.2019

Vorlesung & Ubung:

Dr. habil. Sven-doachim Kimmerle
sven—-joachim.kimmerleRunibw.de, Durchwahl 2129
Sprechzeiten: flexibel nach Vereinbarung, Blro 041-2304

Voraussetzungen:

> Ingenieurmathematik 1-3
> Programmierkenntnisse in einer beliebigen prozeduralen Programmiersprache
(z.B. MATLAB) wlnschenswert

Prifung: mindlich

Internet:

www.unibw.de/ingmathe/teaching/linearenichtlineareoptimierung
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» Optimierungsaufgaben finden sich:
> in den Wirtschaftswissenschaften

> im Management

> in der Technik

> in der Produktion

> in der Bildverarbeitung
> in der Natur

> efc.

» Optimierung steht in engem Zusammenhang zur (mathematischen) Modellierung
~ ldee: Zielfunktion wird unter Nebenbedingungen extremal

> Ohne Einschrankung betrachten wir nur Minimierungsprobleme

Durch Multiplikation der Zielfunktion mit —1 wird ein Maximierungsproblem in ein
aquivalentes Minimierungsproblem transformiert

der Bundeswehr
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Allgemeines Optimierungsproblem

Problem (Allgemeines Optimierungsproblem (OP))

Minimiere f(x) unter den Nebenbedingungen x € X.

Dabei sei X € R" eine nichtleere Menge und

f: X — R eine Funktion.

f hei3t Zielfunktion.

x heif3t zulassig fur (OP), falls x € X.
X heif3t zulassige Menge von (OP).

der Bundeswehr

Universitdt ﬁ Mtinchen 6



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Verschiedene Klassen von Optimierungsproblemen |

Bei einem unrestringierten Optimierungsproblem (UOP) gilt X = R".
Oft sind die Restriktionen durch (Un-)Gleichungen gegeben:

Problem (Standard-Optimierungsproblem (SOP))

Minimiere f(x)  unter den Nebenbedingungen (u. d. N.)

gi(x) <0, i=1,....m,
hi(x) =0, j=1,....p.

bzw. in Vektornotation

g(x) <0,
h(x) = 0.

Dabei seien x € R" und die Funktionen

f:R" > R,
g=1(91,....9m)" :R" - R™ und
h=(hr... hp)T :R" = RP.

|
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Universitat % Miinchen

1
~=



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Verschiedene Klassen von Optimierungsproblemen |l

Wichtiger Spezialfall:

Problem (Lineares Optimierungsproblem (LOP) (in primaler

Normalform))

Minimiere c™x u. d. N.

Dabei seien:
x,c: eR"

b: eRP und
A e RPN

Ergibt sich aus (SOP) fr
f(x)=c'x, g(x)=-x, h(x)=Ax-b.

der Bundeswehr
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Verschiedene Klassen von Optimierungsproblemen ll|

Falls im Optimierungsproblem die Zielfunktion quadratisch ist, z.B.

f(x) = 5 (X~ Xso1)?

und ansonsten die Situation von (LOP) vorliegt, dann ist dies ein linear-quadratisches
Optimierungsproblem (LQOP).

Es gibt weitere Klassen von Optimierungsproblemen (OP):

v

Vektoroptimierungsprobleme

unendlichdimensionale OP

v

v

semi-infinite OP

v

ganzzahlige OP

v

gemischt-ganzzahlige OP

nicht-differenzierbare OP

v

> e o o
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Extrema: Minima und Maxima

Definition (Minima)

> X € X hei3t globales Minimum von (OP), falls
f(x) < f(x) faralle x € X. (1.1)

> X € X heif3t striktes globales Minimum von (OP), falls in (1.1) “<” fir alle
x € X mit Ausnahme von x = X qilt.

» X € X hei3t lokales Minimum von (OP), falls es fiir ein £ > 0 eine Umgebung
Us(X) = {xeR"||Ix =Xl < &}

gibt mit
f(x) < f(x) furalle x e X n Us(X). (1.2)

> X € X heif3t striktes globales Minimum von (OP), falls in (1.2) “<” fir alle
x € X N Ug(X) mit Ausnahme von x = X gilt.

Analog werden die entsprechenden Maxima definiert.

der Bundeswehr
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Typische Fragestellungen

i) Existenz zulassiger Lésungen?

)

i) Existenz von Optimallésungen?

i) Eindeutigkeit der Optimallésung?

v) Abhangigkeit der Optimallosungen von Problemdaten?
)

v) Welche Eigenschaften besitzen Optimalldsungen, d.h. welche Bedingungen sind
notwendig?

vi) Welche Bedingungen sind hinreichend dafir, dass eine zulassige Losung eine
Optimallésung ist?

vii) Welche Bedingungen sind gleichzeitig notwendig und hinreichend?

viil) Wie gewinnt man Schranken flr den Optimalwert bzw. Fehlerabschatzungen far
die Optimallésung?

ix) Welche Algorithmen gibt es zur Berechnung einer Optimallésung?
x) Welche numerische Eigenschaften haben diese?
) - vii) sind eher theoretischer Natur, aber ohne diese Fragestellungen ist die

Beantwortung der numerischen Aspekte viii) - x), um die es in dieser VL gehen soll,
nicht moglich.

der Bundeswehr 1 1
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Grund-Annahme

In dieser Vorlesung setzen wir die Existenz von Optimallésungen stets voraus.

Es gilt namlich

Theorem (Satz von Weierstral3)
Sei X ¢ D c R" kompakt (d.h. abgeschlossen und beschrénkt) und
f: D — R stetig.

Dann nimmt f das Minimum (bzw. Maximum) auf X an.

der Bundeswehr
12
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Beispiele: Ein Optimalsteuerungsproblem

Truck with a water container: horizontal control force u, parameter final time T

_adw
: | dr .
| L | -
B(x) + h(t, x)
Z h N V4
_
AN d u
d

mt: mass of truck, my/: mass of water container, dr: distance truck, d,y: distance water container,
B(x): bottom elevation of container, h(t, x): water level relative to bottom at time ¢ and position x,
v(t, x): horizontal water velocity at time t and position x, L: length of water container, ¢ : spring
force constant, k: damper force constant

der Bundeswehr
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Minimierung mithilfe graphischer Darstellung

Beispiel (Funktion von Himmelblau)

Minimiere
f(x.y)=(x*+y-11)>+ (x +y*-7)?
lber (x, y)T e R?.

800

MATLAB-Code:

600

[X, y] = meshgrid(-5:0.1:5); 400 |
z=(X."2+y—-11).72 + (X + y."2 = 7).72;
contour3(x, y, z, 30)

200

wn =

der Bundeswehr
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Hohenlinien

Eine Hohenlinie (Niveaulinie) N¢(c) zum Niveau c € R fUr eine Funktion f : R” — R ist
formal definiert als die Menge aller Punkte x = (xy,...,x,)" fir die f(x) = c qilt:

Ni(c) :={xeR"|f(x)=c}, ceR.

Auf Hohenlinien von f steht der Gradient

( of
(X1, Xn))

of
m(X‘],...,Xn))
senkrecht.

VT ist ein Spaltenvektor. Er zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs.

Far reellwertige Funktionen mit einem Definitionsbereich in 1D oder 2D, kann die
graphische Methode ganz hilfreich sein.

der Bundeswehr
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Klassisches lineares Optimierungsproblem |

Beispiel (Agrarwirtschaft)

Ein Landwirt bewirtschaftet ein Grundstick von 40 ha Gr63e mit Zuckerriibben und

Weizen.
Er kann hierzu 2400 € und 312 Arbeitstage einsetzen.

Die Anbaukosten betragen bei Riben 40 €/ha und bei Weizen 120 €/ha.
FUr Riben bendtigt er 6 Arbeitstage/ha und fur Weizen 12 Arbeitstage/ha.
Der Reingewinn sei bei Riben 100 €/ha und bei Weizen 250 €/ha.

Anmerkung:

Wir dlrfen bereits vorneweg annehmen, dass die zur Verfligung stehenden 2400 €
sofort auszugeben sind und nicht anderweitig gespart bzw. angelegt werden kdnnen
und somit auch nicht in die Zielfunktion eingehen.

Wie wir sehen werden, rechtfertigt die gefundene Optimallésung diese Annahme.

der Bundeswehr 1 6
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Klassisches lineares Optimierungsproblem Il

2

40

301

20

100x+250x,=5500

10

40x;+120x,=2400

L L L L L L L
10 20

30
100x,+250x,=3500

6x1+12x,=312
-10r x1+x,=40
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Transportproblem |

Beispiel Lieferung

(Transportproblem) a,

Ein Transportunternehmer hat

m Vorratslager, aus denen n b

Verbraucher mit einem 1

Produkt beliefert werden

konnen. Die Lieferkosten von

Lager i zu Verbraucher j . a2 .
. : (D) )

betragen c; Einheiten pro > =

Produkteinheit. In Lager i sind & =

a; Einheiten des Produktes © S

vorratig. Verbraucher j hat ~ Q

einen Bedarf von b; Einheiten. :
Um die Kunden nicht zu bn
verargern, muss der Lieferant
den Bedarf der Kunden
befriedigen. Andererseits am
mochte der Lieferant seine
Lieferkosten minimieren.

|
der Bundeswehr 1 8
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Transportproblem |l

Bezeichnet x;; die Liefermenge von Lager i zu Verbraucher j, so fihrt das Problem auf
das folgende Transportproblem, welches ein spezielles lineares Optimierungsproblem
ist:

Zx,-j <a, I=1,....m,

xj =20, i=1,....m j=1,...,n

Die erste Nebenbedingung besagt, dass aus Lager i maximal a; Einheiten
abtransportiert werden konnen.

Die zweite Nebenbedingung besagt, dass der Bedarf b; befriedigt werden muss.
Die letzte Nebenbedingung verbietet negative Liefermengen.

der Bundeswehr
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Graphenproblem

Beispiel (Netzwerkproblem)

Eine Firma mdchte mdglichst viele Waren von A nach D Uber das abegebildete
StraBennetzwerk transportieren.

7
o/ @6\@

Die Zahlen neben den Kanten des Netzwerk-Graphen geben die maximale Kapazitat
der Kante an.

Wie kann dieses Problem mathematisch modelliert werden?

der Bundeswehr 20
Universitat % Miinchen
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Portfoliooptimierung |

Beispiel (Portfoliooptimierungsaufgabe nach Markowitz)

Gegeben seien j = 1,..., n mogliche Anlagen. Jede Anlage wirft im nachsten Zeitraum
einen Gewinn (bzw. Verlust) R; ab. R; ist allerdings nicht bekannt, aber die
zugrundeliegende zufallige Verteilung.

Um einerseits den Gewinn zu maximieren und andererseits das Risiko eines Verlusts
zu minimieren, wird die Anlagesumme zu prozentualen Anteilen x; auf die n Anlagen

verteilt.
Die Aufgabe eines Portfoliomanagers besteht in der optimalen Zusammenstellung des
Portfolios (x1,...,Xn).

Ein mogliches Ziel ist es, den Erwartungswert des Gewinns R zu maximieren:
n
E(R) =) xE(R), R=) xR
j=1 j=1

Als Maf3 fur das Risiko kann die Varianz von R betrachtet werden:

Var(R) = E(R - E(R))? = ER? - (ER)?

der Bundeswehr
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Portfoliooptimierung Il

Ein Kompromiss ist das folgende Optimierungsproblem

min — E(R) + aVar(R) u.d. N.

a > 0 ist dabei ein noch zu wahlender Gewichtungsparameter.

Desto kleiner «, desto grof3er das Risiko.

der Bundeswehr
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Ausgleichsrechnung und Parameteridentifikation

... Spater ausfuhrlich

der Bundeswehr
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Unrestringierte Optimierung

Wir betrachten hier

Problem (Unrestringiertes Optimierungsproblem (UOP))

Minimiere f(x) u.d. N. x e R".

Dabei sei f : R" — R eine mindestens einmal stetig differenzierbare Funktion.

Ziele:
Notwendige Bedingungen
Hinreichende Bedingungen

Wiinschenswert:
Notwendige und hinreichende Bedingungen

Dann:
Numerische Verfahren (meist basierend auf notwendigen Bedingungen)

der Bundeswehr 25
Universitat % Miinchen
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Rekapitulation |

> Der Gradient einer Funktion f : R" — R an der Stelle x = (x1,...,Xn)" € R ist
definiert als Spaltenvektor

( 61‘ (X ,Xn)\

\6x (X1,...,Xn))

Im Fall n = 1 ist der Gradient die 1. Ableitung von f an der Stelle x, kurz ' (x).

Anschaulich beschreibt der Gradient den Anstieg.

» Die Hessematrix einer Funktion f an der Stelle x ist definiert durch

(_Pf i )
6X-| (9X-| (X) e (9X-| 0Xn (X)
Hf(X1 yeen ,Xn) = Hf(X) = H(X) —
62f a2f
\ OXnOXq ( ) "t OXpOXn ( ))

Im Fall n = 1 ist die Hessematrix die 2. Ableitung von f an der Stelle x, kurz f’(x).

Anschaulich beschreibt die Hessematrix die lokale Krimmung einer Funktion.

|
der Bundeswehr
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Rekapitulation Il - Hessematrix |
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Rekapitulation Il - Hessematrix |l
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Rekapitulation Il

Richtungsableitung

Die Richtungsableitung f’(x; d) einer stetig differenzierbaren Funktion f : R" — R an
der Stelle x € R” in Richtung d € R" ist definiert durch

f(x + td) — f(x)

f(x;d) == lim

_ T
i = Vf(x) ' d.

der Bundeswehr
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Rekapitulation IV.I - Taylorentwicklung

Taylorentwicklung

> Ist f stetig differenzierbar, dann kann f in einer Umgebung von X durch eine
affin-lineare Funktion approximiert werden, da

f(x) = f(X) + VI(X) " (x = X) + o(llx - XII),

wobei

Ix — XI|
bzw. alternativmitt e R, d e R", & € (0, t)

F(X + td) = F(R) + tVF(X + &d)Td.

> Ist f 2mal stetig differenzierbar, dann kann f in einer Umgebung von X durch eine
quadratische Funktion approximiert werden, da

f(x) = F(R) + VF(R)T(x - &) + %(x — R)THp(X)(x = &) + o(lIx - XI1?).

bzw. alternativ
t2

(X + td) = £(%) + tVI(X)Td + = d" Hy(X + &d)a.

|
der Bundeswehr
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Rekapitulation IV.II - Affin-lineare Approximation in 2D: Tangentialebene

@)+ V) (- 8)

der Bundeswehr
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Notwendige/hinreichende Bedingungen: Notw. Bed. 1. Ordnung

Theorem (Notwendige Bedingung 1. Ordnung)

Sei f : R" — R stetig differenzierbar und
X € R" ein lokales Minimum von f.

Dann gilt
Vf(X) = 0.

Definition (Stationarer Punkt)

Jeder Punkt x € R” mit Vf(x) = 0 heif3t stationarer Punkt von f : R" — R.

Stationare Punkte sind nicht automatisch (lokale) Minima, sondern nur potentielle
Kandidaten!

Die meisten numerischen Verfahren versuchen stationare Punkte zu approximieren.

|
der Bundeswehr
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Notwendige Bedingung zweiter Ordnung

Theorem (Notwendige Bedingung 2. Ordnung)

Sei f : R" — R 2mal stetig differenzierbar und
X € R" ein lokales Minimum von f.

Dann ist die Hessematrix
Hr(X)

positiv semidefinit.

Im Falln =1 gilt
f"(x) = 0.

Ebenfalls findet man hierdurch nur potentielle Kandidaten fir ein (lokales) Minimum.

|
der Bundeswehr
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Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung

Theorem (Hinreichende Bedingung 2. Ordnung)

Sei f : R" — R 2mal stetig differenzierbar und
x € R" ein stationdrer Punkt von f mit positiv definiter Hessematrix.

Dann ist x ein striktes lokales Minimum von f.

Im Fall n = 1 wird vorausgeseizt, dass

f"(x) > 0.

Damit kdnnen wir entscheiden, ob ein Kandidat X der notwendige Bedingungen (1. und
2. Ordnung) erfullt, in der Tat ein lokales Minimum ist.

der Bundeswehr
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Abstiegsrichtung

Definition (Abstiegsrichtung)

Seien f : R” - R und x € R".

d € R" hei3t Abstiegsrichtung von f in x, falls es ein @ > 0 gibt mit

f(x+ad)<f(x) firaleO<a<a.

Lemma (Hilfssatz 3.1.2)
Sei f : R — R stetig differenzierbar in x.

Gilt Vf(x)" d < 0, so ist d eine Abstiegsrichtung von f in x.

der Bundeswehr
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Winkelbedingung

Geometrische Interpretation des Lemma:
Winkel zwischen Gradient und Abstiegsrichtung zwischen 90° und 270°

Fir effiziente Algorithmen kommt sogar nur ein geeigneter grauer Kegel fiir kI mit
a € (0,90°) in Frage, so dass man unabhangig von k von der Niveaulinie wegbleibt
(Winkelbedingung):

x[K]

{x | f(x) = f(xIk)}

dlkl

_Vf(x[k])

|
der Bundeswehr
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Abstiegsverfahren

Ziel: Verfahren zur Minimierung von f € C'(R")

|ldee: Kombiniere Abstiegsrichtungen mit einer Schrittweitensteuerung:

Algorithmus (Allgemeines Abstiegsverfahren)

(i) Wéhle Startounkt x10 e R”.
Setze i = 0.

(il) Falls Abruchkriterium erfillt, STOP
(i) Berechne Abstiegsrichtung dl und
Schrittweite «; > 0, so dass
F(xU + o;dl < £(xI).

Setze xlH1] = x4 ¢l

(iv) Setzei:=i+1 und
gehe zu (ii).

der Bundeswehr
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Beispiele fur Abstiegsverfahren

» Gradientenverfahren (Verfahren des steilsten Abstiegs):

dll .= —vf(xlh
Abstiegsrichtung in nicht stationaren Punkten.
Naheliegend, aber nicht die effizienteste Wahl.

» Newtonverfahren: _ . .
dll .= —Hy(xI1)=1 v(x!)

Falls H;(x!") positiv definit, dann dl!l Abstiegsrichtung in nicht stationéren
Punkten.

der Bundeswehr
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Vergleich von Abstiegsverfahren

Liniensuche zur Schrittweitenbestimmung entlang Linie

¢(a) = f(x + ad)

Beispiel (Bsp. 3.2.2)
Minimiere f(xy,X2) := x2 + 10x%.
Exakte Liniensuche zur Bestimmung der Schrittweite:
a 1= argminfe(a) : a > 0} = argmin{f(x + ad) : « > 0}
Abbruchkriterium |[Vf(x)|l> < 1072
Startvektor x[% := (1,0.1)7

Gradientenverfahren benétigt (unskaliert) 63 lterationen.

Newtonverfahren bendtigt 1 lteration (und l6st exakt).

der Bundeswehr
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Konvergenz des Gradientenverfahren im Vergleich

der Bundeswehr
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Schrittweitenbestimmung

Algorithmus (Armijo-Regel)

(i) Wéhlep e (0,1),0€(0,1).
Setze o :=1.

(i) Falls
¢(a) < ¢(0) + oay’(0),

setze a; := a und STOP,

(i) Setze a := Ba.
Gehe zu (ii).

Die Armijo-Regel ist wohldefiniert.

In der Praxis typischerweise: 8 = 0.9, o = 0.01

der Bundeswehr
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Intervalle, die Armijo-Bedingung erflllen

¢(0) +o-a-¢'(0)

——— — -

¢(0) +a - ¢'(0)

der Bundeswehr
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Gradientenverfahren

Algorithmus (Gradientenverfahren mit Liniensuche)

(0) Wéhle xI01 e R7,
einen Schrittweiten(reduktions)faktor g € (0,1) und
einen Steigungsfaktor o € (0, 1).

Setze k := 0.
() Falls
IvF(x ) ~ o,
dann STOPRP

(ily Berechne Suchrichtung dl¥l = —vf(xIk]).
(i) Bestimme eine Schrittweite ay mit der Armijo-Regel.

(iv) Setze xIkH11 . — K] + a’kd[k],
setze k := k + 1 und

gehe zu (i).
e Ikl — _ Vi)
Alternative: d\*l = VAR
der Bundeswehr 44

Universitdt ﬁ Miinchen



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Konvergenz des Gradientenverfahrens

Theorem (Satz 3.3.3 - Konvergenzsatz fur Gradientenverfahren)

Wird durch das Gradientenverfahren mit Liniensuche fiir f € C'(R"), x[% e R" eine

nicht abbrechende Folge {x!K}, . definiert,
so gilt fur jeden Hufungspunkt x* dieser Folge Vf(x*) = 0, d.h. x* ist ein stationérer

Punkt von f.

Vor-/Nachteile:
> Einfach zu implementieren

> Nur lineare Konvergenz:
Unter Annahmen qilt

k—1

2
f(xH1y — f(x¥) < ( ) (F(xK = £(x*)),

k41
wobei k := Amax/Amin, der Quotient des gréBten durch den kleinsten Eigenwert
von H(x™).

» Die Backpropagation im maschinellen Lernen basiert auf diesem Verfahren.
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Allgemein: Konvergenzgeschwindigkeiten von Folgen

Definition (Def. 3.4.5 - (Super-)Lineare und quadratische Konvergenz)

Eine Folge {x!};c; konvergiert (mindestens)
(a) linear gegen X, falls es ein ¢ € (0, 1) gibt, so dass

XU — %) < cxl! - %)

fur alle hinreichend grof3en /,
(b) superlinear gegen X, falls es eine Nullfolge {c¢i}iav, ¢ | 0 gibt, so dass

XU — %) < ¢ Ix! - %)) firalle j e N,
(c) in Ordnung p > 2 gegen X, falls es ein ¢ > 0 gibt, so dass
XU — %) < cx = %P fiir allei e N,

d.h. | |
IXUHT — %11 = Okl - x11P).

Im Fall p = 2 hei3t die Folge quadratisch konvegent.

der Bundeswehr
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Newtonverfahren

|dee zur Bestimmung einer Suchrichtung: .
Minimiere die lokale quadratische Approximation von f um x!l anstatt f selber:

Hy) = 10+ V10T (y = x) + 5y =0T () (y = %)

Ist H; pos. def., dann existiert genau ein Minimum § von f:

V() = VH(x) + H(x)(y = x) = 0
o d=§-x=-Hi(x)Vf(x)
Alternative Motivation:

Lose die notwendige Bedingung Vf(X) = 0 als Nullstellenproblem.

Man Uberprift, dass d eine Abstiegsrichtung ist.

Die Voraussetzung H;(x) pos. def. ist durchaus eine Einschrankung!

der Bundeswehr

Universitat % Miinchen 47

1
~=



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Lokales Newtonverfahren

Algorithmus (Lokales Newtonverfahren)

(i) Wahle x101 e R",
setze i = 0.
(il) Falls Abbruchkriterium erftillt, dann STOPR,

(ili) Berechne (falls méglich) d!! als Lésung des LGS
He (x!dll = —vf(xI).

Setze xli+11 .= xllT 4 gl
[ :=1i+1und
gehe zu (ii).

Das lokale Newtonverfahren lasst sich
als Nullstellenverfahren zur Bestimmung eines stationaren Punktes oder
als Abstiegsverfahren (wenn H; pos. def.) mit Schrittweite a, = 1 interpretieren.

der Bundeswehr
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Exkurs: LOsung nichtlinearer Gleichungen

Nichtlineare Gleichungen treten auf bei:
~ Impliziten Verfahren: Z.B. Auflosen der Vorschrift nach x. 1
» Bestimmung stationarer Punkte nichtlinearer Differentialgleichungen
> Numerischen Verfahren far nichtlineare Differentialgleichungen
> und in vielen anderen Anwendungen ...

Aligemein: Sei g € C'(R). Bestimme konstruktiv X so dass

g(x)=0.

Newtonverfahren: (diese Folie und Animation x, := x[")

_ 9(xn)
9’ (xn)

Xni1 = Xn ,  Xo € R gegebener Startwert
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

» X

Funktion
Tangente

! L ! | '
.t rrrr r 1 B [ [ T [ 1]
I LJ T T L

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

Funktion
Tangente

j — I - | i
) N S O A S A S A N O

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y
A
S (x)
> X
Xy
Funktion
s I O ) S ) I I Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

S(xy)

Funktion
Tangente

| Il . | i
| [ r 1 [ F ¢ [ T [T T |
I T T T 1

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y
A
f(x)
» X
/t, X,
xz=x,—f(x'}
J'(x)
Funktion
': N S S Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

Funktion
Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

J(x2)

Funktion
Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y
A
X
_ ) oy
X, |
Funktion
| i N ) S D Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y
A
— > X
Funktion
|: | N Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

Funktion
Tangente

L i Il 1 i
| | | N N N N N (N NN N
I L} T T L]

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y
A
X3
| > X
S (x3) 12 .
Funktion
|: | S —— Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

Xs /
| » X

A/

Funktion
Tangente

i [l I 1 i
| | I I | [T T T T 1]
I L} T T LI

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y
A
X3
| » X
I (x5) 1
Funktion
|: | i 4 Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

- ' » X

Funktion
Tangente

L 'l i i i
| | ] =91 [ 7 T 1
I L T T L]

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

» X

Funktion
Tangente

L 'l i i i
| | ] [ I 1 7 ]
I L} T T L]

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

Yy
A
X Xy
| ' » X
f (x4) ! '
/f’
| Funktion
' - L ' -— Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

» X

Funktion
Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Exkurs: Newtonverfahren in 1D

Als Beispiel betrachten wir folgende Funktion f:

y

A

1 ' » X

Funktion
Tangente

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Newton—-Verfahren.
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Konvergenz des Newtonverfahrens

Theorem (Satz 3.4.6 - Konvergenzsatz fir Newtonverfahren)

Besitze f ein (lokales) Minimum x € R".

Es gibt ein r > 0, so dass, wenn durch das lokale Newtonverfahren fiir f € C?(R"),
xl% e U,R" eine nicht abbrechende Folge {xK1}, . definiert wird,

diese Folge superlinear konvergiert gegen X.

X ist das einzige lokale Minimum in U (X).

Erfallt Hy zuséatzlich die Lipschitz-Bedingung
IH:(x) — Hi(¥)Il < Llix — yll  fir alle x,y € R",

So konvergiert diese Folge sogar quadratisch.

Vor-/Nachteile:
» Komplizierter zu implementieren (Lésbarkeit des LGS ?)

» Superlineare Konvergenz, oft sogar quadratische Konvergenz

der Bundeswehr
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Varianten des Newtonverfahrens |

Beim lokalen Newtonverfahren muss in jedem Schritt Hy(x!) berechnet werden, was
oft aufwendig (oder sogar unmaoglich) sein kann

Idee: Hessematrix Hy(x!1) wird durch geeignete Matrix A(x!'1) ersetzt, die in jeder
lteration durch “einfache” Rechenschritte bestimmt wird

» Vereinfachtes Newtonverfahren:

A = A(x) := H;(x[%) wird einmalig berechnet,
wird einmal faktorisiert zur schnellen Losung des Newton-LGS

> Finite-Differenzen-Approximation:

Setze in lteration i

Vii(x + hlley) — Vii(x)
hlil

A(X[I])Ik: ) j7k:1a°-'7na

wobei hll = 0 fur i — o

der Bundeswehr
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Varianten des Newtonverfahrens Il

~ Quasi-Newtonverfahren:
Starte mit symm., pos. def. Matrix A%
Berechne AU+l rekursiv aus Al'l durch sogenannte Update-Formeln

» Inverse Quasi-Newtonverfahren:

Wie Quasi-Newtonverfahren, man approximiert aber H; ' (x!1)

» Variable-Metrik-Verfahren ...

Newtonverfahren, die Gberall konvergieren:

» Globalisiertes Newtonverfahren:

Was macht man, wenn Newton-LGS nicht I6sbar?

der Bundeswehr 53
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Globalisiertes (oder globales) Newtonverfahren

Algorithmus (Alg. 1.3.1 - Global. Newtonverfahren

(i) Wéahle xl% eR", o€ (0,1/2),8€(0,1),p>0, p> 2, setzei=0.
(il) Falls Abbruchkriterium erfillt, dann STOP,
(ili) Berechne (falls méglich) d'l als Lésung des LGS

Hy(x!)all = —vf(xI).

Falls dieses LGS uniésbar oder V(xI1)Tdll > —p|jalljP,
setze dll = —vf(xl1).

(iv) Bestimme Schrittweite aj > 0 mit Armijo-Verfahren.

(v) Setze xli+1 .= xll 4 o,dW j:=i+1 und
gehe zu (ii).

Geht nahe Lésung in lokales Newtonverfahren tber, d.h. irgendwann immer a; = 1.

Im Endlichdimensionalen kann man globale, superlineare Konvergenz gegen einen
stationaren Punkt beweisen.

Es gibt alternative Globalisierungen (z.B. mit Bewertungsfunktion)
|
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Inhaltsverzeichnis

Restringierte Optimierung
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Restringierte Optimierung

In diesem Abschnitt betrachten wir die schon eingeftihrte Problemklasse:

Problem (Standard-Optimierungsproblem (SOP))

Minimiere f(x) u.d. N.

gi(x) <0, i=1,....m,
hi(x)=0, j=1,....p.
bzw. in Vektornotation
g(x) <0,
h(x) = 0.
Dabei seien x € R" und die Funktionen
f-R" > R,

9=1(91,....9m)" :R" > R™ und
h=(hi.....hp)T :R" - RP.

der Bundeswehr
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Optimal control of ODE

Example: Optimal driving, e.g. a parking process:

A .
0 % /‘// 7
L=
f(y,u, t;) = t; (final time)
Inequality constraints: Control and state constraints
Equality constraints: ODEs for states y, with initial and final conditions
Here states y and control u are time-dependent functions
der Bundeswehr 57
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Verfahren der restringierten Optimierung

> Eliminierung der Ungleichungsrestriktionen:

> Penalty- und Multiplikator-Verfahren:
Ankopplung der NB. als geeignet gewichteter Penalty-Term an die Zielfunktion
dann wiederum Verfahren der unrestringierten Optimierung
Bsp. Lagrange-Newton-Verfahren, Penalty-Verfahren, Multiplikator-Penalty-Verfahren

> Innere Punkte-Verfahren:
Mithilfe von Barrierefunktionen wird die Annaherung an den Rand (“die Barriere”) des
zulassigen Bereichs bestraft.
Daher kbnnen Ungleichungsnebenbedingungen eliminiert werden.

» Sequentielle quadratische Programmierung (SQP):

(SOP) wird lokal approximiert durch (LQOP), das Suchrichtung liefert
Erweiterung Lagrange-Newton-Verfahren auf Probleme mit Ungleichungs-NB.

> Verfahren fur Komplementaritatsprobleme:

Z.B. semiglatte Newtonverfahren, Variationsmethoden
Man versucht die notwendigen Bedingungen umzuschreiben und direkt zu 16sen

der Bundeswehr

Universitdt j(} Mitinchen 58



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Globalisierungsstrategien in der restringierten Optimierung

» Liniensuche

Z.B. Armijo-Verfahren

» Trust-Region-Verfahren

Approximation auf einem Vertrauensbereich

» Filterverfahren

Versuche nicht-dominierte lterierte zu erzeugen, wobei Zielfunktionswert und
Verletzung der Restriktionen betrachtet werden

der Bundeswehr
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Globalisierungsstrategien in der restringierten Optimierung

» Liniensuche

Z.B. Armijo-Verfahren

» Trust-Region-Verfahren

Approximation auf einem Vertrauensbereich

» Filterverfahren

Versuche nicht-dominierte Iterierte zu erzeugen, wobei Zielfunktionswert und
Verletzung der Restriktionen betrachtet werden

Wie in der unrestringierten Optimierung suche notwendige & hinreichende
Optimaltatsbedingungen

der Bundeswehr
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Benotigte Begriffe: Lagrange-Funktion, (in)aktive Mengen

Definition (Lagrange-Funktion)

m p
L(x, A1) == F(X) + > 4 Gi(X) + > bi(x)
i=1 j=1

heif3t Lagrange-Funktion flir das Problem (SOP).

A= (A1,....24m)" eR™Mund u = (u1,....4p)" € RP heiBen (Lagrangesche)
Multiplikatoren.

Definition (Def. 5.2.1 - (in)aktive Ungleichungsrestriktionen)

Sei x zulassig fur (SOP).

Die Beschréankung g;(x) < 0 heif3t
aktiv in x, wenn g;(x) = 0,
inaktiv in x, wenn gj(x) < 0.

A(x) :={ilgi(x)=0,1<i<m}

hei3t Indexmenge der in x aktiven Ungleichungsrestriktionen.

|
der Bundeswehr
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Notwendige Bedingungen 1. Ordnung

Theorem (Satz 5.2.2 - Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen)

Seienf,g;, i=1,...,m,undh;, j=1,...,p, stetig differenzierbar und
x ein lokales Minimum von (SOP).

Des Weiteren gilt die Linear Independence Constraint Qualification (LICQ) in X, d.h.
Vgi(x), i € A(X), und Vhi(x), j=1,...,p, sind linear unabhéngig.

Dann existieren eindeutige A € R™ und u € RP, so dass gilt

VxL(X, A, u) = (Stationaritdt) (5.3)
m p
VI(X) + Z AiVgi(X) + Z,uthj(j\() =0, (5.4)

i=1 j=1
1>0, 1'g(x) =0, (Komplementaritidt) (5.5)
g(x) <0, h(x) = 0. (Zuldssigkeit) (5.6)

KKT-Punkte, d.h. Punkte (X, 4, ), die (5.3) — (5.6) erfillen, sind Kandidaten fir
Optimallésungen eines (SOP).
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Geometrische Motivation der KKT-Bedingungen

Bsp.: 2 Ungleichungsrestriktionen und keine Gleichungsrestriktionen

Vga(X) Vi)

Falls in einem lokalen Minimum X die Gradienten der aktiven Ungleichungsrestriktionen
linear unabhangig sind, kann der negative Gradient der Zielfunktion als nicht-negative
Linearkombination der Gradienten der aktiven Beschrankungen dargestellt werden.
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Regularitatsbedingungen

Falls Regularitatsbedingungen (constraint qualifications (CQ)) wie (LICQ) erfullt, sind
die KKT-Bedingungen notwendig.

Weitere Regularitatsbedingungen: Mangasarian-Fromowitz, Robinson, Abadie, Slater
(“Existenz eines inneren Punkts”) ...

Falls keine (CQ) erfullt ist, dann gelten die KKT-Bedingungen i.A. so nicht:
Vor f tritt ein weiterer Multiplikator auf (Fritz-John-Bedingungen), der evtl. Null wird

Die (CQ) schlief3en isolierte Punkte bzw. Punkte, in die man nicht in hineinlaufen kann,
aus.

Typischerweise hédngen (CQ) von X ab ~» schwierig a priori zu Gberprifen

(LICQ) garantiert dartiber hinaus die Eindeutigkeit der Multiplikatoren.
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Kritischer Kegel

Sei (x, 4, 1) ein KKT-Punkt von (SOP) und

b(x) ={ie{l,...,m}|gi(x)=0,4; =0} (strikte Komplementaritat verletzt),
L(x) :={ie{l,....m|gi(x)=0,4;>0} (strikte Komplementaritat erfillt).

Dann definiere den sogenannten kritischen Kegel

T(x):={deR"| Vh(x)Td=0, j=1,....p
Vgi(x)Td =0, ielk(x),
Vgi(x)Td <0, i€ l(x) 1.

Interpretation: T ist Menge der mehrdeutigen (kritischen) Richtungen
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Notwendige & hinreichende Bedingungen 2. Ordnung

Theorem (Notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung)

Sei L : R™P*M — R 2mal stetig differenzierbar bzgl. x.
Sei X ein lokales Minimum von (SOP), so dass (LICQ) erfiillt ist.

Dann gilt
d"VE L(X,A,u)d =0 firallede T(X),

wobei 1 € R™, u € RP die eindeutig bestimmten Lagrangeschen Multiplikatoren aus den
KKT-Bedingungen sind.

Theorem (Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung)

Sei L : R™PXM — R 2mal stetig differenzierbar bzgl. x.
Sei (X, A, ) ein KKT-Punkt von (SOP) mit

dTV2, L(X,A,u)d >0 firalled e T(X)\/{0}.

Dann ist x ein striktes lokales Minimum von (SOP).
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Gleichungsrestringierte Pb.: Lagrangesche Multiplikatorenregel

(SOP) ohne Ungleichungsrestriktionen ergibt

Problem (Nichtlin. Optimierungspb., rein gleichungsrestringiert)

Minimiere f(x) u.d. N.

hj(X):O, j:1,...,p.
Dabei seien x € R" und die Funktionen

f:R" > R,
h:(h1,...,hp)T ‘R" - RP.

Hier kann man ggf. mithilfe des Satzes Uber implizite Funktionen auflésen, partioniere
dazu x = (y,z)" € R"P x RP und setze h(y, z(y)) = 0, somit

of oh -
T-___ /N N\ _ /N N\
poi= az(y,Z)(aZ(y,Z))

und dann wie beim unrestringierten Optimierungsproblem vorgehen.
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Lagrangesche Multiplikatorenregel

Theorem (Satz 5.1.2 - Lagrangesche Multiplikatorenregel)

Seienf : R" — R und h : R" — RP, stetig differenzierbar und
x ein lokales Minimum von (SOP) fiir m = 0.

Des Weiteren gelte
Rang( (X)) = p,

wobei I (X); = 5! die Jacobi-Matrix von h in X.
Dann existiert ein u € RP, so dass gilt

VxL(Xx,u) =0, (Stationaritét)
h(x) = 0. (Zuldssigkeit)

Wh.:

Der Rang wird durch das Gauf3sche Eliminationsverfahren bestimmt.
Far reelle Zahlen qilt Zeilenrang = Spaltenrang.
In 1D gilt ¥ = VAT,
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Lagrange-Newton-Verfahren

Anwendung des Newton-Verfahrens auf F(x,u)T := (VxL(x,u), h(x))" = 0 ergibt

Algorithmus (Lagrange-Newton-Verfahren)

(i) Wahle xI° e R" und ul% e RP.

Setze k := 0.
(ii) Falls
IF(xI, u ) ~ o,
dann STOP

(i) Lose das LGS

 (xIK]) 0

Vi L(xK, k) (k)T
v h(x!)

d] - [VXL(X[k]”u[k])J

Setze xk+11 .= xlKl 4 d und pk+11 .= plkl 4 v,

(iv) Setze k := k+ 1 und
gehe zu (ii).
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Konvergenz des Lagrange-Newtonverfahrens

Aus der Konvergenz des lokalen Newtonverfahrens folgt
die lokale Konvergenz des Lagrange-Newtonverfahrens

Hinreichende Kriterien fir die Invertierbarkeit von

VELOAA, ulky - hr ()T
 (xIK) 0

sind:
> Es gilt (LICQ) und

» die hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung,
wobei hier T(x) = {d | h’(x)d = 0}.
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Beispiel fir Lagrange-Newton-Verfahren

Minimiere 2x{ + x5 + 4x2 — x1xo + 6x5  U.d.N.2x; — X = -4, x1,X2 € R.
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Beispiel fur Lagrange-Newton-Verfahren

Minimiere 2x{ + x5 + 4x2 — x1xo + 6x5  U.d.N.2x; — X = -4, x1,X2 € R.

ITERATION ©

ZIELFUNKTION = 0. 00000000000 00000E+DD
BESCHRAENKUNG = 0. 20000000000 00000E+01
NORM EET = 0. 00000000000 00000E+DD
= Xm 0.0000000000000000E+00 0. 00000000 00000000E+0D

LAMBDA= 0. 0000000000000 000E+00

ITERATION 1
ZIELFUNKTION = 0.3426678372606001E+02
BESCHRAENKUNG = 0. 0000000 000000000E+DD
NORM EKT = 0.4430579634007 LOBE+D2
Y= =0.1769230769230763E+01 0.4615384515384616E+00
LAMBDA= 0.7307692307T692307E+01

ITERATION 2
ZIELFUNKTION = 0.2756373273045131E+02
BESCHRAENKUNG = 0. 0000000000 00000E+DD
NORM EKT = 0.51556005842054521E+01
K= =0.1452391958833495E+01 0.1095216002333011E+01
LAMBDA= 0.1660806234685T93E+02

ITERATION 3
ZIELFUNKTION = 0.27544522388430214E+02
BESCHRAENKUNG = 0. 0000000 000000000E+DD
NORM EKT = 0.1459779861021707EE-01
K= =0.1467843643306216E+01 0.106431271218966TE+01
LAMBDA= 0.15904561255898514E+02

ITERATION 4
ZIELFUNKTION = 0.275445220216321BE+02
BESCHRAENKUNG = 0. 00000000000 00000E+DD
NORM EET = 0.6772437617980240E-06
Xm =0.1467548113419141E+01 0.1064103773161718E+01
LAMBDA= 0.1905680332151563E+02

ITERATION &

i ZIELFUNKTION = 0.275445220216321BE+02

BESCHRAENKUNG = 0. 0000000000 00000E+DD
NORM EET = 0.35627T13678800601E-14
Xm =0.1467548118040920E+01 0.1064103763918160E+01
LAMBDA= 0.1905680364T 13604E+02
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SQP-Verfahren

Setzt man Hy := V2, L(x!X], ulk) im Gleichungssystem des
Lagrange-Newton-Verfahrens, so erhalt man genau die KKT-Bedingungen des
quadratischen Problems

min ' (x*Yd + %dTde

u.d.N. h(xH) + m(xyd =0 farallej=1,....p.

EinschlieBlich Ungleichungen und mit Hy := V2, L(x!k], alKl ulk]) erhalt man

’
: 7 ( vIK] AT
mc;n f(x"™)d + 2d Hyd

u.d.N. hH)y + m(xMya=0  firalej=1,...,p,
g+ g(xhd<o  firallei=1,...,m.

Man I6st also in jedem lterationsschritt ein quadratisches Problem.

Dies ist das wichtige SQP-Verfahren (sequential quadratic programming).
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Penalty-Verfahren |

|dee: Approximiere iterativ durch Losung von unrestringierten Hilfsproblemen

Hilfsprobleme minimieren Penalty-Funktion
Tk < Tk X
: ._ (v))\2 o 1Tk , 2
P(ximi) = f(x) + 3;(”1“)) + 5 ;(max{o,g,(x)})

fir geeignete nx > 0

Nachteile:

Gemaf Konvergenzresultat muss nx gegen o streben,
~» Algorithmus schlecht konditioniert;

P nicht exakt (exakt heif3t es existiert 0 < 7 < co so dass X lokales Minimum von P(-, )
fir alle 7 > #), und

P i.A. nicht differenzierbar

|
der Bundeswehr
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Penalty-Verfahren I

Algorithmus (Penalty-Verfahren (rein gleichungsrestringiert))

(i) Wahle xI e R", g > 0 und
setze k = 0.

(il) Bestimme x!X! als Lésung von
Minimiere P(x;nx) u.d. N. xeR".

(i) Falls h(x!") ~ 0, STOP

(iv) Bestimme ngiq > 1k,
setze k := k+ 1 und
gehe zu (ii).

der Bundeswehr
73

Universitdt ﬁ Miinchen



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Multiplikator-Penalty-Verfahren |

Betrachte hier nur Gleichungsrestriktionen

Betrachte anstatt Penalty-Funktion die erweiterte Lagrange-Funktion
(Multiplikator-Penalty-Funktion)

La(x, ;) := f(x) + gIIh(X)II2 +p" h(x)
far geeignete n > 0

Vorteile:
n muss nicht gegen oo streben.

L 5 ist differenzierbar.

Nachteil:
Der optimale Lagrangeparameter u ist unbekannt.
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Multiplikator-Penalty-Verfahren Il

Algorithmus (Multiplikator-Penalty-Verfahren)

(i) Wéhle x1% e R", ul® e RP, g > 0, o € (0, 1) und
setze k = 0.
(i) Falls (x!¥, ulkly KKT-Punkt, STOP
(i) Bestimme xkt1 als Lésung von

Minimiere La(x,u®; ) u.d. N. xeR".

(iv) Setze k1] .= ulkl 4 A(xIEH1]),
(v) Istlh(xEH)| > o (xR,

dann ny4q := 107,

sonst nk4q 1= nk.

(vi) Setze k := k+ 1 und
gehe zu (ii).

Das Multiplikator-Penalty-Verfahren lasst sich auch auf Ungleichungs-
Nebenbedingungen erweitern.

der Bundeswehr

Universitdt ﬁ Mtinchen 735



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Inhaltsverzeichnis
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Lineare Optimierung: Wiederholung

Wir betrachten lineare Optimierungsprobleme, d.h. Zielfunktion und Nebenbedingung
sind lineare Funktionen.

Definition (Def. 4.0.1 - Lineare Funktion)

Eine Funktion f : R” — R™ heif3t linear genau dann,
wenn flr alle x, y € R” und alle ¢ € R qilt:

f(x +y) =1f(x)+ f(y),
f(cx) = cf(x).

Definition (Affin-lineare Funktion)

Eine Funktion f : R” — R™ heif3t affin linear genau dann,
wenn es eine lineare Funktion f : R” — R™ und einen konstanten Vektor b € R gibt,

so dass fir alle x e R” _
f(x) = f(x) + b.

Jede lin. Funktion f : R” — R™ hat die Darstellung f(x) = Ax mit einer Matrix A € R™".
Jede affin-lin. Fn. f : R" — R hat die Darst. f(x) = Ax + b mit einer Matrix A e R™*"

und einem Vektor b € R™.
|
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Lineares Programm

Definition (Def. 4.0.3 - Lineares Programm (LP))

Minimiere ¢"x = Y . ¢ix; u.d.N.

IA

\Y
S
|
3

n
%
=

Xj | I €l

IA
-
=

>

wobei [ C {1,..., n} eine Indexmenge und
X,ceR" beRMund A e R™"N,

Variable x; mit i ¢ | heil3en freie Variable.
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Primale Normalform

Das LP ist in allgemeiner Form gegeben. Fir eine systematische Behandlung
betrachten wir LPs in primaler Normalform:

Problem (Lineares Optimierungsproblem in primaler Normalform)

Minimierec™x u. d. N.

wobei x, c e R, be R™ und A € RN,

Alle LP sind aquivalent zu einem Problem in primaler Normalform:

Eliminiere freie Variable x;, i ¢ I, durch Aufspaltung:

Xi=x"-x7, x">=0,x7>0.

<
Eliminiere Ungleichung aij{ a

}bj durch EinfGhrung einer Schlupfvariable s; > 0:
>

aij + 8§ = bj (aj eR", bj € R).
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Losbarkeit des LGS und Rang

Ein LGS Ax = b ist I6sbar < Rang(A) = Rang(A| b).

Allgemein gilt fir A e R™" dass Rang(A) < min{m, n}.

Im Fall m > nund Rang(A) = n (nach Elimination linear abh&ngiger Spalten) gibt es
héchstens eine Lésung’.

Wenn im Fall m = n die Matrix A invertierbar ist, dann gibt es eine eindeutige Losung.
Bei einer LOsung gibt es nichts zu optimieren!

Der Fall m < n ist von besonderem Interesse ~» Annahme m < n.

Annahme Rang(A) = m (durch Elimination linear abh&ngiger Zeilen)

Thoch abhangig von Rang(A | b)
|
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Konvexe Optimierungsprobleme

Ein (SOP) hei3t konvexes Optimierungsproblem genau dann, wenn f und g
konvexe, stetig differenzierbare Funktionen sind und h affin-linear ist.

LOP sind konvexe Optimierungsprobleme!

der Bundeswehr
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Konvexe Optimierungsprobleme

Ein (SOP) hei3t konvexes Optimierungsproblem genau dann, wenn f und g
konvexe, stetig differenzierbare Funktionen sind und h affin-linear ist.

LOP sind konvexe Optimierungsprobleme!

Theorem (Satz 4.0.9 - Globale Minimierer konvexer Zielfunktionen)

Seienf : R" — R und M Cc R" konvex.
Ist X ein lokales Minimum von f auf M,

dann ist X ein globales Miminimum von f auf M.

Der zulassige Bereich eines LOP kann noch beschrankt oder unbeschrankt sein.

der Bundeswehr

Universitat % Miinchen 81

1
~=



Lineare und nichtlineare Optimierung
Sven-Joachim Kimmerle

Mogliche Konstellationen von M in der linearen Optimierung

A
™~
M
\/—c
A
B \
] M

-
-

|
A
Y

Y

Y
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Existenz und Eigenschaften der Optimallosung eines LOP

Theorem (Satz 4.1.2 - Fundamentalsatz der linearen
Programmierung)

Sei ein LOP in primaler Normalform,
Minimiere c"x u.d.N. x >0, Ax = b,

gegeben mit x,c € R", b e R™ und A € R™",
Des Weiteren sei der zuldssige Bereich M = {x € R" | Ax = b, x > 0} nichtleer.
Dann gelten:

(a) Entweder ist die Zielfunktion auf M nach unten unbeschrankt oder es existiert
mindestens eine Optimallbsung, darunter ist mindestens ein Eckpunkt von M.

(b) Ist M beschrénkt, dann existiert eine Optimallésung X € M und X ist optimal genau
dann, wenn

N N
k=) 4x" mit Y 2;=1, 4;20,i=1,...,N. (Konvexkombination)
i=1 =1

Aussage (b) motiviert das Simplex-Verfahren.
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Notation:
Sei x € R". Dann ist xg der Vektor mit den Komponenten x;, j € B.

SeiA=(a',...,4d,...,a") e R™", Dann ist Ag die Matrix mit Spalten &, j € B.

Definition (Ecke als zulassige Basislosung)

Seien A e R™" mit Rang(A) = m, be R und M = {x e R" | Ax = b, x > 0} gegeben.

x € M heif3t zulassige Basislosung (Ecke, Basisvektor) von M, falls die Spalten von
Ag, zu einer Basis von x, B, = {j ={1,...,n} | x; > 0}, linear unabhangig sind.

Man kann zeigen, dass dies zur geometrischen Definition einer Ecke aquivalent ist.
Erweitere Ag, zu einer m x m-Matrix Ag, setze N :={1,...,n}\ B,

b=Ax = Agxg + ANXN =—> Xp = A; b - A; ANXN-

Setze xy = 0. Falls xg > 0, ist x zulassige Basislosung, ansonsten wahle andere linear
unabhangige Spalten mit Indexmenge B.
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Das primale Simplexverfahren - Phasen

Eckpunkte sind algebraisch charakterisiert Gber linear unabhangige Spalten von A
~» Simplexverfahren (George B. Dantzig 1947)

|dee:

Gehe von Eckpunkt des zulassigen Bereichs zu benachbartem Eckpunkt
Minimiere dabei Zielfunktionswert

lteriere bis optimaler Eckpunkt erreicht

Phasen:
Phase 0: Transformiere das vorliegende LOP auf primale Normalform.

Phase 1: Bestimme zulassige Basislosung (Ecke) x mit
Basisindexmenge B, Nichtbasismenge N,
Basisvariable xg > 0 und Nichtbasisvariable xy = 0.

Phase 2: Bestimme solange Ecken x* mit Indexmengen B* und N*
bis Optimum erreicht oder entschieden werden kann, dass Problem keine Lésung
hat.
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Geometrie: Woher kommt der Name Simplex?

Der Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halbraumen ist ein Polyeder.

Ein beschranktes Polyeder hei3t Polytop oder auch wiederum Polyeder. Ein Polytop
ist die Verallgemeinerung eines Vielecks (Polygons) in hohere Dimensionen.

Ein Simplex (oder n-Simplex) ist ein n-dimensionales Polytop mit n + 1-Ecken.
Bsp.: Die 3-Simplices sind genau die Tetraeder.

Die nichtnegativen Linearkombinationen der Basisspalten beschreiben in jeder
lteration einen simplizialen Kegel.
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Das primale Simplexverfahren - Algorithmus

Algorithmus (Algorithmus 4.2.1 - Primales Simplexverfahren)

(0) Phase 1:
Bestimme zulédssige Basislésung x mit Indexmengen B, N, Basismatrix Ag, Nichtbasismatrix
An, Basisvariable xg > 0 und Nichtbasisvariable xn = 0 der primalen Normalform.

(1) Zwischenwerte:
Berechne Ty := AZ' An, Bs := Ag' b und die negativen reduzierten Kosten {7, := cLT'N — cy..

(2) Uberpriifung der Optimalitat:
Falls ; < O fur alle j € N gilt, so beende das Verfahren. Die aktuelle Basislésung xg = g,
xn = 0 ist optimal. Der Zielfunktionswert ist d = cfp.

(3) Uberpriifung auf Unbeschrénktheit:
Gibt es einen Index g mit {4 > 0 undyiq < 0 fiir alle i € B, so besitzt das Problem keine
Lésung, STOP.

(4) Bestimmung des Pivotelements:
Wébhle einen Index q (fur Pivotspalte) mit {4 > O.

Wéhle einen Index p (fir Pivotzeile) mit %’q = min{fl—,; |vig > 0,1 € B}.

(5) Basiswechsel durchflhren:
Setze B := (B\ {p}) U{g}, N := (N \{q}) U {p}.

(6) Gehe zu (1).
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Simplextableau

Der Basiswechsel muss so erfolgen, dass zumindest:

Ax=bx>0 = Ax"=bx">0 (Zulassigkeit),
c'x"<c'x (Abstieg im Zielfunktionswert).
xg = (Ag) 'b-(Ag) "Avxn =: Bg - Thxn,
c'™x = chxp+cyxn=ciBs - (cLTy —on)xn =: d = {{xn

fasst man zusammen in einem Tableau:

XN

xg | TR =(Ag)"An | Be=(AB)'b

o4&

{v="Clp — Cy CpXB
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ldee des Basiswechsels beim Simplex |

Es wird entlang einer Kantenhalbgerade z(t) = x + ts, t > 0 mit Schrittweite s gesucht, so dass die
Zielfunktion monoton fallt.
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ldee des Basiswechsels beim Simplex Il

Wahl der Suchrichtung, so dass eine Pivotspalte g von N nach B getauscht wird:
Sqg=1,z4(t) = t,

si=0,z(t)=0flrjeN,j#q

b=Az(t)=Ax+tAs = 0=As o sg=-Thsy
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ldee des Basiswechsels beim Simplex Il

Wahl der Suchrichtung, so dass eine Pivotspalte g von N nach B getauscht wird:
Sqg=1,z4(t) = t,

si=0,z(t)=0flrjeN,j#q

b=Az(t)=Ax+tAs = 0=As o sg=-Thsy

c'z(t) = d - t¢q zeigt:
Zielfunktionswert nimmt ab, falls {4 > 0
Gilt £; < 0 fur alle j € N: kein Abstieg mehr moglich d.h. Optimalitat
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ldee des Basiswechsels beim Simplex Il

Wahl der Suchrichtung, so dass eine Pivotspalte g von N nach B getauscht wird:
Sqg=1,z4(t) = t,

si=0,z(t)=0flrjeN,j#q

b=Az(t)=Ax+tAs = 0=As o sg=-Thsy

c'z(t) = d - t¢q zeigt:
Zielfunktionswert nimmt ab, falls {4 > 0
Gilt £; < 0 fur alle j € N: kein Abstieg mehr moglich d.h. Optimalitat

Zulassigkeitsbedingung:
zg(t) =P —-tTsy >0 o Bi—yjgt>0,ic Bergibt:

Fall 1) yjqg < 0 faralle i € B: Alle t > 0 zulassig
{q > 0 ~» LOP unbeschrankt

Fall 2) yjq > 0 fir mindestens ein i€ B: t < Bi

Yig
Pivotzeile p aus zulassiger Schrittweite ty, := y% = min {y% | ¥ig > 0,/ € B}

|
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Aufwand des Simplexverfahrens

Es gibt maximal (") Méglichkeiten m lin. unabh. Spalten aus den n Spalten von A

auszuwahlen
~» # Eckpunkte endlich

Worst case (Klee-Minty-Wrfel): exponentielle Komplexitat @

Average case: polynomiale Komplexitat ®

Alternative: Fur Innere-Punkte-Verfahren gilt unter Voraussetzungen polynomiale
Komplexitat.
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Updateformeln

Neuberechnung des Tableaus in jedem Schritt aufwendig

Der Tableauinhalt fiir die neue Basis zur Indexmenge B ergibt sich
aus dem alten Tableauinhalt (mit Daten yj;, 8;, ¢;) nach folgendem Schema:

: YiqYpj Yig 7’iqﬁp
X, L€ BNPY | vi==.7  —y0 [ Bi~
X Yol 1 Bp.
9 Ypq Ypq Ypq
. 5qYpj {q d — Sabp
J Ypg Ypg Ypg
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Phase 1: Zulassige Startbasisldsung bestimmen

O.B.d.A. gelte b > 0, ansonsten mutlipliziere Gleichungen in Ax = b mit —1.

Lése dazu lineares Hilfsproblem

m
Minimiere e"s = Z Si UAN.Ax+Ins=b,x>0,5s>0,

i=1
wobei e = (1,...,1)T e R™.
FUr das Hilfsproblem ist s = b, x = 0 eine zulassige Startbasisldsung.

Es gilt:

(i) Hat das Hilfsproblem die Simplexlésung s = 0, dann ist das zugehorige x eine
gesuchte Startbasisldsung.

(i) Hat das Hilfsproblem eine Optimallésung s # 0, somit hat das Originalproblem
keinen zulassigen Punkt.
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Offene Punkte (flr diese Vorlesung)

Geeignete Wahl des Pivot-Elements: Schleifenbildung?

Schleifenbildung kann nur bei entarteten Basislésungen (mit x; = 0 fir mindestens ein
i € B) auftreten

Blandsche Regel: Wahle fir Pivotspalte und -zeile den Kandidaten mit kleinstem Index
~»> keine Schleifen
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Example (Bsp. 4.3.1 - 3 Produkte bei 3 Rohmaterialien)

Eine Firma produziert 3 Produkte Py, P>, P35 in den Mengen xq, Xo, X3 und gewinnt 10,
5 und 5.5 Geldeinheiten pro Produkteinheit. Die Produktion benétigt Rohmaterialien
By, B>, Bs, B4, von denen 1500, 200, 1200 und 900 Einheiten verfugbar sind. Fir die
Herstellung einer Einheit gilt folgender Zusammenhang:

P, P> P;
B; | 30 10 50
B,| 5 0 3

B; | 20 10 50
B, | 10 20 30

Die Firma mochte ihren Gewinn maximieren ~» LOP.

Eine zweite Firma bietet an alle Rohmaterialien aufzukaufen und bietet y;
Geldeinheiten pro Einheit des Rohmaterials B;, i =1, ..., 4.
Diese mdchte ihre Kosten minimieren ~» sogenanntes duales LOP.
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Bedeutung der Dualitat

1) Duale Probleme liefern Schranken flr das primale Problem und umgekehrt

2) Gelegentlich ist das duale Programm einfacher zu l6sen

3) Duale Probleme erlauben Anderungen des minimalen Zielfunktionswerts des
primalen Problems abzuschatzen

4) Oft hangen Optimierungsprobleme von Parametern ab, die keine
Optimierungsvariablen sind
~» unter geeigneten Voraussetzungen C'-Abhangigkeit von den Parametern
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Duales Problem - symmetrische Formulierung | (passend zum Beispiel)

Problem (Primales lineares Optimierungsproblem)

Maximierec"x u. d. N.
x>0, Ax<b,

wobei x, c € R", be R™ und A e R™"N,

Problem (Duales lineares Optimierungsproblem

Das zum primalen Optimierungsproblem zugeordnete duale Problem /autet:
Minimiere by  u. d. N.

y>0, A'y>c,

wobei y, be R™ ceR" und A e R™",

Das duale Problem des dualen Problems liefert wieder das primale Problem.
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Duales Problem - symmetrische Formulierung |

Problem (Primales lineares Optimierungsproblem)

Minimiere c™x u. d. N.
x>0, Ax<b,

wobei x, c € R", be R™ und A e R™"N,

Problem (Duales lineares Optimierungsproblem

Das zum primalen Optimierungsproblem zugeordnete duale Problem /autet:
Maximiere b"y  u. d. N.

y<0, A'y<ec,

wobei y, be R™ ceR" und A e R™",

Das duale Problem des dualen Problems liefert wieder das primale Problem.
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Duales Problem - (eine) asymmetrische Formulierung

Problem (Primales lineares Optimierungsproblem

Minimiere c"x u. d. N.

wobei x, c e R, be R™ und A € RM™<",

Problem (Duales lineares Optimierungsproblem)

Das zum primalen Optimierungsproblem zugeordnete duale Problem /autet:
Maximiere b"y  u. d. N.

Ay <c,

wobei y, be R™ ceR" und A e R™",

Das duale Problem des dualen Problems liefert wieder das primale Problem
(wobei man geeignet auf Normalform umschreibt).
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Dualitatssatze

Theorem (Satz 4.3.4 - Schwacher Dualitatssatz)

Fir alle primal zuldssigen Punkte x € M und alle dual zuldssigen Punkte
yel{yeR™| ATy < c} gilt
b'y <c'x.

Dual zulassige Punkte liefern untere Schranken fur den minimalen Zielfunktionswert im
primalen Problem. Und umgekehrt obere Schranken.

Bei “=" ist x optimal flr das primale Problem und y optimal flr das duale Problem:

Theorem (Satz 4.3.6 - Starker Dualitatssatz)

Das primale Problem besitzt genau dann eine optimale Lbsung,
wenn das duale eine optimale Lésung besitzt.

Dartliber hinaus stimmen die Zielfunktionswerte (iberein:
c'x=b'y < x'(Aly-¢)=0

Z.B. gemal Simplexverfahrenist y' = CEAB1 eine duale Losung.

|
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Sensitivitat

Losungen des dualen Problems haben eine wichtige Interpretation in den
Wirtschaftswissenschaften.

Unter Voraussetzungen geben sie die Sensitivitat an:
bzgl. ¢" x und
bzgl. Stérungen in b.

Sie sind als Schattenpreise bekannt.

Beispiel:

b bezeichnet Kapazitatsschranken z.B. die GréBe eines Lagers (bzw. ein zu
investierendes Budget)

Wie wirkt sich eine Vergrof3erung/-kleinerung des Lagers (bzw. der Investitionssumme)
auf die Kosten aus?
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Sensitivitat und Schattenpreise

Problem (Pb. 4.3.8 - Primales lineares Optimierungsproblem mit
Storung)

Sei eine Stérung Ab € R™ gegeben.

Minimiere c"x u. d. N.
x>0, Ax=Db-+ Ab,

wobei x, c e R", b e R™ und A € R™M*"N,

Optimale Wertefunktion (Minimalwertfunktion):
w(Ab) := inf{c"x | Ax = b+ Ab, x > 0}

ldee: betrachte Ab — x(Ab)

Aus dem Sensitivitatssatz (linearer Fall), der unter Voraussetzungen (insbesondere
habe das Problem eine nicht entartete optimale Basisldsung) gilt, folgt:

Schattenpreisformel w’'(Ab) =y
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