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Vorwort

Diese Vorlesung vermittelt Grundlagen der Vektoranalysis und der Funktionalanalysis und
richtet sich an Studierende im dritten Trimester im Bachelor-Studiengang Mathematical
Engineering (ME).

Die Vorlesung baut auf den Vorlesungen Lineare Algebra und Analysis auf und hat
zum Ziel, grundlegende funktionalanalytische Konzepte und Methoden zur mathemati-
schen Beschreibung naturwissenschaftlich-technischer Prozesse zu vermitteln und zu ei-
genstindigem logischen Denken anzuregen.

Die Vorlesung behandelt folgende Inhalte:

e Integration bei zwei und mehreren Variablen: Begriff des mehrdimensionalen Inte-
grals, Berechnung auf Normalbereichen, Approximation durch Riemannsche Sum-
men, Zylinder- und Kugelkoordinaten, Transformationsformel bei Koordinatentrans-

formationen

e Kurven und Kurvenintegrale: Bogenldnge, Orientierung; Wegunabhéangigkeit des

skalaren Kurvenintegrales eines Vektorfeldes

e Flichen und Flachenintegrale: Flachenstiicke, Orientierung, Flacheninhalt; Ober-
flichenintegral 1. Art (Integral eines skalaren Feldes iiber ein Fldchenstiick) und
Flachenintegral 2. Art (Fluss eines Vektorfeldes durch ein Flachenstiick), zusam-

mengesetzte Fliachen

e Die Integralsidtze: Divergenz, GauBlscher Integralsatz; Gaulscher und Greenscher
Integralsatz in der Ebene; Zirkulation, Wirbelstirke, Rotation, Stokesscher Inte-
gralsatz; Nabla-Kalkiil

e Riume, Metriken und Normen

e Approximation

e Fréchet- und Gateaux-Ableitungen, schwache Ableitungen und Sobolew-R&ume
e Nullstellen und Fixpunkte

Allgemeine Tipps und Hinweise:



o Mathematische Inhalte erschlief3en sich nicht von selbst und in den seltensten Fallen
durch gelegentliches Uberfliegen des Vorlesungsskriptes, sondern sie erfordern ein

aktives Mitarbeiten und viel Ubung.
Arbeiten Sie deshalb die Vorlesungen (und Ubungen) nach!

Auch wenn die wochentlichen Ubungsaufgaben aus Kapazititsgriinden nicht ein-
gesammelt und korrigiert werden konnen, so ist es zum Verstédndnis des Stoffes
sehr wichtig, die Ubungsaufgaben regelméifBig und selbststiindig zu bearbeiten.
Spétestens in der Priifung, aber insbesondere auch im weiteren Verlauf des Studi-
ums, ist eine gewisse Routine im Losen von Aufgaben notwendig. Diese erlangt man

nur durch eigenstidndiges Losen von Aufgaben.

e Gehen Sie den Vorlesungsstoff und Ubungsaufgaben mit Kommilitonen durch. Er-
klaren und diskutieren Sie Definitionen und Sétze in eigenen Worten! Fragen Sie

auch die Ubungsleiter und den Leiter der Veranstaltung bei Unklarheiten.

e Es ist keine gute Idee, sich erst kurz vor der Priifung mit dem Vorlesungsstoff zu
beschéftigen. Dann ist es zu spét und es bleibt nichts hdngen. Die Inhalte der Vor-
lesung tauchen an verschiedenen Stellen im Studium immer wieder auf und werden

dann als bekannt vorausgesetzt.

e Wichtige Informationen zur Vorlesung, wie z.B. Ansprechpartner, Ubungsaufgaben
und Zusatzmaterial, finden sich auf der WWW-Seite

http://www.unibw.de/lrt1/gerdts/funktionalanalysis

Diese Seite wird laufend aktualisiert, so dass sie regelméflig besucht werden sollte.
Literatur:

e Gopfert, Riedrich, Tammer: Angewandte Funktionalanalysis, Motivationen und Me-
thoden fiir Mathematiker und Wirtschaftswissenschaftler

e J. Wloka: Funktionalanalysis und Anwendungen

e H. Heuser: Funktionalanalysis

e Burg, K., Haf, H. and Wille, F.: Hohere Mathematik fiir Ingenieure. Band I: Ana-
lysis. Teubner, Stuttgart, 1985/2011.

e Meyberg, K. and Vachenauer, P. Hohere Mathematik I-IT . Springer, Berlin-Heidelberg-
New York, 2nd edition, 1993.

e Papula, L. Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler. Band 1-3, View-
eg+Teubner, Wiesbaden, 2008.
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Kapitel 1

Mehrdimensionale Integration

In diesem Kapitel wird die Integration von Kurven und von Funktionen mehrerer Verdnder-
licher behandelt. Zunéchst wiederholen wir einige Grundbegriffe der Integration und

fithren das Lebesgue-Integral ein.

1.1 Riemann-Integral

Anschaulich geht es bei der Integration um die Bestimmung des Fldcheninhalts der von
einer gegebenen Funktion mit der x-Achse eingeschlossenen Fldche. Die resultierende
Gesamtflache wird als das Integral iiber die gegebenen Funktion bezeichnet, wobei die
Fldachen unterhalb der x-Achse negativ in die Gesamtfliche eingehen und die Flichen
oberhalb der x-Achse positiv eingehen, siehe Abbildung [I.1]

£ A

f(x)

Abbildung 1.1: Integral einer Funktion f.

Das Riemann-Integral einer Funktion f auf dem Intervall [a,b] wird dabei durch einen
Annédherungsprozess definiert bzw. motiviert, vgl. die folgende Abbildung (Quelle: Wiki-
pedia).



4 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

a=Xp 1 X1 X2 X3 X4 A5 ts

f

Dazu wird das das zu betrachtende Intervall [a, b] unterteilt in Zerlegungen der Form
Z={a=xzy<x1 <...<x, =0}

Fiir beliebig gewihlte Zwischenstellen t; € [x;_1,2;], 1 = 1,...,n, wird der Fldcheninhalt

approximiert durch die Riemann-Summe

S(f, Z) = Z Ft) (2 — i)

Die Funktion f heiffit nun Riemann-integrierbar, wenn die Werte der Riemann-Summen
fiir beliebig feine Zerlegungen und beliebige Zwischenstellen gegen einen festen Wert [
konvergieren. I heifit dann Riemann-Integral von f iiber [a,b] und man schreibt

hierfiir ,
r=110)= [ e

Nicht alle Funktionen sind tatsdchlich Riemann-integrierbar, aber man kann zeigen, dass

z.B. die stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall Riemann-integrierbar sind.

Rechenregeln:

e Linearitit des Integrals: Fiir integrierbare Funktionen f und g und ¢ € R gelten
b b b
[ @)+ g@ar = [ f@iz+ [ gy,
b

/acf(x)dx _ c/abf(m)dm.

(© 2016 by M. Gerdts



1.1. RIEMANN-INTEGRAL )

e Additivitat des Integrals: Fiir a < ¢ < b gilt

/ab f(x)dx = /acf(a:)dx+ /cb f(z)dx.

e Monotonie des Integrals: Fiir integrierbare Funktionen f und g mit f(z) < g(x)

fir alle z € [a, ] gilt
b b
/ flz)de < / g(x)dx.

Gilt sogar f(z) < g(z) fir alle z € [a, b], so gilt

/abf(:v)d:v < /abg(x)dx.
/  f(a)de

e Vertauschung der Integrationsgrenzen:

/abf(x)dx _ —/baf(x)dx.

e Integration iiber Intervall der Linge 0:

e Es gilt

< [1ea

/a H@)de = 0.

Eine wichtige Rolle bei der Integration spielen Stammfunktionen.

Definition 1.1.1 (Stammfunktion)
Die Funktion F : [a,b] — R heifft Stammfunktion von f : [a,b] — R, falls F'(z) =
f(z) fir alle x € [a,b] gilt.

Gelingt es, eine Stammfunktion des Integranden zu bestimmen, so kann man Integrale

leicht berechnen, wie der folgende Satz zeigt.

© 2016 by M. Gerdts



6 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Satz 1.1.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist F' eine Stammfunktion von f auf dem Intervall |a,b], so gilt

b
/ f(@)dz = F(b) — Fl(a).

Fiir die rechte Seite schreibt man hiufig F(b) — F(a) = [F(z)]°.

a

Bemerkung 1.1.3
Beachte, dass mit F' auch jede Funktion F + c mit einer beliebigen Konstanten ¢ € R eine
Stammfunktion von f ist. Daher lafit man hdufig die Intervallgrenzen weg und interpretiert

eine Stammfunktion als unbestimmtes Integral von f. Schreibweise:

Fla) = / f@)dr  oder  F(z)=c+ / f(@)da.

Dariiber hinaus gelten die bekannten Rechenregeln fiir Integrale:

Satz 1.1.4
Es gelten folgende Rechenregeln:

(a) Partielle Integration: Seien f und g stetig differenzierbar. Dann gilt
b , b
| r@sards = [f@g@ - [ ) @)
(b) Substitutionsregel: Seien f stetig und g stetig differenzierbar. Dann gilt

/ He@)d@dz= [ fdt.

g(a)

Schliefflich betrachten wir noch uneigentliche Integrale.

Definition 1.1.5 (Uneigentliches Integral)

Unter einem uneigentlichen Integral verstehen wir die Integrale

/aoo f(z)dz, /_: f(z)dz, /_; f(x)dz,

(© 2016 by M. Gerdts



1.2. KURVENINTEGRALE 7

welche formal definiert sind als

/a " f@)dzr = lim / b f(z)dz,

b—oo

/_00 flz)dz = lim f(z)dz,

a——00,b—00 -

b b
/_ f(z)dr = lim f(z)dz.

a——0o0 a

1.2 Kurvenintegrale

In diesem Abschnitt werden wir entlang von Kurven integrieren, um beispielsweise deren
Lénge (Bogenlidnge) zu bestimmen. Solche Kurvenintegrale lassen sich auf eindimensionale

(Riemann)-Integrale zuriickfiihren.

Eine Kurve ist eine Abbildung z : [a, b — RY mit

1(1)
zt)=| : |,
.fL'd(t)

wobei t € [a,b] den Kurvenparameter bezeichnet.

Im Fall d = 2 handelt es sich um eine ebene Kurve, im Fall d = 3 um eine rdumliche
Kurve. Durch die Parametrisierung der Kurve mit Kurvenparameter ¢ wird die Kurve
beginnend mit dem Anfangspunkt z(a) in Richtung des Endpunkts z(b) durchlaufen. Diese
Durchlaufrichtung wird als Orientierung der Kurve bezeichnet, siehe nachfolgende
Abbildung.

x(b)

z(a)

Dariiber hinaus heifit eine Kurve geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt iiberein-

stimmen, also z(a) = z(b) gilt.
Beispiel 1.2.1 (Kurve)

(© 2016 by M. Gerdts



8 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Die Funktion z : [0,10] — R3 mit

x1(t) cos(t)
z(t) = | zo(t) | == | sin(¢)
x3(t) t?

ist eine Kurve und beschreibt eine Spirale im R® mit Anfangspunkt [1,0,0]" und Endpunkt
[cos(10), sin(10), 100] .

Der Geschwindigkeitsvektor und der Beschleunigungsvektor lauten

— sin(t) —cos(t)
z'(t)=| cos(t) |, z"(t) = | —sin(t)
2t 2

Bemerkung 1.2.2
Das Beispiel zeigt, dass Geschwindigkeitsvektor x'(t) und Beschleunigungsvektor z"(t) im
Allgemeinen nicht senkrecht aufeinander stehen, d.h. im Allgemeinen gilt (z'(t),x"(t)) #
0. [

Der Geschwindigkeitsvektor x’(¢y) zeigt in Richtung der Tangente an die Kurve x im
Punkt x(tp). Dies kann man sich mit Hilfe von Abbildung |1.2|klarmachen. Der Richtungs-

vektor
x(to + h) — x(to)

h
zeigt in Richtung der Sehne durch die Punkte z(¢y) und x(tp+h). Geht man zum Grenzwert

h — 0 iiber, so folgt

t h) — x(t
x/(to):}llig(l)x(o—'—; m(o).

(© 2016 by M. Gerdts



1.2. KURVENINTEGRALE 9

Abbildung 1.2: Kurve = (schwarz), Geschwindigkeitsvektor x’(t) (blau) und Richtungs-
vektor x(to + h) — x(to) (rot).

Definition 1.2.3 (Tangentenvektor)

(a) Der auf Linge 1 normierte Vektor

e
T = o

heifit Tangentenvektor oder Tangenteneinheitsvektor der Kurve x.

(b) Die zum Tangentenvektor Ty := T (to) im Punkt zq := x(to) orthogonale Ebene
E:={z € R | {z — 20, Tp) = 0}

heifit Normalebene der Kurve z im Punkt z,.

(© 2016 by M. Gerdts



10 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

\f@_ .

Beispiel 1.2.4

(a) Die Spirale x : [0,47] — R® mit

x1(t) cos(t)
z(t) = | zo(t) | :== | sin(¢)

beschreibt die Bahn von FElektronen, die schief in ein homogenes (konstantes) Ma-
gnetfeld eingeschossen werden und sich auf einer solchen Schraubenbahn um die

Feldrichtung (z-Achse) bewegen. Die Kurve hat den Tangentenvektor

— sin(t)
= —x’(t) =—| cos
M= e = vz | 0

Die Normalebene im Punkt xo = x(to) mit ty € [0, 4w lautet

E={ax=|ay | €R*|a3="ty+ (x; — cos(ty)) sin(ty) — (w2 — sin(tg)) cos(to)

(b) Beschreibt die Funktion x(t) die Mittellinie eines Balkens, so liegt die Querschnitts-

flache in der Normalebene der Kurve.

Bemerkung 1.2.5
Wegen [|T(t)||* = 1 folgt fiir den Tangentenvektor an eine Kurve x durch Differenzieren

(© 2016 by M. Gerdts



1.2. KURVENINTEGRALE 11

nach t die Beziehung

d d
d d d , ,
0= SITWIP = 5 (T T() = 5 (Z n(t)?) = S 2TOTI(r) = 2T(), T (1),
i=1 i=1
Also stehen T und T’ stets senkrecht aufeinander. [

1.2.1 Parametrisierung einer Kurve nach der Bogenlinge

Eine Kurve z kann je nach Wahl bzw. Bedeutung des Kurvenparameters auf unterschiedli-
che Weise parametrisiert werden, d.h. sie kann unterschiedlich schnell durchlaufen werden.
Eine natiirliche Parametrisierung ergibt sich, wenn man die Lénge der Kurve zur Para-
metrisierung verwendet, d.h. der Kurvenparameter ¢ soll gleichzeitig der Lange der Kurve
bezogen auf den Anfangspunkt entsprechen.

Wie kénnen wir die Lénge eine Kurve berechnen? Dazu stellen wir uns das Intervall [a, b]

in dquidistante Teilabschnitte unterteilt vor, etwa

b—a

a:t0<t1<...<tN,1<tN:b mitti:a—l—z'h,h: N

, N e N.

Dann approximieren wir die Kurve x durch einen Polygonzug p : [a,b] — R? der die
Kurve z in jedem Intervall [¢;,t;14], ¢ =0,..., N — 1, durch die Gerade

t—1;

p(t) = x(t;) + (z(tis1) — 2(t:))

tiy1 — 1

approximiert, vgl. Abbildung.
A

Die Léange des Polygonzugs p ist gegeben durch
N-1
Ly i= 3 llaltisn) — (2.
=0

(© 2016 by M. Gerdts



12 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes in Integralform ergibt sich daraus die Abschétzung

N—

Ly = Z H—l )H

N—

t —|— T( i+l — tz))(tz—i—l — tl)dT
}:;{/'Hx%u-%fhnuf
i=0 0
N-1 tiv1
= Y [l
i=0 Vi

b
~ [ el

Die Lénge L kann als Grenziibergang der Werte Ly fiir N — oo (bzw. h — 0) ange-

IN

sehen werden und man schreibt
L:/@Im ds = ||z ()| dt,
K

wobei der Index K im Integral [  andeutet, dass hier iiber eine Kurve integriert wird

(Kurvenintegral).

Definition 1.2.6 (Skalares Bogenelement, Bogenlinge)
Sei x : [a,b] — R? eine stetig differenzierbare Kurve.

(a) Die Grife
ds = ||z’ (t)]|dt

heifit skalares Bogenelement.

(b) Die Bogenlinge s(t) gibt die Linge der Kurve vom Anfangspunkt x(a) bis zum
Punkt z(t) mit t € [a,b] an und berechnet sich zu

= [ 1w

Fiirt = b ergibt sich speziell die Linge der Kurve

:memmzéw.

(© 2016 by M. Gerdts



1.2. KURVENINTEGRALE 13

Das skalare Bogenelement ds beschreibt die Lange der Kurve zwischen zwei Kurvenpunk-
ten z(t) und x(t + dt) fiir einen infinitesimal kleinen Schritt dt. Durch formales Umstellen

erhilt man 2° = ||z’(t)]|, also die Bahngeschwindigkeit.

Beispiel 1.2.7

(a) Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] — R gemdafi t — f(t). Wollen wir deren Ldinge

bestimmen, so konnen wir die Kurve x : [a,b] — R? mat

a
()

betrachten. Diese beschreibt gerade den Graphen der Funktion f. Es gilt

z'(t) = [ f’tt) ] , ds = ||z’ (t)||dt = /1 + f'(t)3dt.

Die Bogenlinge lautet damit

x(t) =

:/:\/T’(T)?dr

Speziell ergibt sich fir f(t) :=t und a = 0 die Bogenlinge
t
:/ V1+1dr =2t
0

(b) Wir betrachten wieder eine Spirale x : [0, 2r] — R® mit

x1(t) R cos(t) —Rsin(t)
x(t)= | xa(t) | == | Rsin(t) |, z'(t)=| Rcos(t) |,
x3(t) at o

wobei R und o gegebene Konstanten sind. Es gilt

ds = ||lz'(t)||dt = \/(—Rsin(t))2 + (Rcos(t))? + a2 dt = VR? + o2 dt
Die Bogenlinge lautet damit
-/ VR adr - VT ot
0
Fiir eine Windung mit t = 2w ergibt sich speziell die Linge

L =s(2m) = / ds =21V R? + o?.
K

(© 2016 by M. Gerdts



14 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Im Folgenden sind wir an differenzierbaren Kurven z(t) interessiert, deren Geschwindig-
keitsvektor x’(¢) nirgends verschwindet. Anschaulich bleibt man auf einer solchen Kurve

also nicht stehen sondern bewegt sich stets vorwirts.

Definition 1.2.8 (Regulidre Kurve)
Die Kurve x : [a,b] — R? heifit reguléir, wenn x stetig differenzierbar ist und ||z’ (t)|| # 0
fir alle t € [a,b] gilt.

Fiir regulidre Kurven z ist die Bogenlinge s(t) fiir alle ¢ € [a, b] streng monoton wachsend,
da stets ||z'(t)|| > 0 gilt. Folglich besitzt die Abbildung s : [a,b] — [0, L] gemé&B ¢t — s(¢)
eine inverse Abbildung ¢ : [0, L] — [a, b] gemiB s — ¢(s), die einer gegebenen Bogenlénge
s eindeutig das zugehorige t zuordnet.

Damit konnen wir die Kurve x mit Hilfe der Bogenldnge s neu parametrisieren, indem
wir fiir s € [0, L] die Kurve y : [0, L] — R? durch

definieren. Beachte, dass stets auch z(t) = y(s(t)) gilt, so dass die Werte der Kurve
dieselben bleiben. Durch diese Parametrisierung nach der Bogenlénge &ndert sich jedoch

die Durchlaufgeschwindigkeit durch die Kurve.

Definition 1.2.9 (Parametrisierung nach der Bogenlinge)
Sei x : [a,b] — RY eine stetig differenzierbare Kurve mit Bogenlinge L und ||z’(t)|| # 0
fiir alle t € [a,b]. Dann heift die Kurve y : [0, L] — R? mit

y(s) = x(t(s)), sel0,L],

die nach der Bogenlinge s parametrisierte Kurve, wobei t : [0, L] — [a,b] die
Umkehrabbildung der Bogenlingenabbildung s : [a,b] — [0, L] bezeichnet.
Man nennt die Parametrisierung nach der Bogenlinge auch die natiirliche Parametri-

sierung der Kurve x.

Beispiel 1.2.10 (vgl. Beispiel [1.2.7]
Fiir die Spirale in Beispiel [1.2.7] haben wir die Bogenlinge

s(t) = VR4 a2t

(© 2016 by M. Gerdts



1.2. KURVENINTEGRALE 15

berechnet. Die Umkehrabbildung lautet dann
s

womit sich die nach der Bogenlinge s parametrisierte Kurve wie folgt ergibt:

t(s) =

S
Rcos m)

y(s) = a(t(s)) = | Rsin(—m==) |, s € [0,L].
O mrar

Die Parametrisierung einer Kurve nach ihrer Bogenlédnge hat einige Vorteile, da fiir die
natiirliche Parametrisierung Beziehungen gelten, die fiir beliebige Parametrisierungen im
Allgemeinen nicht gelten. In Beispiel (vgl. auch Bemerkung haben wir gese-
hen, dass Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor im Allgemeinen nicht senkrecht

aufeinander stehen. Bei natiirlicher Parametrisierung ist dies jedoch immer der Fall.

Satz 1.2.11
Sei y : [0,L] — R? eine nach ihrer Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann gelten

folgende FEigenschaften:
(a) ly'(s)|| =1 fiir alle s € [0, L].
(b) Erste und zweite Ableitung stehen senkrecht aufeinander:

(y'(s),y"(s)) =0  Vsel0,Ll.

(a) Mit der Kettenregel folgt
y'(s) = a"(t(s))t'(s),
wobei die Ableitung ¢(s) der Umkehrabbildung durch Ableiten der Identitét s(¢(s)) =

s mit der Kettenregel nach s gegeben ist:

L= d(O)f(s) — t’(s)_sit)_||x,1(t)”.

Die letzte Beziehung s'(t) = ||z '(¢)|| folgt aus der Definition der Bogenlidnge durch

Ableiten des Integrals nach der oberen Integrationsgrenze.
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16 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

(b) Nach (a) gilt ||y’(s)||> =1 fiir alle s € [0, L]. Ableiten nach s liefert

d 2 d / T /
0 = —(ly'©I?) == ') Ty'(s) = (Zyz )
— QZyl yi"(s) = 2(y'(s),y"(s)).

Héaufig ist man an der Kriimmung einer Kurve interessiert, da diese im physikalischen

Kontext z.B. proportional zur Biegeenergie eines gebogenen Balkens ist.

Definition 1.2.12 (Kriimmung)
Die Kriimmung « einer Kurve ist definiert als die Richtungsinderung der Tangente

bezogen auf die Bogenldnge, d.h.

w(s) = IT"(s)ll = lly" ()l

Der Wert p := % heifst Kriimmungsradius.

Beispiel 1.2.13

(a) Eine Gerade hat die Krimmung k = 0.
(b) Ein Kreis mit Radius r besitzt die Krimmung k = 1/r.

(c) Im Straflenbau werden Strafien als Klothoiden konstruiert. Klothoiden sind da-
durch charakterisiert, dass ihre Krimmung stetig und stiickweise linear von der
Bogenlinge abhingt. Ebene Klothoiden in der (x,y)-Ebene sind durch Losen des

folgenden Differentialgleichungssystems charakterisiert:

2'(s) = cos(ih(s)),  ¥'(s) =sin(Y(s)), '(s) =r(s),

wobei k eine stetige und stiickweise lineare Funktion ist. Straflen, die als Klothoi-
den konstruiert sind (etwa Autobahnausfahrten), sind komfortabel zu fahren, da die

Fliehkraft sich stetig mit der Kriimmung verdndert.

Teststrecken oder Rennstrecken sind in der Regel nicht durch Klothoiden konstruiert,
sondern erlauben Unstetigkeiten in der Krimmung, was insbesondere bei schnel-
ler Fahrt unangenehmer zu fahren ist. Die folgende Teststrecke ist an die BMW-

Teststrecke in Aschheim angelehnt:
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1.2. KURVENINTEGRALE 17

Strajfle: Kriimmung:

140 T T T T T . . . T 0.08

120 1 0.06
100

80
60

40 +

20
ot i -0.04

-20 . . . . . . . . . N . . . .
-100 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 500 1000 1500 2000 2500

(d) Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] — R gemdff t — f(t) und die dazugehirige
Kurve z : [a,b] — R? mit

Die Bogenlinge lautet damit

s(t) :/ Vv 1+ f(r)dr.

Wir parametrisieren die Kurve x nach der Bogenlinge s und erhalten
y:[0,L] — R? s+ y(s) = x(t(s)).

Insbesondere gilt dann (da x' #0)

x'(t) 1 1

/
y'(s(t) = = :

Iz @) L+ f()2 | F'(®)
vgl. auch den Beweis von Satz|1.2.11. Die Krimmung ||y”(s)| mit s = s(t) ergibt
sich durch Ableiten nach s = s(t) mit etwas Rechnung zu

f"(#)

VIFTa?

K(t) =

1.2.2 Kurvenintegrale 1. Art (Integrale iiber die Bogenlinge)
In diesem Abschnitt mochten wir Integrale iiber Funktionen entlang Kurven berechnen.

Anwendungsgebiete solcher Kurvenintegrale lauten wie folgt:

Beispiel 1.2.14
Gegeben sei ein Draht mit Massendichte p (Masse pro Lingeneinheit). Der Draht kann

als Kurve K interpretiert werden.

(© 2016 by M. Gerdts



18 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

(a) Die Masse des Drahtes bei inhomogener Massendichte ist gegeben durch das Kur-

m = / pds.
K

(b) Die Schwerpunktkoordinaten x, = [xs,vs,25]" des Drahtes sind gegeben durch die

venintegral

Kurvenintegrale

1 1 1
Ty = —/ pxds, Ys= —/ pyds, zs= —/ pzds.
mJk mJk mJk

f(zN)

y

~ -
~_ _ -

zy Ky

Abbildung 1.3: Konstruktionsprinzip des Kurvenintegrals 1. Art

Definition 1.2.15 (Kurvenintegral 1. Art)
Gegeben sei eine Kurve x : [a,b] — RY und eine Funktion f : R? — R, die mindestens
entlang der Kurve definiert ist.
Fiir N € N sei die Kurve K := {z(t) € R | t € [a,b]} in N Teilbogen K1, ..., Ky mit
Bogenlingen ds, . ..,dsy unterteilt und x; ein beliebiger Punkt in Ky firk=1,...,N.

Konvergieren die Werte
N
IN = Z f(xk)dsk
k=1

fir N — oo unabhdngig von der Wahl der Teilbogen Ki,..., Ky und der Punkte

x1,...,2N, so heifit der Grenzwert das Kurvenintegral 1. Art entlang der Kurve z

/K F(w)ds

und der Wert wird mit
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bezeichnet, vgl. Abbildung[1.5
Ist die Kurve x geschlossen und doppelpunktfrei (d.h. sie darf sich nicht iberschneiden),

so heifit das Kurvenintegral auch Umlaufintegral oder Ringintegral und wird mit

iﬂmm

bezeichnet.

Satz 1.2.16 (Berechnung des Kurvenintegrals 1. Art bei vorgegebener Para-
metrisierung)
Fiir die stetig differenzierbare Kurve x : [a,b] — RY mit Parametrisierung t — x(t) und
f:R?* — R ist das Kurvenintegral 1. Art gegeben durch

A“@“=/fmmmvwn

IBEREE Verwende das Bogenelement ds = ||z/(t)]|dt. "

Mit Hilfe des Satzes kann das Kurvenintegral 1. Art also berechnet werden, indem man
zunéchst eine Parametrisierung der Kurve wéhlt, dann das Bogenelement ausrechnet und

anschlieend integriert.

Beispiel 1.2.17

(a) Fiir z:[0,7/2] — R? und f : R* — R gemdipf

2(t) = [ x1(t) ] _ [ 7 cos(t) ] ’ Flara) = o2

rsin(t)

(© 2016 by M. Gerdts



20 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

lautet das Kurvenintegral 1. Art wie folgt:

/f(xl,xg)ds = /xlxgds
K K

w/2
= / \/$1 2t ay(t)? dt
/2
— /O 2 cos(t) sin(t)\/(—T sin(t))? + (r cos(t))? dt

/2
= 7"3/ cos(t) sin(t) dt
0

5 [sin(t)? T2y
re | — =—.
2 |, 2

(b) Ist die Kurve y : [0, L] — R? nach der Bogenlinge s parametrisiert, so gilt wegen

ly’(s)|| =1 die Beziehung
| s = [ rts) as

1.2.3 Kurvenintegrale 2. Art

Beispiel 1.2.18 (Arbeit im Kraftfeld)
FEs soll die Arbeit berechnet werden, die von einem Kraftfeld (Vektorfeld) an einem Mas-
senpunkt verrichtet wird, der sich entlang einer Kurve durch das Kraftfeld bewegt. Analoge
Anwendungen ergeben sich bei der Betrachtung von FElektronen in einem Magnetfeld oder

eines geladenen Drahtes in einem elektrischen Feld.

(a) Wir betrachten zundchst ein homogenes Kraftfeld (konstantes Vektorfeld) und die
Bewegung des Massenpunkts entlang einer Geraden von a nach b.

P

QA | | | |

1 1 1 1
a T T+ dx b

Y

Y

s=b—a

Die am Massenpunkt verrichtete Kraft lautet

W= [|F[| - [|s]| - cos(p) = (F}s).
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(b) Jetzt betrachten wir ein inhomogenes (ortsabhingiges) Kraftfeld und die Bewegung

des Massenpunkts entlang einer Kurve.

A

r+dx

y

Die Kurve wird unterteilt in Kurvenabschnitte dxy, k = 1,..., N. Die Arbeit entlang

eines infinitesimal kleinen Kurvenabschnitts lautet
AWy, = (F(&), dar),

wobei & ein beliebiger Punkt im k-ten Kurvenabschnitt ist. Durch Aufsummieren

tiber alle Kurvenabschnitte erhalten wir eine Approximation der Gesamtarbeit:

N

W~ Zde = Z<F(§k)a dxy),

k=1

die im Grenziibergang fiir N — oo gegen die geleistete Arbeit W konvergiert.

Definition 1.2.19 (Kurvenintegral 2. Art)
Sei F : RY — RY ein Vektorfeld und z : [a,b] — R? eine Kurve. Konvergiert die in

Beispiel (b) konstruierte Summe
N
> (F(&), day)
k=

1

fiir N — oo unabhdngig von den gewdhlten Kurvenabschnitten und Zwischenpunkten &y,

so heifit der Grenzwert Kurvenintegral 2. Art und wird mit

| (P
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22 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

bezeichnet.

Ist die Kurve geschlossen, so schreibt man

$ (Fla),do)

und nennt ein solches Integral Zirkulation des Vektorfeldes I’ entlang der Kurve.

Im Unterschied zum Kurvenintegral 1. Art wird beim Kurvenintegral 2. Art nicht mit dem
Bogenelement ds multipliziert, sondern man bildet das Skalarprodukt des vektoriellen
Kurvenlements dz = [dxy, ..., dz)".
Satz 1.2.20 (Berechnung des Kurvenintegrals 2. Art)
Fiir die stetig differenzierbare Kurve x : [a,b] — RY mit Parametrisierung t — x(t) und
dem Vektorfeld F' : R — R? ist das Kurvenintegral 2. Art gegeben durch

/K<F(x)’d""’> :/ (F(x(t),z'(t)) dt.

_ Verwende das vektorielle Bogenelement
dxq o) (t)dt

Bemerkung 1.2.21
Durchlduft man die Kurve in umgekehrte Orientierung, also von b nach a, so dndert sich
dadurch das Vorzeichen des Kurvenintegrals 2. Art, wihrend das Kurvenintegral 1. Art

sich dadurch nicht dndert. n

Beispiel 1.2.22
Gegeben sei das Vektorfeld F : R? — R? mit

227 + 29

F(.Tl,l’g) = 23;
2

(a) Wir berechnen das Kurvenintegral 2. Art iber die Kurve x : [0,1] — R? mit

o= |70] =[]
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Die Kurve beschreibt also einen Weg vom Punkt [0,0]T zum Punkt [1,1]7. Es gilt

/K (F(x),dz) = / (F(x(t)). (1)) di

1 1
= / [2t2+t2,2t2}[ ]dt
0 2
1
= / 3t2 + At3dt
0

= [P+t1, =2

(b) Nun berechnen wir Kurvenintegral 2. Art iiber einen anderen Weg vom Punkt [0,0]"
zum Punkt [1,1]7, ndmlich den direkten Weg, der durch die Kurve z : [0,1] — R?

gegeben ist. Es gilt

/K (F(x),dz) = / (F(t)),« (1)) dt

= /01 [26% 4 ¢, 2] hldt

1
- /2t2+3tdt
0
2 3.1 13
= |23+ ] = —.
[3 *3 ]0 6

Das Beispiel zeigt, dass Kurvenintegrale 2. Art im Allgemeinen vom Weg abhingen und

nicht nur von Anfangs- und Endpunkt der Kurve. [

Bemerkung 1.2.23 (Wegunabhiingigkeit)
Falls das Vektorfeld F : R — R? ein Potenzial ¢ : RY — R mit F' = V¢ besitzt, so
gilt

b

b
[ (F@da) = [ Plao)a eyt = [ Lot = oa(b) - o(a(a))

In diesem Fall hingt das Kurvenintegral 2. Art also nur vom Anfangs- und Endwert
der Kurve und nicht vom Verlauf dazwischen ab. Man nennt solche Vektorfelder auch

konservativ.
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1.3 Das Lebesgue-Integral

Das Riemann-Integral ist anschaulich definiert und es konnen niitzliche Rechenregeln
gezeigt werden, um Riemann-Integrale auszurechnen. Es ist allerdings technisch sehr
aufwindig, den Begriff des Riemann-Integrals auf mehrdimensionale Bereiche 2 C R?
mit d > 1 zu erweitern und damit dann Aussagen zu beweisen. Dariiber hinaus fehlen
dem Riemann-Integral einige wichtige mathematische Eigenschaften, etwa die Vertausch-
barkeit von Integration und Grenzwertbildung (siehe Satz von Beppo Levi weiter unten).
Es kann z.B. passieren, dass der Grenzwert von Riemann-integrierbaren Funktionen nicht
mehr Riemann-integrierbar ist. Das Lebesgue-Integral beseitigt diese Unzulénglichkeiten
und ermoglicht eine sehr allgemeine und in sich geschlossene Integrationstheorie, wes-
halb es in der mathematischen Analysis eine sehr wichtige Rolle spielt. Die Definition des
Lebesgue-Integrals ist jedoch aufwéndiger als die des Riemann-Integrals. Wir folgen der
Darstellung in [BK11].

Zur Definition des Lebesgue-Integrals benotigt man zunéchst ein sogenanntes Maf}, wel-
ches bestimmten Teilmengen einer Menge 2 C R? anschaulich ein Volumen (bzw. einen
Inhalt) zuordnet. Wir beschrénken uns in der Darstellung auf das Lebesgue-Maf}; aber
man kann Lebesgue-Integrale auch sehr viel allgemeiner iiber beliebigen Mafiriumen de-
finieren.

Das sogenannte Lebesgue-Maf3 ordnet einem d-dimensionalen (halboffenen) Intervall

[a,b) := [a1,b1) X [ag,ba) X ... X [ag, bg) C R

mit a = (ar,...,aq)", b= (by,...,by)" und a < b sein Volumen
d
p([a,0)) = (by — a1) - (ba — az) -+ (ba — ag) = [ [ (b — as)
i=1
zu, vgl. Abbildung [I.4]
(blab% b3>T
e mmmmmmmmmsaea-a- s
.::f -------- EI ------- "‘,' E
[ ] -------: --------- :’:
(a17a27a’3)T :‘"

Abbildung 1.4: Halboffenes Intervall in R3.

Beachte, dass 1 den Wert 0 ergibt, falls a; = b; fiir ein j € {1,...,d} ergibt. Ein solches
degeneriertes Intervall besitzt also das Volumen 0 im R?. Man spricht dann auch von einer

Nullmenge.
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Mit diesem Maf} kann man also einem d-dimensionalen Intervall dessen Volumen zuordnen.
Leider ist nicht jede Teilmenge des R? ein d-dimensionales Intervall und man kann auch
nicht jede Teilmenge des R? als Vereinigung von endlich vielen d-dimensionalen Intervallen
darstellen. Wir benotigen also ein Konstrukt, welches erlaubt, sehr allgemeine Mengen aus
den Intervallen zu bilden. Dies fiihrt auf die sogenannte (Borel-)o-Algebra. Darunter
versteht man ein Mengensystem, welches zwar in seiner Allgemeinheit schwer vorstellbar

ist, aber mathematisch sehr gute Eigenschaften besitzt.

Definition 1.3.1 (0-Algebra, Mafle, Nullmengen)
Sei Q0 C RY eine nichtleere Menge.

(a) Jedes System A von Teilmengen von 2 mit den Eigenschaften

(i) Q€ A;
(i1) Ist A € A, soist auch dessen komplementdre Menge A° := Q\ A in A enthalten;
(111) Fiir die abzihlbar vielen Mengen Ay, A, ... € A gilt, dass auch deren Vereini-

gung |J A; in A enthalten ist;
i=1

heifst o-Algebra. Das Paar (2, A) heifit messbarer Raum. Die Elemente von A

sind die messbaren Teilmengen von ().
(b) Eine Abbildung p : (2, A) — [0, 00) heifst MaB, falls gilt:
(i) u(0) = 0;

(ii) o-Additivitat: Fir abzihlbar viele paarweise disjunkte messbare Mengen A; €

A i=1,2,..., gilt
H (U Ai) = ZM(Ai)-
i=1 i=1
Das Tripel (2, A, ) heifft MaBraum.

(c) A CQ heifst Nullmenge, falls A € A und p(A) =0 gilt.

Die Vorschriften in (a) geben an, wie man aus messbaren Mengen neue messbare Mengen
erzeugen kann, ndmlich durch Komplementbildung und Vereinigung von héchstens abzéhl-
bar vielen Mengen. Die Gesamtheit der dadurch erzeugharen Mengen ist sehr reichhaltig.
Bemerkung 1.3.2

Interessant sind auch die Nullmengen, da diese sich von der leeren Menge bzgl. ihres Ma-
Bes nicht unterscheiden lassen. Spdter werden Eigenschaften hdufig mit dem Zusatz “fast
iiberall (f.ii.)” wversehen, was bedeutet, dass die Eigenschaft mit Ausnahme auf einer

Nullmenge gilt. Beispiele fiir Nullmengen in R? sind Geraden und einzelne Punkte. Im
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R3 sind Ebenen Nullmengen. Allgemeiner sind Hyperebenen (also Ebenen der Dimensi-
on d — 1) Nullmengen im R®. Des Weiteren ist die Menge der rationalen Zahlen Q eine

Nullmenge in der Menge der reellen Zahlen R. [

Es stellt sich die Frage nach einem Erzeugendensystem, mit dem man alle weiteren Mengen
erzeugen kann. Hierbei heifit £ C Q2 ein Erzeuger der o-Algebra A, falls A die kleinste
o-Algebra in  ist, die £ umfasst und man schreibt ¢(€) = A. Die von den endlichen

halboffenen Intervallen

la,b) mit a < b,a,b € R?

auf R? erzeugte o-Algebra nennt man Borel-o-Algebra, man bezeichnet sie mit B. Fiir
eine messbare Teilmenge 0 C RY bildet dann {A C Q | A € B} eine o-Algebra auf ,
die wir der Einfachheit halber ebenfalls mit B bezeichnen. Abbildung[I.5]illustriert einige
Elemente der Borel-o-Algebra fiir eine Menge (2.

|

Abbildung 1.5: Illustration einiger Elemente A; der Borel-o-Algebra fiir eine Menge 2 C
R2,

Man kann zeigen, dass (R?, B, 1) ein Mafraum ist, wobei 1 das oben definierte Lebesgue-
Maf3 bezeichnet. Mithilfe des Lebesgue-Mafles kénnen wir nun also jeder Borel-Menge

aus B ein Volumen zuordnen. Damit kénnen wir auch Urbildern unter Abbildungen ein
Volumen zuordnen, vgl. Abbildung [I.6]

Definition 1.3.3 (messbare Abbildung)

Sei f: (A — (Q,ft) eine Abbildung zwischen zwei messbaren Rdumen. f heifit
messbar, falls f~1(A) € A fiir alle A € A.
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-———_\ f
A ~— k\
S £ R 1
— <A -

Abbildung 1.6: Messbarkeit einer Abbildung.

Beispiel 1.3.4
Beispiele fiir messbare Funktionen und Mengen sind:

(a) stetige Funktionen,;

(b) charakteristische Funktion y . : R? — R mit

1, falls x € A,
xa(z) =

0, sonst;

(c) Linearkombinationen af + Bg mit o, 5 € R von messbaren Funktionen f,g;

(d) Produkt f - g von messbaren Funktionen f und g;

(e) max{f,g}, min{f, g}, |f|, falls f und g messbar sind;

(f) Die Mengen {x € Q| f(z) = g(x)} und {z € Q| f(x) < g(x)} sind messbar, falls

f und g messbar sind.

Die folgende Eigenschaft wird uns in allgemeinerer Form noch bei der Berechnung von
Integralen begegnen. Sei f : R? — R? eine lineare Abbildung, d.h. man kann f darstellen
als f(z) = Mz mit einer Matrix M € R%? Wendet man f auf eine messbare Menge

B C R? an, so ist auch f(B) eine messbare Menge und es gilt

p(f(B)) = | det(M)|pu(B). (1.1)

Ein formaler Beweis findet sich in [BK11l, Satz III1.4]. Wir illustrieren diese Eigenschaft
an einem Beispiel.

Beispiel 1.3.5 (Illustration)
Wir illustrieren die Eigenschaft im R3 fiir den Einheitswiirfel B, welcher durch
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die Einheitsvektoren e, = (1,0,0)7, e3 = (0,1,0)" und e3 = (0,0,1)" aufgespannt wird.
Unter der Abbildung f werden die Einheitsvektoren auf die Vektoren m; = Me;, i = 1,2, 3,
abgebildet, welche ein sogenanntes Parallelepiped (oder Spat) aufspannen (dies ist gerade
die Menge f(B)). Die Vektoren m;, 1 = 1,2,3, sind gerade die Spalten von M.

A
my X Mo

h = |lms] - | cos |

S

Das Volumen V' = u(f(B)) des Parallelepipeds berechnet sich zu

Vo= |lma xmal| - h = [lmy xcmal| - [lms]| - [cos o] = |(my x mg, ms)| = | det(M)].

Das Lebesgue-Integral wird schrittweise zunéchst fiir elementare Funktionen, dann fiir
nichtnegative Funktionen und schliellich fiir allgemeine Funktionen eingefiihrt.
Unter einer elementaren Funktion wird eine messbare Funktion verstanden, die nur endlich

viele Funktionswerte annimmt. Man kann sie sich als Treppenfunktion vorstellen, siehe

Abbildung [1.7]

AN
gi N\ f

1(As)
Abbildung 1.7: Elementare Funktion (Treppenfunktion) und Idee des Lebesgue-Integrals
fiir f.

Ist g : @ — R eine solche elementare Funktion mit Werten in der Menge {g,...,9n},

so kann man sie darstellen als
N
g(x) =Y gi-xalx)  mit A= {z € Q| g(z) = g}
i=1
Fiir eine elementare Funktion ¢ definiert man:
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Lebesgue-Integral einer elementaren Funktion: Sei g : 2 — R elementar mit

Werten ¢;, ¢ = 1,..., N. Dann ist das Lebesgue-Integral definiert als

N
[ odu=3g-u(4)  mit A= {z €0 gla) = 0.
i=1
wobei p das Lebesgue-Mafl bezeichnet.

Mithilfe des Lebesgue-Integrals fiir elementare Funktionen definiert man nun das Lebesgue-
Integral fiir messbare Funktionen f > 0, sieche Abbildung [1.7}

Lebesgue-Integral fiir messbare, nichtnegative Funktionen: Sei f > 0 messbar.

Dann ist das Lebesgue-Integral definiert als

/fdu::sup{/gd,u‘mitg:Q—>Riste1ementarund0§g§f},
Q Q
wobei p das Lebesgue-Mafl bezeichnet.

Durch Zerlegung einer beliebigen messbaren Funktion f : 2 — R in ihren Positiv- und

Negativanteil geméifl

f=r"=f  mit f"=max{f,0}, f~ =max{—f 0}

kann man das Lebesgue-Integral nun auch fiir f definieren.

Definition 1.3.6 (Lebesgue-Integral)
Sei f 1 Q@ — R messbar und p das Lebesque-Mafs. Dann heifst f (Lebesgue-)-
integrierbar, falls [, f* du < oo und [, f~ du < co gelten. Das (Lebesgue-)Integral

/Qfdﬂzz/gﬁdu—/ﬂf‘dﬂ-

ist definiert als

Wegen |f| = f* + f~ ist f Lebesgue-integrierbar, genau dann, wenn [, |f] dp < oo.
Das Lebesgue-Integral besitzt die folgenden Eigenschaften, vgl. [BK11]:
o Esgilt | [, f du| < [, |f] dp.

e Monotonie: |, f du < [, g du fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen f und g mit
f<g
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e Linearitét: [ (af + 8g) du = a [, f du+ B [, g du fir o, 8 € R und Lebesgue-

integrierbare Funktionen f und g.

e Fiir messbare Funktionen f,g > 0 gilt:

f < g fast iiberall = /fdug/gdu
) Q
f = g fast iiberall — /fdu:/gd,u
Q Q
/fduzO <= [ =0 fast iiberall in 2
Q

/fdu<oo — [ < oo fast {iberall in €2
Q

e Satz von der monotonen Konvergenz (Satz von Beppo Levi): Es gelte
0 < f1 < fo < ... fiir messbare Funktionen f;, 2 =1,2,...,und f := sup f;. Dann
i=1,2,...
gilt
/f dp = lim [ fi dp.
0 1—00 QO

(dies ist die Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwertbildung)

¢ Lemma von Fatou: Es seien f, fi, fo,... > 0 messbare Funktionen mit f <

liminf f; fast {iberall. Dann gilt

/f dp < liminf/ fi du.
O 1— 00 [¢)
e Lebesgue’scher Konvergenzsatz: Seien fi, fs, ... messbare Funktionen, die fast

tiberall (also bis auf eine Nullmenge) gegen die messbare Funktion f konvergieren.
Des Weiteren gelte fast iiberall |f;| < g fiir alle ¢ € N fiir eine messbare Funktion
g > 0 mit fQ g dp < oo. Dann sind die Funktionen f1, f, ... Lebesgue-integrierbar

und es gelten die Beziehungen
[fn— [ra wd [ 5= idi—o
Q Q Q
fiir 1 — oo.

Bemerkung 1.3.7

Verschiedene Schreibweisen fiir das Lebesque-Integral sind

[ 5dn oter [ j@) auta) oder [ jo) pldn) oder [ ptan)fo)
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Wir werden hédufig die klassische Schreibweise

/Qf(x) dx

verwenden. Hierbei droht eine Verwechslung mit dem Riemann-Integral, aber solange
nichts anderes gesagt ist, meinen wir im Folgenden das Lebesgue-Integral bzw. gehen davon

aus, dass Riemann- und Lebesgue-Integral beide existieren und gleich sind. [

Es gibt Funktionen, die Lebesgue-integrierbar aber nicht Riemann-integrierbar sind.
Beispiel 1.3.8 (Dirichlet-Funktion)
Die Dirichlet-Funktion f : [0,1] — [0, 1] mit

f(x):{ 1, fallsz € Q,

0, sonst

st Lebesgque-integrierbar mit Wert 0, aber nicht Riemann-integrierbar, da die Untersumme

stets 0 und die Obersumme stets 1 ist. m

Umgekehrt gibt es Riemann-integrierbare Funktionen, die nicht Lebesgue-integrierbar
sind.

Beispiel 1.3.9
Die Funktion f: R — R mit

f(z) = firm—1<xz<n, neN

besitzt das Riemann-Integral

/Ooof(x)dxzz#<oo,

n=1

wober die alternierende harmonische Reihe konvergiert, wdhrend das Lebesque-Integral

e’} o0 1
/ flap=3 1+
0 n:ln

die divergente harmonische Reihe ist. [

nicht existiert, weil

Bemerkung 1.3.10
Fin Zusammenhang zwischen Riemann- und Lebesque-Integral findet sich in Satz V.10 in
[BK11)): Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge bzgl. des Lebesgue-Mafles
W ist. Dann gilt

b
/f(fv)dfv— [b}f'Xc dp,
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wobet C die Menge der Stetigkeitsstellen von [ bezeichnet. Fiir eine stetige Funktion auf

[a,b] gilt insbesondere xo = 1. n

SchlieBlich zitieren wir noch ein Resultat, welches man mithilfe von (1.1]) zeigen kann,

siehe [BK11l S. 107]. Dieses wird uns spéter bei der Berechnung von Integralen begegnen.

Satz 1.3.11 (Substitutionsregel (Transformationsformel von Jacobi))

Seien f: Q — R und ¢ : G — Q Abbildungen mit G,Q C R? offen und f > 0 messbar.

1

@ sei eine bijektive Abbildung und @ und =" seien stetig differenzierbar. Dann gilt

/Q f(z) do = /G F((6)) - | det(g ()] de.

det(¢'(€)) heifit Jacobische Funktionaldeterminante.

1.4 Flachen- und Volumenintegrale

In Abschnitt haben wir entlang Kurven integriert. In diesem Abschnitt gehen wir einen
Schritt weiter und integrieren iiber Flichen oder Volumen und greifen auf das Lebesgue-
Integral zuriick, vgl. Abbildung [I.§]

A

Abbildung 1.8: Hlustration einer Funktion iiber einem Gebiet ).

Gegeben sei eine Fliche oder ein Volumen ©Q C R? mit d = 2,3 und eine messbare
Funktion f:Q — R. Gesucht ist das Integral

/f(x) du bzw. /f(x) dzx,
Q Q
(© 2016 by M. Gerdts
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wobei p das Lebesgue-Maf bezeichnet. Fiir Flachenintegrale verwendet man anstatt x =

[#1, 2] " hiufig die (kartesischen) Koordinaten [z, y]" und schreibt

/ /Q f(.y) dedy,

welches man als Doppelintegral bezeichnet. Entsprechend werden fiir Volumenintegrale

anstatt = |11, 2o, x3)" die (kartesischen) Koordinaten [z,y, z]" verwendet, und man

schreibt
/// f(z,y,2) drvdydz,
Q

welches man als Dreifachintegral bezeichnet. Diese Schreibweise verbirgt eine Schwierig-
keit, da suggeriert wird, dass zuerst {iber z, dann iiber y und schliefflich {iber z integriert
wird. Das stimmt nicht immer, wie der folgende Abschnitt zeigt.

Flachenintegrale werden z.B. zur Bestimmung des Schwerpunkts eines ebenen Bereiches
2 bendtigt (man kann sich dies als diinne Platte vorstellen) oder zur Berechnung des
Fléacheninhalts eines ebenen Bereiches 2.

Beispiel 1.4.1
Sei Q) ein Gebiet im R2.

(a) Der Flicheninhalt A von ) ist gegeben durch

A:/dp.
Q

(b) Der Schwerpunkt [x,,ys|" von 2 ist gegeben durch

1 1

(c) Die azialen Flichentrigheitsmomente bzgl. z- und y-Achse sind gegeben durch

Q:/f@, @:/ﬁm.
Q Q

(d) Ist die Fliche ein Modell fir eine dinne Platte mit Masse M mit Dichteverteilung
p (Masse pro Flicheneinheit), so ergibt sich der Masseschwerpunkt [T, ym| " durch

1 1
%zﬁéwmwm, %zﬂéw@ww,

wober die Masse M gegeben ist durch

Mz/ﬂp(w,y) dp .
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Analoge Groflen werden fiir 3-dimensionale Korper €2 definiert.
Beispiel 1.4.2
Sei Q0 ein Gebiet im R3.

(a) Das Volumen V wvon ) ist gegeben durch

V:/d,u.
Q

von §) ist gegeben durch

1 1 1
s — 1, d, s — 17 d, s — 17 dp .
L AL AT O A

(c) Modelliert das Gebiet einen dreidimensionalen Kérper mit Masse M mit Dich-

(b) Der Schwerpunkt [x,,ys, zs] "

teverteilung p (Masse pro Volumeneinheit), so ergibt sich der Masseschwerpunkt

[Ty Y, 2m) | durch

1 1 1
T = M/Qxﬂ(fc,y,Z) i, Ym = 77 /Qyp(x,y,Z) dpt,  zm = M/512p($’y’z) -

wobei die Masse M gegeben ist durch

M=/p(:v,y,2) dp .
Q

1.4.1 Flachen- und Volumenintegrale mit kartesischen Koordinaten
Wir widmen uns nun der konkreten Berechnung des Fliachenintegrals. Hierbei wird auch

klar werden, warum man von einem Doppelintegral spricht.

Beispiel 1.4.3 (Doppelintegral iiber rechteckigem Bereich ausgedriickt in kar-
tesischen Koordinaten)

Wir méchten das Flichenintegral

0
tiber dem ebenen Rechteck
Q={lz,y]" €R*|1<2<3,0<y<2}
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ausrechnen. Das Flichenintegral (Doppelintegral!) ergibt sich zu

y=2 pz=3 y=2 1 =3 y=2 4 y=2 392
I —/ / zy? drdy —/ {—nyQ] dy —/ 4y dy = [—yﬂ ==
y=0 =1 y=0 2 =1 y=0 3 y=0 3

Man kéonnte die Integrationsreihenfolge bzgl. x und y auch vertauschen und erhdlt in

diesem Fuall dasselbe Ergebnis:

=3 y=2 =3 1 y=2 =3 8 4 =3 39
I = / / zy? dyde = / {—xyg’] dr = / —r dr = {—xQ] = —.
r=1 y=0 r=1 3 y=0 x=1 3 3 =1 3

Im vorangegangenen Beispiel war es egal, ob zunéchst iiber x und dann {iber y integriert
wird oder umgekehrt. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Reihenfolge nicht einfach ver-

tauscht werden darf, wenn wenn die Intervallgrenzen von x bzw. y abhédngen.

Beispiel 1.4.4 (Doppelintegral iiber komplizierterem Bereich ausgedriickt in
kartesischen Koordinaten)

Wir machten das Flichenintegral

Iz/f(l“,y) dp  mit  fla,y) =y?
Q
tiber der Dreieckfliche

Q = QlLJQQ,
Y = {y €eR*|0<z<20<y<al,
QG = {zy] €R*|2<2<3,0<y<6- 21},

ausrechnen. Wegen der Additivitit des Fldachenintegrals gilt

/f(:v,y) dp = fley) du+ [ fla,y) du
Q 951 Qo
r=2 y=x =3 y=6—2x
= / / y? dydx + / / y* dydx
=0 y=0 =2 y=0
r=2 =T =3 1

1 Y y=6—2x
= / {—y?’} dx+/ {—yg} dx

=2 1 :1::31
= /IO §x3 dx+/x2 5(6—233)3 dx

1 . r=2 1 . r=3
= |= ——(6—2
|:12x:|m=0+|: 24( x):|x:2
4 2
= —4+2=2
3+3
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Beachte, dass die Intervallgrenzen fiir die Integrationsvariable y von x abhdngen. Daher
darf man hier nicht einfach die obige Integrationsreihenfolge vertauschen. Man kann die

Fliche Q jedoch auch auf folgende Art darstellen (dies ist eine andere Parametrisierung

von §2):

1
Q = {lz.y) eR*|0<y<2y<a<3-_y} =0

Mt dieser Parametrisierung von ) folgt:

y=2 :c:3—%y
/f(x,y) dp = / / y? dady
Q y=0 Jaz=y

In Beispiel traten ineinander verschachtelte Integrale auf. Man spricht hier auch von

iterierten Integralen.

Definition 1.4.5 (Iteriertes Integral, Normalbereich)
Man spricht von einem iterierten Integral, wenn mehrere Integrale ineinander ver-
schachtelt sind, wobei die Integrationsgrenzen der inneren Integrale von den Integrations-

variablen der dufleren Integrale abhdngen, d.h. iterierte Integrale sind von der Form

z1=b1 To=bs (1) £q=bq(T1,...,£4_1)
/ / / f(ze, .. xg)dag| -+ | deo| day,
r1=a1 ngaQ(II) xd:ad(xl 7777 Idfl)

wobei die Integrale nacheinander von innen nach auflen zu berechnen sind. Bereiche der

Form

Q=<x=[z1,...,74 €R?
{ Y ag(x1, ... x4-1) < xqg < bg(z1,...,24-1)

a; < xp < by, as(r1) < @9 < bo(21), .0, }

heiffen Normalbereiche.

Der folgende Satz rechtfertigt die Vorgehensweise in den Beispielen [1.4.341.4.4]
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Satz 1.4.6 (Berechnung des Flichenintegrals in kartesischen Koordinaten iiber
Normalbereiche)
Sei f: R? — R stetig. Dann gelten die folgenden Aussagen.:

(a) Fir Q= {[z,y]" € R? | a; <z < by, ag <y < by} gilt

x=by y=b2
/f(w,y) du = / / f(z,y) dydx—/ / f(x,y) dzdy.
Q T=a1 Yy=az

(Satz von Fubini)

(b) Fir Q = {[z,y]" € R? | a1 <z < by, ax(x) <y < by(x)} mit stetigen Funktionen

CLQ,bQ gllt
y=ba(x
/f(fmy) / / (z,y) dydz.
Q y=az(x)

(c) Fir Q= {[z,y]" € R? | a1(y) <z < bi(y), az <y < by} mit stetigen Funktionen

al,bl gllt
z= bl(y)
/f(-%",y) / / f(x,y) dzdy.
Q r=

Fiir Volumenintegrale (Dreifachintegrale) geht man vollkommen analog vor, weshalb wir
nur ein Beispiel betrachten. Satz gilt analog.

Beispiel 1.4.7

Das axiale Tragheitsmoment des Wiirfels
Q={lz,y,2]' eR’| ~1<u,y,2<1}

um die z-Achse ist gegeben durch

1,1 gl 1,1
I = / / / 2?4+ y? dedydz = / /
11/ 1)

2

= //—+2y2dydz
/)3
Y4 4 16
/_13+3 T3
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1.4.2 Parametrisierung von Flichen und Volumen

Ahnlich wie bei der Parametrisierung von Kurven miissen wir die Flichen oder Volu-
men beschreiben, indem wir sie mit geeigneten Koordinaten parametrisieren. Bisher
haben wir hierfiir die “normalen” kartesischen (rechtwinkligen) Koordinaten verwendet.
Anstatt der kartesischen Koordinaten werden héufig spezielle Koordinaten verwendet,
etwa Polarkoordinaten, Kugelkoordinaten oder Zylinderkoordinaten. Dabei driickt man
die iiblichen kartesischen Koordinaten x = [z1,%,..., 24" in Q durch andere, geeigne-
tere Koordinaten & = [£1,&,,...,&]" aus einer Menge G C R? aus, d.h. man fiihrt eine

Koordinatentransformation

$1(517 s ,fd)
z(§) = :
Id(fl, e 7§d)

durch. Diese Transformation kann als Abbildung = : G — €2 angesehen werden. Mit der
Substitutionsregel in Satz [1.3.11] ergibt sich unter dieser Transformation die Beziehung

[ 1wy do= [ (ot et )] de
Q a
Wir betrachten héufig verwendete Parametrisierungen.

Polarkoordinaten

Polarkoordinaten haben wir schon im Zusammenhang mit komplexen Zahlen kennen ge-
lernt. Jeder Punkt z = [, 25]" im R? ungleich dem Nullvektor kann durch dessen Ab-
stand r zum Ursprung und den Polarwinkel ¢ € [0, 27) zwischen x-Achse und Ortsvektor

eindeutig beschrieben werden:

Ty = xo(r,p) = rsin(p).

X2

2

Iy
Mit Hilfe der Polarkoordinaten r und ¢ kann man Kreise oder auch Kreise mit Léchern
sehr gut beschreiben, wiahrend dies mit kartesischen Koordinaten mitunter mehr Aufwand

erfordert.
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Beispiel 1.4.8

T2 A

sY

Der Ring M kann mit Polarkoordinaten r, ¢ sehr einfach dargestellt werden:

M = {[rcos(gp),rsin(cp)]T € R? | <r<ry ¢el0,2m)}.

Die Beschreibung mit Hilfe kartesischer Koordinaten xy, xo lautet:

M = {[:L‘l,ZEQ]T €R?* |72 < af+ 22 <12}

Schneidet man aus dem Ring ein Kreisstiick heraus, so ist die Beschreibung mit Polarko-
ordinaten immer noch einfach maglich, indem ¢ eingeschrinkt wird. Fine Beschreibung

mit kartesischen Koordinaten ist dann jedoch aufwdindiger. [

Zylinderkoordinaten

Jeder Punkt z = [x1, 29, 23] im R?® ungleich dem Nullvektor kann eindeutig durch Zy-
linderkoordinaten r, ¢, z mit ¢ € [0,27) und r > 0 dargestellt werden, indem z; und

2o durch Polarkoordinaten ausgedriickt werden:

ry = $1(7”7§07Z) = TCOS(SO)7
Ty = :CZ(T?SO72) = TSil’l((p),
x3 = x3(r,p,2) =2
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xs

y

Beispiel 1.4.9

3 A

()

Gl

2

X1

Der zylindrische Ring M der Héhe h kann mit Zylinderkoordinaten r, ¢, z sehr einfach

dargestellt werden:
M = {[rcos(¢),rsin(p),2]" €R®|ri <r <ry, ¢ €[0,27), 0 < 2z < h}.
Die Beschreibung mit Hilfe kartesischer Koordinaten xy, xo, x3 lautet:

M = {[zy,29,23] " € R® | r? <2 + 23 <73 0< a3 <h}.
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Kugelkoordinaten

Zur eindeutigen Darstellung eines Punktes = = [z, 2, ZE3]T im R? ungleich dem Nullvektor

kénnen neben den Zylinderkoordinaten auch Kugelkoordinaten r,p,0 mit r > 0, ¢ €

[0,27) und 0 € [0, 7] verwendet werden. Der Punkt = in Kugelkoordinaten lautet

Tl
T2

€3

Beispiel 1.4.10

x1(r, @, 0) = r cos(p) sin(6),

y
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Die Halbkugel M der Héhe 1 kann mit Kugelkoordinaten r, ¢, 6 sehr einfach dargestellt

werden:

r cos(p) sin(0)
M = rsin(p)sin(@) | €eR*|0<r <1, pe0,2m), 0<0 <
rcos(6)

Die Beschreibung mit Hilfe kartesischer Koordinaten xy, xo, x3 lautet:

M = {[z1, 25, 25] " € R® | 2] + 25 + 23 <1, 23> 0}.

1.4.3 Flachen- und Volumenintegrale iiber parametrisierten Flichen und Vo-
lumen
Nach den Vorbereitungen zur Parametrisierung von Fldchen und Volumen, berechnen wir

nun Integrale iiber parametrisierten Flédchen oder Volumen €2 geméfl der Substitutionsregel

/ f(z) do = / F(x(€)) - | det(x'(€)] de,
Q G

d.h. wir integrieren eine Funktion f iiber der Fldche oder dem Volumen €2, die/das durch
eine Menge G und eine Koordinatentransformation x = x(§) beschrieben wird.
Bemerkung 1.4.11

Hdiufig bezeichnet man solche Flichenintegrale auch mait

/Gf s, //Gf dQY  oder /Gf(x,y) dxdy.

Entsprechend werden Volumenintegrale mit

/Gf dq, //Gf dQ  oder /Gf(x,y,z) dzdydz

bezeichnet. m

Beispiel 1.4.12
Wir betrachten die Fldche

Q= {[%Z/]T €R? |z =¢&cos(&), y=&sin(é), 0<& <R, 0<6 < g}
mit gegebenem R > 0 (2 ist ein Viertelkreis mit Radius R uwm den Nullpunkt) und Para-

meterbereich

G={l6.6] eR* [0S 6 <R 06 < ).
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Die Jacobische Funktionaldeterminante lautet

eq | cos(&) —€isin(&)
D(&1,&2) ¢ sin(§2) & cos(&2)

Damit berechnet sich das Fldchenintegral fu'r die Funktion f(x,y) = xy zu

&= o=
/Qfduzfaf 0 = /5 /é 160, &), (61, £)) D (6, &)| déade,

] = &1(cos’(&2) + sin*(&2)) = &1

o=
:/5 /g " €2 cos(6a) sin()éa] deady

§o=
= / / 51 cos(&2) sin(&) déadé
&1 §o=

§2=%
- / {ff sin2<§2>} 26,
§1= £2=0
{&1=R
- / £ de,
&1=0

N R B
- |= — —R%,
=5

£1=0

Bei Volumenintegralen geht man analog vor.
Beispiel 1.4.13

Wir berechnen das Volumen des Zylinders

§1cos(&2)
Z = §1sin(&y)
&3

mit Radius R > 0 und Héhe H > 0. Die Jacobische Funktionaldeterminante lautet

cos(§e) —&isin(&) 0
D(&, &2, 53) = det Sin(fz) &1 008(52) 0] =%& COS2(€2) + & SiH2(52) = &1
0 0 1

Das Volumen von Z ist gegeben durch das Volumenintegral

§&1=R p&=21 p{=H
~Jau=[az = [T [ s
A G £1=0 &2=0 £3=0
&1=R p&=2m
_ / / HE, désdt
£1=0 £2=0

&1=R
- / orHE, dy

&1=0

O§€1§R70§€2<2W70§£3§H

1 §&1=R
= [27?H—£f} =tHR?.
2 &1=0
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1.5 Oberflichenintegrale

In diesem Abschnitt betrachten wir Flachen im dreidimensionalen Raum, sogenannte
Oberflachenintegrale. Oberflachenintegrale unterscheidet man in Oberflichenintegrale 1.
Art, mit deren Hilfe man Oberflicheninhalte oder Schwerpunkte von Flichen im Raum
(Schalen) berechnen kann, und Oberflichenintegrale 2. Art, mit deren Hilfe man z.B.
ausrechen kann, welche Fliissigkeitsmenge durch eine gegebene Fliche fliet. Oberfldchen-
integrale konnen wir nicht einfach dadurch berechnen, dass wir ein Volumenintegral ver-
wenden, weil Oberflichen eine Nullmenge bzgl. des Lebesgue-Mafles im dreidimensionalen

Raum darstellen.

1.5.1 Flachenelemente
Eine Kurve im Raum ist ein eindimensionales Objekt, welches durch den Kurvenparameter
parametrisiert wird. Eine Flache im Raum ist hingegen ein zweidimensionales Objekt und

lésst sich durch zwei Parameter beschreiben. Wir verwenden im Folgenden u und v anstatt
1 und &.

Definition 1.5.1
Fine Flache S im Raum ldsst sich durch Flichenparameter u und v aus dem Parame-
tergebiet G C R? und eine Vektorfunktion

z1(u,v) x(u, v
z(u,v) = | xo(u,v) | = | y(u,v)
z3(u,v) z(u, v)

mit [u,v]" € G beschreiben.

Beispiel 1.5.2
Die Halbkugeloberfliche mit Hohe 1 wird beschrieben durch

cos(u) sin(v)
S = sin(u)sin(v) | € R?

cos(v)

uE[O,Zﬁ),Ogvgg

Das Parametergebiet G' lautet hierbet

G:{[u,v}TERQ\uE [0,27), 0 <wv <

bo |

b
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Definition 1.5.3
Gegeben seien das Parametergebiet G und die Fliche S = {x(u,v) € R? | [u,v]" € G}.

(a) Wird einer der Parameter u oder v festgehalten, so erhdlt man spezielle Kurven
z(c,v) bzw. x(u,c) im Raum innerhalb der Fliche S, wobei ¢ eine Konstante sei.

Diese Kurven heiffen Koordinatenlinien oder Parameterlinien, vgl. Abbildung.

(b) Die Vektoren

ox ox
T (ug,vo) := =—(uo,vo) und T,(ug,vo) :== = (ug, Vo)

ou ov
sind (nicht normierte) Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien im Punkt

x(ug, vg), vgl. Abbildung.
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(¢) Der normierte Vektor

n(ug, vo) = Tu(ug, vo) X Ty (uo, vo)
000 1T (o, v) X To(ug, vo)]|

heifit Normalenvektor der Fliche S in (ug, vg). Er steht senkrecht auf T, (ug, vo)
und T,(ug, vo). Das Vektorentripel (T, T,,n) bildet ein Rechtssystem und heifit be-
gleitendes Dreibein der Fliche S.

(d) Die Parameterdarstellung der Fliche S heifit regulér, wenn die Abbildung x stetig
differenzierbar ist und die Tangentenvektoren T, und T, linear unabhdngig sind, also
Tu(u,v) x T,(u,v) # 0 fir alle [u,v]" € G gilt.

Bemerkung 1.5.4

e Das Kreuzprodukt zweier Vektoren a,b € R3 ist definiert als a X b = [agbs —

T
asby, asby — aibs, a;by — 61251] .

o Mit Hilfe der Tangentenvektoren bzw. des Normalenvektors kann die Tangentialebe-

ne T der Fldche S im Punkt x(ug,vo) in Parameterform dargestellt werden als
T ={z € R® | 2 = x(ug,vo) + N (ug, vo) + uTy(ug, v0), A, pu € R}
bzw. in Normalenform als

T = {z € R®| (n(ug,vo), — x(up,vp)) =0} .
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]
Beispiel 1.5.5
Kugeloberfliche der Kugel mit Radius 1 wird beschrieben durch
cos(u) sin(v)
S = sin(u)sin(v) | €R* |ue0,27), 0<v <
cos(v)
Das Parametergebiet G lautet hierbei
G={[u,v]" €eR*|ue0,2r), 0<v<7}.
Die Tangentenvektoren lauten
— sin(u) sin(v) cos(u) cos(v)
Tu(u,v) = | cos(u)sin(v) |, Tu(u,v)= | sin(u)cos(v)
0 — sin(v)
und der Normalenvektor lautet
o Ty | oo
n(u,v) = = | —sin(u)sin(v
[T, v) X T, (u, )|
— cos(v)
]

Die Flache dS, die durch zwei infinitesimal benachbarte Koordinatenlinien zu den Koor-
dinaten ug und vy bzw. ug 4+ du und vy + dv begrenzt wird, ergibt sich ungefihr als Flache

des durch T, (ug, vo)du und T, (ug, vg)dv aufgespannten Parallelogramms:

ox ox

dS = || T, (ug, vo)du x T, (ug, vo)dv|| = ‘ %(uo,vo) X %(uo,vo) dudv.
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Definition 1.5.6 (skalares Flichenelement, vektorielles Flichenelement)

Die Grdfse

Jx O
heifit skalares (Ober-)flichenelement.
Die Grdfse

- oxr Ox
dS :=ndS = <% X %) dudv

heifit vektorielles (Ober-)flichenelement.

Beispiel 1.5.7
Wir betrachten wieder die Kugeloberfliche der Kugel mit Radius 1:

cos(u) sin(v)
S =< z(u,v) = | sin(u)sin(v) | ER*|[ue0,2n), 0<v <7

cos(v)
Die Tangentenvektoren lauten

— sin(u) sin(v) cos(u) cos(v)

T, (u,v) = %(u,v) = cos(u) sin(v) . Ty(u,v) = %(u,v) = | sin(u)cos(v)
0 — sin(v)
Daraus folgt
— cos(u) sin?(v)
ox ox . 2
%(u,v) X %(u,v) — sin(u) sin®(v)
— cos(v) sin(v)
und
‘ %(U, v) X %(U, v)|| = cos?(u)sin*(v) + sin®(u) sin*(v) 4 cos?(v) sin®(v)

Das skalare Flachenelement lautet damit

ox

ox
ds = ‘ %(u,v) X %(u,v)

dudv = sin(v) dudv.
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Beispiel 1.5.8
Wir berechnen das Flichenelement der durch den Graphen einer Funktion f : R? — R

beschriebenen Fldche. In Parameterform besteht die Fldche aus den Vektoren

U
z(u,v) = v , u,v € R.
f(u,v)
Es qilt
T
0
Tu = _$ - 0 5
ou oy
L Ou
[0
ox
T, =— = 1 ,
ov af
L Ov
[ _of
ou
9z Oz _ | o
ou  Ov 18”

Damit berechnet sich das skalare Fldichenelement zu

Of\*  [0Ff\?
dSz\/l%—(a) +<%) dudv

und das vektorielle Fldchenelement zu

Im Spezialfall einer ebenen Fliche mit f(u,v) = const gilt dS = dudv. ]

Beispiel 1.5.9
Wir berechnen das Flichenelement einer ebenen Fldiche, die durch die folgende Darstellung

gegeben sei:

z(u,v) = | zo(u,v) |, u,v € R.
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Es gilt
" ey ]
ou
T :@ = Oza
© ou ou )
0
- omy ]
ov
T :@ — Oza
v av (9’U bl
0
[ 0
or Oz 0
— X — —
Ou  Ov Ozy Omp _ Ozg Omy
L Ou Ov ou Ov

Die dritte Komponente des Kreuzprodukts ist gerade die Determinante der Jacobimatriz

der vektorwertigen Abbildung [u,v]" — [x1(u,v), zo(u,v)]", d.h.

Ozy  Omy

9z, 9z ] (9.%1 8x2 8:62 (93:1
ou ov

D = ou Ov — _ .
det [ ou Ov ou Ov

D heifst Jacobische Funktionaldeterminante. Damit berechnet sich das skalare Flichen-

Oz1 Oz
det ou ov

element zu

dS = |D|dudv = dudv.

Ozy  Omy
ou ov

1.5.2 Oberflaichenintegrale 1. Art

Wir widmen uns der Konstruktion eines Oberflichenintegrals 1. Art und nutzen die an-

schauliche Konstruktion im Sinne eines Riemann-Integrals.

Definition 1.5.10 (Oberflichenintegral 1. Art)
Gegeben sei eine Fliche S C R? im dreidimensionalen Raum und eine Funktion f : S —
R, die auf der Fldche S definiert ist.

(a) Die Fliche S sei in beliebige Teilflichen Sy,...,Sy mit Flicheninhalten
dSi,...,dSyN unterteilt.

(b) Fiir beliebig gewdhlte Punkte xy aus Sy oder dem Rand von Sg, k=1,...,N, sei

N
k=1
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Falls die Folge {In}nen unabhdngig von der Wahl der Zerlegungen und der Wahl der
Punkte x, gegen den Wert I konvergiert, wobei der mazimale Durchmesser der Teilfldchen
mit N — oo gegen Null streben soll, so heifst

[ := lim Iy
N—o0

das Oberflachenintegral 1. Art von f iiber S und man schreibt

I:/Sf(:v) dS  oder //Sf ds.

Die Definition des Oberflichenintegrals 1. Art erfolgt vollkommen analog zur Definition
eines Fliachenintegrals. Der einzige Unterschied ist, dass man beim Oberfléchenintegral 1.
Art iiber Funktionen f integriert, die im dreidimensionalen Raum definiert sind und nicht
nur in der Ebene wie beim Flédchenintegral. Tatséchlich besteht der folgende Zusammen-
hang:

Satz 1.5.11 (Berechnung des Oberflichenintegrals 1. Art bei gegebener Para-
meterdarstellung der Fliche)

Die Fliche S sei parametrisiert gemdyjs

z(u,v)

S=<{z(u,v)=| yu,v) | €ER®|[u,v]" €G

z(u,v)

mit Parameterbereich G C R? und stetig differenzierbaren Funktionen x,y,z. Dann kann
das Oberflichenintegral 1. Art von f tber S mit Hilfe eines Flichenintegrals tiber G be-

rechnet werden gemdyf

or Ox
/Sf(x) is — /Gf(x(u,v))'%x% dudy
oz ||* || oz ||? or Or\?

_ Berechne das skalare Flachenelement und verwende die Darstellung

la > bl = {lall - [|]l - |sin~] = fla]l - [[b[] - v/1 = cos?~y
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fiir das Kreuzprodukt:

or Ox
dS = ’%X% dudv
= 8_x % -/ 1 — cos?~ dud
—||lou ov auay
oxl* 1oz ox ox 2
= \laal ool ~\aa| |a0|| c=7) dudv
oxl* 1oz or 0x\>
= \/'% ‘a_ _<%a_> dudv.

Wird die Fliche S durch den Graphen einer Funktion g : R? — R wie in Beispiel
beschrieben, d.h.

S = ) c R?
g(u,v)

[u,v]" € G}, G C R?

so berechnet sich das skalare Flachenelement zu

B (9g 2 8g 2
5= 1 (%) (2 e

In diesem Fall berechnet sich das Oberfldchenintegral 1. Art also wie folgt:

Satz 1.5.12 (Berechnung des Oberflichenintegrals 1. Art bei expliziter Dar-
stellung der Fliche)

Die Fliche S sei parametrisiert gemayfs

S =1 z(u,v) = v € R?
9(u,v)

[u,v]" € G

mit Parameterbereich G C R? und stetig differenzierbarer Funktion g. Dann lautet das
Oberflichenintegral 1. Art von f dber S

/Sf(:c) ds = /Gf(u,v,g(u,v))\/lJr (%)2+ <%)2 dudv.
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Beispiel 1.5.13
Wir berechnen die Oberfliche der Kugel mit Radius R > 0

R cos(u) sin(v)
K = Rsin(u) sin(v) 0<u<2r, 0<v<T
R cos(v)

Wie in Beispiel [1.5.7 berechnen wir das skalare Flichenelement dS und erhalten
dS = R*sin(v) dudv.

Alternativ kann man die Formel aus Satz[1.5. 11 verwenden.

Damit ergibt sich der Fldcheninhalt der Kugeloberfliche zu

V=T u=2m
I = /1 ds = / / R?sin(v) dudv
S B v=0 u=0

= / 21 R?sin(v)dv
v=0

= [-2nR? (:os(v)];r

= 4nR%

1.5.3 Oberflaichenintegrale 2. Art

Beispiel 1.5.14

Stromung durch eine Fliche:

Welche Fliissigkeitsmenge fliefst in einer infinitesimal kleinen Zeiteinheit dt durch die

Fléche S ¢

(a) Dazu zerlegen wir die Fliche S wieder in Teilflichen Sy, k =1,..., N, mit Fldchen-
inhalten dSy, k=1,... N.
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(b) Die Flissigkeit legt in dt den Weg ds = ||v||dt zurick, wobei v den Geschwindig-

keitsvektor der Fliissigkeit bezeichnet.

(c) Sei nun xy € Sy ein beliebiger Punkt und n(xy) der Normalenvektor mit Linge 1 an
die Fliche S im Punkt xj. Bezeichnet oy den Winkel zwischen den Vektoren v(xy)
und n(zy), so ist

dsy cos(ay) = ||v(xy)|| cos(ag)dt

gerade der Anteil des zuriickgelegten Wegs der Flissigkeit in Richtung des Norma-

lenvektors und in der Zeiteinheit dt stromt durch das Fldachenstiick Sy das Volumen

dVi = dSkdsy cos(ay)
= dSkl|v(xy)|| cos(ay)dt
= dSk|v(ze)ll[ln(ex)| cos(a)dt
= dSk(v(xy),n(xy))dt.
Anschaulich: Das mazimale Volumen wird erreicht, wenn v(xy) und n(zg) parallel

verlaufen. Stehen beide Vektoren senkrecht aufeinander, so fliefit nichts durch das
Flichenstiick.

Mt Hilfe des vektoriellen Flichenelements dfgk = n(xy)dSy gilt fir den Fluss d® :=
% die Beziehung )

Der Fluss wird in der Einheit Flissigkeitsmenge pro Zeiteinheit gemessen.

Den Gesamtfluss durch die Fliche S erhdlt man durch Summation tiber die Teilflichen:

N

> dd, = (v(wy), dSy).

k=1

(d) Grenziibergang N — oo, wobei der Durchmesser der Flichensticke gegen Null

streben soll, liefert dann den Gesamtfluss

@:/S<u,d§>.

Definition 1.5.15 (Oberflichenintegral 2. Art)
Das in Beispiel [1.5.14] konstruierte Integral

/S (v,dS)
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heifit Oberflichenintegral 2. Art, falls es unabhdngig von der Wahl der Flichenele-

mente S, und der Punkte x;, ist.

Analog zum Kurvenintegral 2. Art wird beim Oberflichenintegral 2. Art das Skalarpro-
dukt zwischen Vektorfeld und vektoriellem Flichenelement gebildet. Das Vorzeichen des
Oberfliachenintegrals 2. Art hiangt von der Orientierung des Normalenvektors n ab.

Wegen dS = ndS besteht folgender Zusammenhang;:

Satz 1.5.16 (Zusammenhang zwischen Oberflichenintegralen 1. und 2. Art)
Das Oberflachenintegral 2. Art kann mit Hilfe des Oberflichenintegrals 1. Art berechnet

werden gemdys

Wegen
Oz o Oz

TR

ou ov
und

or Ox
_X_

EW ” dudv

s - |

folgt

. or Ox
dS_ndS_(ﬁ_uX%> dudv

fiir parametrisierte Flachen und es gilt

Satz 1.5.17 (Berechnung des Oberflichenintegrals 2. Art)
Sei f: R3 — R3 ein Vektorfeld und

eine Fliche mit Parameterbereich G C R?. Dann lisst sich das Oberflichenintegral 2. Art

mit Hilfe eines Fldchenintegrals berechnen gemdys

/S<f>d3'> :/G<f(:c(u,v)),% X %> dudv.
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Beispiel 1.5.18
Gegeben sei das Vektorfeld

2y
f(x7 y’ Z) = z
und die Fliche
x(u,v) 2 cos(u)
S=<La(u,v)=| ylu,v) | = | 2sin(u) | €R¥ | [u,0v]" € G
z(u,v) v

mit Parameterbereich G = {[u,v]" € R* |0 <u < %, 0 < v < 3}. Die Fliche beschreibt
die Oberfliche eines Viertelzylinders mit Radius 2 und Hdéhe 3.

Das vektorielle Flachenelement lautet

—2sin(u) 0 2 cos(u)
5= (259N guav= | | 2 x| 0| | dudv=| 2si dud
=g, X5, ) dudv= cos(u) udv = sin(u) udv.
0 1 0
Mt

(fatwo. 5% 50)

berechnet sich das Oberflichenintegral 2. Art zu

[1s.d8
S
v=3 u:% v=3 = v=3
= / / 12 sin(u) cos(u) dvdu = / 6 sinz(u)]z;g dv = / 6 dv = 18.
v=0 Ju=0 v

v=0

4sin(u) 2 cos(u)
< 2cos(u) |, | 2sin(u) > = 8sin(u) cos(u)+4 cos(u) sin(u)
v 0

1.6 Integralsitze

Fiir gewohnliche Integrale zweier Funktionen u,v : R — R iiber dem Intervall [a, b]

gelten der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Gelten entsprechende Formeln auch fiir Flachen- oder Volumenintegrale?

Die folgenden Betrachtungen gelten fiir Flachen- und Volumenintegrale und wir bezeich-
nen mit Q € R? mit d = 2 oder d = 3 ein zwei- bzw. dreidimensionales Gebiet, dessen
Rand mit I' = 092 bezeichnet wird. Die &uflere Normale auf dem Rand, also derjenige

Vektor, der in einem Randpunkt normal auf €2 steht und nach auflen zeigt, wird mit

ny
n = ) ”n” =1,

Mg

bezeichnet. Mit [, f dQ (= [, f du = [, f dx) wird das iibliche Flichen- bzw. Volumen-
integral bezeichnet. dS bezeichnet im Fall d = 2 das skalare Bogenelement und im Fall
d = 3 das skalare Oberflichenelement und dS das entsprechende vektorielle Element in

Normalenrichtung.

Satz 1.6.1 (Fundamentalformel)
Seiu:R? — R, d =2 oderd = 3, stetig partiell differenzierbar. Dann gilt firi =1,...,d

ou
o 0z;

dQ:/un@- ds.
Iy

(Im Fall d = 1 entspricht dies gerade dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung!)

IBEREEE Ao Stelle cines formalen Beweises illustrieren wir den Satz fiir den Spezialfall
des quadratischen Gebiets Q = (0,1) x (0,1) im R?. Der Rand des Gebiets setzt sich aus

den 4 Kanten des Quadrats und den zugehorigen dufleren Normalenvektoren zusammen:

[0

Io= {0 R [0< 2 <1}, my = 1],
T 2 _1_

D= Lo €R0<e <1} m=| |,
T 2 _0_

Py = {lon 1] eR*[0<ar <1} mg= | |,
T 2 _—1

Ly = {02 eR*[0<z2 <1}, ma=| ]

© 2016 by M. Gerdts



o8 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Damit ergibt sich

z2=1 pz1=1 x2=1
a@_u dQ = / / Ou (21, 29) dridry = / u(1, x9) — u(0, z2) dxg
X1 T2 x T

1=0 8331 5=0

= /u-OdS+/u~1dS+/u-0dS+/u-(—1)dS
I'1 I'y I's Iy

= /unldS,
r

wobei ny jeweils die erste Komponente der dufleren Normalenvektoren bezeichnet. [

Beispiel 1.6.2

Wahlt man in der Fundamentalformel speziell u(xy,...,xq) = x; miti € {1,...,d}, so

folgt
Q T

Man kann den Flicheninhalt (d = 2) bzw. das Volumen (d = 3) also durch ein Kurven-
bzw. Oberflichenintegral iiber dem Rand ausdriicken. Dies ist das Arbeitsprinzip eines

Planimeters, vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Planimeter .

Setzt man u = vw in der Fundamentalformel, so erhélt man die folgende Aussage:

Satz 1.6.3 (Partielle Integration)
Fiiir stetig partiell differenzierbare Funktionen v,w : R? — R mit d = 2 oder d = 3 gilt

)
g 8xiw d$) = /vw n; dS — / 3902

(Im Fall d = 1 entspricht dies gerade der iblichen partiellen Integration!)

1.6.1 Der Gauf3’sche Integralsatz
Wir betrachten die Strémung einer Fliissigkeit mit Geschwindigkeit u. Die Divergen'| der

Geschwindigkeit ist ein MaB fiir das AuseinanderflieBen der Stromung und

/Q div(u) dQ

ist dann die pro Zeiteinheit in Q erzeugte/zugeflossene oder vernichtete/abgeflossene
Fliissigkeitsmenge. Anschaulich ist klar, dass diese Fliissigkeitsmenge gerade die pro Zeit-

einheit durch den Rand von €2 herein- bzw. herausflieBende Fliissigkeitsmenge sein muss,

'Die Divergenz einer Abbildung u : R? — R? ist definiert als div(u) = % SR C

Omd
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welche durch das Oberflachenintegral

/F<u, n) dS

gegeben ist. Dies ist die Aussage des Gaufi’schen Integralsatzes:

Satz 1.6.4 (Gaufy’scher Integralsatz)
Seiu: Q CRY — RY ein differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/Q div(u) dQ = /F (u,n) dS = /F (u, dS).

_ Die Fundamentalformel liefert

0ui
o Oz;

r
Summation {iber i = 1,...,d liefert

/Q div(u) dQ = /F (u,n) dS.

Mitunter findet man den Gaufi’schen Integralsatz auch in einer anderen Form, wobei die

Rotation?] verwendet wird.

Satz 1.6.5 (Gauf3’scher Integralsatz, Rotationsvariante)
Seiu: Q CRY — RY mit d = 2,3 ein differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt die

Vektorgleichung
/ rot(u) dQ = /n X u dS.
Q r

_ Nachrechnen mit Hilfe der Fundamentalformel. Im Fall d = 2 wird dabei die

Definition der Rotation rot u = g—";f — g—;‘; verwendet und n x u als usn, — uiny definiert.
[
’Die Rotation einer Abbildung u : R? — R? ist definiert als rot(u) = V x u =

T
8U3 auz 6u1 aug 6u2 6u1

8{1}2 8{1’3 ’ 8:63 8:171 ) 6w1 6:E2
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1.6.2 Der Integralsatz von Stokes

Der Integralsatz von Stokes setzt Oberflichenintegrale in Relation zu Randintegralen.
Anschaulich besagt der Satz, dass der Wirbelfluss eines Vektorfeldes u (Fluss von rot(u))
durch die Fliache S gleich der Zirkulation von u entlang des Randes I' der Fliche S ist.

Satz 1.6.6 (Integralsatz von Stokes)
Sei S C R? eine Fliche, die von einer geschlossenenen Kurve I' berandet ist. Die Durch-
laufrichtung durch die Kurve verlaufe dabei entgegen des Uhrzeigersinns um die Flichen-

normale n an S, vgl. Abbildung.

Sei u : R3 — R3 ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/S (rot(w), d5) = /F )

wobei dx das vektorielle Bogenelement bezeichnet.

_ Wir beweisen den Satz fiir den Spezialfall einer ebenen Fliche in der x; — xo-
Ebene im R3 mit Normalenvektor n = [0,0, 1]". Dann folgt wegen dS = ndS die Beziehung

/(rot(u),d_§> = / (% — %) dridry = /u2 Ny — Uy T ds,
S S 1 2 T

wobei 11 und ny die Komponenten der dufleren Normalen an die Fliache sind. Bezeichnet

t den Tangenteneinhgeitsvektor an die Randkurve, so gilt t = [t;,t5,0]" = [—7g,71,0]"
und es folgt
/u2 Ny — Uy Nods = /UQ to +uq t1ds = /(u,t>ds.
r r r
Mit dx = z'dt =t ||z'||dt =t ds folgt die Behauptung. "
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Kapitel 2

Riume, Metriken und Normen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Frage, wie wir Abstédnde und Léngen in
abstrakten Mengen bzw. Vektorrdumen messen konnen. Dies fiithrt auf Metriken bzw. Nor-
men. Dariiber hinaus fiihren wir vollstédndige normierte Rdume — sogenannte Banachrdume

— ein, die die Basis in vielen Anwendungen der Funktionalanalysis sind.

2.1 Metriken und metrische Riaume

Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Um den Abstand zwischen zwei Elementen x und

y der Menge X bestimmen zu kénnen, definieren wir eine Metrik (=Abstandsmaf).

Definition 2.1.1 (Metrik)
FEine Metrik ist eine Abbildung d : X x X — R mit den folgenden FEigenschaften:

(i) Definitheit: d(z,y) =0 = 9 — S
(11) Symmetrie: d(x,y) = d(y,x) fir alle x,y € X;
(111) Dreiecksungleichung: d(x,y) < d(z, 2) + d(z,y) fir alle z,y,z € X.

(X,d) heifit metrischer Raum.

Wegen
0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = 2d(z,y)

folgt d(x,y) > 0 fiir alle z,y € X.
Ein metrischer Raum ist ein sehr allgemeines Konstrukt, auf dem aber zumindest ein
Abstandsbegriff existiert.

Beispiel 2.1.2 (Euklidischer Abstand im R")
Fiir X = R"™ definiert
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den euklidischen Abstand zwischen x = [z1,..., 2,7 und y = [y1,...,yn]" in R™. m

Beispiel 2.1.3 (diskrete Metrik)

Die Abbildung
0, falls x =1y,
d(z,y) = {

1, sonst

erfillt alle Eigenschaften einer Metrik auf einer beliebigen Menge X und heifst diskrete
Metrik. [

Beispiel 2.1.4 (Geodite auf Kugeloberfléiche)
Die Menge X sei gegeben durch die Kugeloberfiiche in R3. Auf dieser Menge definieren die
Geoddten (kiirzeste Verbindung zwischen 2 Punkten auf der Kugeloberfiiche) eine Metrik.

Beispiel 2.1.5 (Hausdorff-Metrik)
Sei X die Menge aller kompakten Teilmengen des R"™. Dann definiert

d(A, B) = max {max{dist(a, B) | a € A}, max{dist(b,A) | b € B}}
die Hausdorff-Metrik auf X fiir die Mengen A, B € X, wobei
dist(z, A) = min{o(z,a) | a € A}

den Abstand des Punktes x zur Menge A unter Verwendung einer Metrik 6 auf dem R™
angibt. 0 kann z.B. der euklidische Abstand sein. ]

Mithilfe des Abstandsbegriffs kann man bereits Konvergenz von Folgen definieren.

Definition 2.1.6
In einem metrischen Raum (X,d) heifit die Folge {x,},en C X konvergent mit Grenz-

wert v € X, wenn d(z,,x) — 0 fiir n — oo gilt. Wir schreiben dann auch kurz x, — x

oder lim,,_, oo T, = .

Interessant sind vor allem vollsténdige metrische Raume.

Definition 2.1.7
FEin metrischer Raum (X,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge aus X einen
Grenzwert in X besitzt. Dabei heifit eine Folge {x,},en C X Cauchy-Folge, wenn fiir
jedes € > 0 ein N(e) € N existiert, so dass d(x,,x,) < € fir alle n,m > N(g) gilt.
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In einem metrischen Raum ist jede konvergente Folge automatisch auch Cauchy-Folge.
Die Umkehrung gilt nur in vollstdndigen Radumen.

Schlieflich definieren wir noch Stetigkeit von Funktionen.

Definition 2.1.8
Fine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen (X,dx) und (Y,dy) heifst

stetig im Punkt x € X, wenn

lim f(z,) = f(z)

Ty —T

gilt. Anders ausgedriickt:

Ve>030>0VieX: dx(z,2)<d = dy(f(2), f(x)) <e.

2.2 Normen und normierte Vektorriume

Wie wir gesehen haben, konnen metrische Rédume sehr allgemein sein, wobei i.A. keine
strukturellen Eigenschaften und Rechenregeln (Addition, skalare Multiplikation,...) vor-
liegen.

Im Folgenden arbeiten wir nicht mit einer beliebigen Menge X, sondern betrachten einen
Vektorraum V' (iiber K = R oder K = C). In einem Vektorraum sind Operationen wie
Addition und Multiplikation mit Skalaren erlaubt und es gelten die {iblichen Rechen-
regeln (Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, Distributivgesetz, Existenz von Null- und

Einselement, Existenz eines additiv inversen Elements):

Definition 2.2.1 (Vektorraum, linearer Raum)
FEin Vektorraum (V,+, ) iber dem Skalarenkirper K = R oder K = C besteht aus einer
Menge V', auf der die Addition zweier Elemente und die Multiplikation mit einem Skalar
aus K mit den folgenden Eigenschaften definiert sind:

(a) Abgeschlossenheit: Mit x,y € V ist auch x +y € V. Mit x € V und \ € K ist
auch \x € V.

(b) Kommutativgesetz: Fiir alle x,y € V gilt
T+y=y+zx
(c) Assoziativgesetz: Fir alle z,y,z € V gilt

T+ (y+z)=(r+y) +2
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(d) Existenz eines Nullelements: Es existiert 0 € V' (Nullelement), so dass fiir alle
x eV gilt:
z+0=ux.

(e) Existenz eines additiv inversen Elements: Zu jedem x € V' gibt es genau ein
Element y € V' mit
z+y=0.

(f) Neutralitdt der 1: Fir alle x € V gilt

1.-2=u=x.
(9) Multiplikation mit Skalar: Fir alle x,y € V und A\, u € K gelten

Apuz) = )z,
A+ p)z = Az + p,
Mz +y)=Ar + Ay.

Man schreibt hiufig V' an Stelle von (V,+,-), wenn klar ist, welche Addition und welche

Multiplikation gemeint ist. Die Elemente des Vektorraums V' nennt man Vektoren.

Aus der linearen Algebra ist insbesondere der Vektorraum R™ bekannt, aber es gibt auch

sehr viel allgemeinere Vektorrdume.

Beispiel 2.2.2

(a) R™ ist ein Vektorraum iber K =R und C" ist ein Vektorraum tiber K = C.
(b) Die Menge aller stetigen Funktionen auf dem kompakten Intervall |a, b]
C(la,b],R) :={f : [a,b] — R | f ist stetig}

sowie die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem kompakten
Intervall |a, b]

C*([a,b),R) := {f : [a,b] — R | f ist k-mal stetig differenzierbar}

versehen mit der punktweisen Addition und Multiplikation sind fir k € N Vek-
torrdume. (Man kinnte das Intervall |a,b] auch durch einen metrischen Raum er-

setzen und die Menge aller stetigen Abbildungen analog definieren).
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(c) Die Menge aller Polynome vom Hdéchstgrad n € Ny
Pni={ag+azr+...+a,2" |a; €R,j=0,...,n}
definiert einen Vektorraum tber R.

(d) Die Gerade

{x(t) € R?

x(t):t[_lll,tema}

definiert keinen Vektorraum dber R (Warum nicht?).

definiert einen Vektorraum tber R.

(e) Die Gerade

x(t) = +1

{:c(t) € R?

(f) Die Folgenrdume

= {{xn}neN anR,Z|xn|p<oo}, pEN,
k=1

> = {{zntnen | 70 € R, {Zn nen ist beschrinkt}

sind Vektorriume. Fir (> prift man die Eigenschaften (a)-(g) in Definition[2.2.1]
leicht nach. Fir (P, p € N, ist insbesondere die Abgeschlossenheit bzgl. der Addition
in (a) nicht offensichtlich und muss nachgewiesen werden. Seien dazu zwei Folgen

r = {2y }neny und y = {yn}tnen in P gegeben. Dann gilt

S e+l <3l + el
k=1 k=1
< Z(Qmax{|$k|7|yk|})p
k=1
< QPZmaXﬂSUk‘pa |yl }
k=1
< 22 (Jal + [ywl”)
k=1

— or <Z|xk|p—l—2|yk|p> < o0.
k=1 k=1

Also folgt x +y € 7.
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Analog zu den Folgenrdumen lassen sich die sehr wichtigen £P-Rdume definieren (spéter
werden wir diese noch leicht modifizieren und bekommen LP-Réume). Diese sind von

grundlegender Bedeutung in der Funktionalanalysis.

Satz 2.2.3 (LP-Riume)
Sei 0 C RY nichtleer. Fiirp € N und 1 < p < oo sind durch

LP(Q) = {f : Q — R | f ist messbar und / |fIPdp < oo}
Q
Vektorrdume definiert. Ebenso ist
L2(Q) :={f:Q — R | f ist messbar und fast iberall gilt | f| < oo}

ein Vektorraum.

IBEREE i £ priift man die Eigenschaften (a)-(g) in Definition leicht nach.
Fir £P, p € N, ist insbesondere die Abgeschlossenheit in (a) nicht offensichtlich und muss

nachgewiesen werden.
Seien f,g € LP(Q) mit 1 < p < co. Fiir A € R gilt

[spd=ip [ 11pdn <o (1<p <o)
Q (9]
Des Weiteren gilt
/ |f+glPdp < /(\f\ + |g|)Pdp

(9] Q
/Q (@max{|f], g} du
< o / max{ |1, |g"}du

Q

IN

< 2 [ |1+ lgpds
Q

_ ( [ ispans [ !g!”du) < oo

Wir fiithren eine Norm auf dem Raum V' ein, die wir im Folgenden mit || - ||y, bezeichnen

werden. Anschaulich misst eine Norm die Linge eines Vektors.
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Definition 2.2.4 (Norm)
Fine Norm auf dem Vektorraum V dber K = R oder K = C ist eine Abbildung || - ||v :
V — R mit den folgenden Figenschaften:

(i) Definitheit: ||z||y = 0 genau dann, wenn x = 0;
(11) Translation: ||\z||y = |A|||z||v fir alle x € V, XA € K;
(iii) Dreiecksungleichung: ||z + y||v < ||z|lv + |ly||v fir alle z,y € V.

FEin mit einer Norm versehener Vektorraum V' heif$t normierter Raum und man schreibt
hierfir auch (V|| - [|v).

Bemerkung 2.2.5

(a) Jede Norm ||-||v induziert eine Metrik d(z,y) := ||z —y||v. Somit ist jeder normierte
Raum (V.|| - ||v) auch ein metrischer Raum und Begriffe wie Konvergenz, Cauchy-

Folge und Stetigkeit von Abbildungen iibertragen sich auf normierte Rdume.

(b) Aus der Dreiecksungleichung (iii) in Definition folgt wegen ||x||lv = ||z —y +
yllv < llx —yllv + |lyllv sofort die Dreicksungleichung nach unten:

Nzl = lyllvl <llz —yllv  Ve,y eV

Beispiel 2.2.6 (Normen auf dem R")
Auf dem reellen Vektorraum V = R™ mit n € N sind durch

||| 00 = 1 (Mazimumnorm,),
llz|l1 = (1-Norm, Manhattan-Norm),
lz||2 = (2-Norm, euklidische Norm,),

]l = <Z|$k|p> ,pEN, (p-Norm),
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mit x = [x1,...,2,]" verschiedene Normen definiert. n

Man nennt zwei Normen || - ||, und [ - ||, &quivalent, falls es Konstanten c;,c; > 0 mit
allzla <zl < collzla VeeV

gibt. Aquivalente Normen sind gewissermaBen austauschbar, weil konvergente Folgen bzgl.
einer Norm auch konvergent bzgl. einer dquivalenten Norm sind. Bei nicht dquivalenten
Normen gilt dies nicht. Tatséchlich sind alle Normen auf dem R™ dquivalent (allgemeiner

gilt dies sogar fiir alle endlichdimensionalen Vektorrdume).

Satz 2.2.7

Alle Normen auf dem R™ sind dquivalent.

IBEEE Es geniigt zu zeigen, dass irgendeine Norm || - || auf dem R™ équivalent zur
1-Norm || - ||; ist. Mit den Einheitsvektoren e;, i = 1,...,n, folgt

n
E T;€;
i=1

n
< Z 23] - [le: ]| < coflz]x
=1

] =
fiir eine Konstante co mit co > |le;|| > 0 fiir alle i = 1,...,n.

Wegen

ezl = lylll < [l =yl < callz =yl

ist die Abbildung f(z) = ||z| stetig bzgl. der 1-Norm, denn aus ||z — z|; — 0 folgt
auch |f(zx) — f(z)] — 0 fiir kK — o0.

Die Einheitskugel S = {z € R" | ||z||; = 1} bzgl. der 1-Norm ist beschrinkt und abge-
schlossen, also kompakt. Nach dem Satz von Weierstraf{| nimmt die stetige Funktion f auf
S ihr Minimum ¢; an, d.h. es gibt ein € S mit ¢; = f(2) = [|Z]| > 0und ¢; < f(z) = ||z]|
fiir alle x € S. Folglich gilt

]l

Cl<

< Vo € R".
[EA

Tatséchlich ist ¢; > 0, denn ansonsten wiirde 0 = ||Z|| und somit & = 0 gelten, so dass &

nicht in S wére. Daraus folgt ¢ [|z||; < ||z|| fur alle x € R™ mit ¢; > 0. =

Beispiel 2.2.8 (Matrixnormen)

'Der Satz von Weierstral besagt gerade, dass jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge ihr
Maximum und Minimum annimmt.
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Auf dem Raum aller reellen m x n-Matrizen V.= R™ ™ mit m,n € N sind durch

|Allee = 112;2%21 |, (Zeilensummennorm,),
]:
| Al = 121%}%; |aijl, (Spaltensummennorm,),
|All2 = v/p(ATA), (Spektralnorm, p = betragsmdiflig grofiter Figenwert),
|AllF = (Frobenius-Schur-Norm,),
mit A = [a;j] € R™*" verschiedene Normen definiert. Diese sind dquivalent. ]

Beispiel 2.2.9 (Normen fiir stetige Funktionen)
Auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen V = C(la,b],R) sind durch

[7]|oc = max |z()], (Supremumsnorm,),
te(a,b]

b
qulz/ o (t)|dt, (1-Norm),
b
|z]|2 = /|a:(t)|2dt, (2-Norm),

: .
Hxl\p—( / \x(t)\?dt) pen, (p-Norm),

verschiedene Normen definiert. Beachte, dass diese Normen i.A. nicht dquivalent sind,

d.h. man findet i.A. keine positiven Konstanten c¢; und co, so dass
allzlla < [zl < coflfla

fiir alle x € V' gilt. Hierbei sind einseitige Abschitzungen aber durchaus mdoglich, denn

alle p-Normen konnen auf einer kompakten Menge [a,b] wegen

b b
lolly = [ et < [ max [o(r)Pdt < - ol
a a TE|Q,

nach oben durch die Supremumsnorm abgeschditzt werden. Umgekehrt ist eine solche Abschdtzung
nicht mdoglich. Um dies einzusehen, betrachten wir exemplarisch die 1-Norm und fiir 6 > 0
die stetigen Funktionen

14 %, firte[-4,0),
xs(t) =4 1—%, firtel0,0],
0, sonst. } f——+% }

-1 -5 0 & 1
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Es gilt ||zs||co = 1 fiir alle § > 0 und

1 5 "
(B :/ Ia:(;(t)|dt:2/ 1_5 dt = 6.
- 0

1
Fiir 6 — 0 gilt also ||z|[y — 0 und somit kann es keine Konstante c; > 0 mit ¢1||xs]/o0 <
|lxs||1 fiir alle § > 0 geben. Damit ist eine Abschitzung der Form c¢1]|z||o < ||x||1 mit einer
Konstanten ¢y > 0, die fir alle (!) stetigen Funktionen x € C([a,b],R) gilt, nicht maéglich.

Beispiel 2.2.10 (Normen fiir stetig differenzierbare Funktionen)
Auf dem Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen V- = C*([a,b],R) sind durch

11,00 = max{{[z]loc, [|2"]|c},
1 = max{[lx]lp, [|="l},  peN,
|zl = |z(a)l + l='ll,, P € NU{oo},

verschiedene Normen definiert. Auch diese Normen sind i.A. nicht Aquivalent. ]

Beispiel 2.2.11 (Normen fiir Folgen)

Die Supremumsnorm

[[#][¢= = sup ||
neN

ist eine Norm auf dem Folgenraum £°°. Die Normeigenschaften kann man hierfiir leicht
nachrechnen.

Fiir die Folgenrdume ¢, p € N, sind durch

1
oo P
[z ller = (Z \m\”)
k=1

Normen gegeben. Bis auf die Dreiecksungleichung in Definition[2.2.4 sind alle Normeigen-
schaften offensichtlich. Die Dreiecksungleichung folgt aber mit der Minkowski- Ungleichung
in Satz weiter unten. n

Zum Beweis der Minkowski-Ungleichung, die wir zum Nachweis der Dreiecksungleichung

benotigen, bendtigen wir die Hélder-Ungleichung.

Satz 2.2.12 (Hoélder-Ungleichung fiir Folgen)
Firz e’ undy el mitl <p<oo und%—i—%:l gilt

12 yller < lller - [|yllea-

(Hierbei ist ¢ = oo fiir p =1 und umgekehrt)
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_ Fiir p = 1 und ¢ = oo erhédlt man
Iz ylle =D lon-yel <Y laal -suplys = llller -yl
k=1 k=1 jeN

Fir 1 < p < oo nutzen wir fiir Konstanten «, 5 > 0 die Konkavitdt des log aus und

erhalten die Abschéitzung

zk] [yl 1 |z |? Y |? Llzp? | 1|yl
1 — .2 ) =1 —1 <l - -
Og(a B pog aP [ =08 p o +q B

und folglich

p q
lzel el (1|xk| L Ll )

a B p a?  q [

Wiéhle nun a = |||/ und 8 = ||y||¢e. Falls « = 0 oder g = 0, so folgt x = 0 bzw. y = 0
und die Behauptung des Satzes ist richtig. Fiir o, 5 > 0 folgt durch Summation iiber
k € N der obigen Ungleichung auf beiden Seiten

= = agP 1|yl 11
Z’_ y_g (_ﬁ_{__w):__{__:l
a T \par g pe P q
und folglich

|z - yllo =

o0
E Tk Yk
k=1

o0
<3 el - lel < @B =Nzl - lyle.
k=1

Satz 2.2.13 (Minkowski-Ungleichung fiir Folgen)
Fiirx,y € ? mit 1 <p < oo gilt

12+ yller < [z]ler + [lyller-

_ Fiir p =1 erhalten wir
lz+ylla =D len+ ol <D laal +lyel = D lanl + Y lywl = 2l + yller-
k=1 k=1 k=1 k=1
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Fiir p > 1 nutzen wir die Hoélder-Ungleichung aus.

le+ ot = 3 loe+ el
k=1

= > o+l - o+ oyl

k=1
oo o0
< Z k] - |ox + P+ Z el - |k + yilP
k=1 k=1
1 1
P q
<

(Z W) - (Z - yk|<p—1>q)
k=1 k=1
1 1
o0 p o q
N Z|yk|p> -(zwyw—w) |
k=1 k=1

wobei ¢ =p/(p—1) und 1/p+ 1/q =1 gilt. Wegen gq(p — 1) =pund 1 — 1/q = 1/p folgt
nach Division durch die rechte Summe die Behauptung.

Fiir die Sonderfélle > 77 | |zx + yil? = 0 oder > 27, [xx]P = oo bzw. Y o | |yxP = oo ist
die Behauptung trivialerweise erfiillt. ]
Die Holder-Ungleichung und die Minkowski-Ungleichung lassen sich auch fiir Funktionen

beweisen.

Satz 2.2.14 (Hoélder-Ungleichung fiir Funktionen)
Seien f,g : @ —> R messbare Funktionen, p,q > 1 reelle Zahlen mit 117 +é = 1 und

Jo [fIP du < 0o und [, ]g]* dp < oo.
Dann st f - g Lebesgue-integrierbar und es gilt die Ungleichung

/Qf'gdu‘ < (/Q|f|” du)l/p (/Q|g|q du)l/q.

_ Der Beweis kann analog zum Beweis von Satz [2.2.12| gefiithrt werden, indem
Folgenglieder durch Funktionswerte und die Summen durch Integrale ersetzt werden (~-
Ubung!) n

Satz 2.2.15 (Minkowski-Ungleichung fiir Funktionen)
Fiir messbare Funktionen f,g: € — R gilt

(/Q|f+g|pdu>; < (/Qlfl”du>;+ (f |g|pdﬂ)’l’ (1 <p<o)
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_ Der Beweis kann analog zum Beweis von Satz [2.2.13| gefithrt werden, indem
Folgenglieder durch Funktionswerte und die Summen durch Integrale ersetzt werden (~
Ubung!) =

Die Minkowski-Ungleichung fiir Folgen in Satz[2.2.13| wurde verwendet, um die Dreiecks-
ungleichung fiir die Norm || - || zu zeigen. Es liegt nun Nahe, dieselbe Vorgehensweise
auch fiir Funktionen aus £P(2) zu wéhlen. Hierbei tritt ein Problem auf. Definiert man

analog zu den Folgenraumnormen die Groflen

1 fllere) = (/Q |fIP dM) (1 <p<oo) (2.1)

und
|| fllzo (@) := inf{c > 0 | | f| < c fast iiberall}, (2.2)

so erfiillen diese die Eigenschaften |[Af||zr) = |A| || f]lzr (o) fiir alle A € R und wegen der
Minkowski-Ungleichung [2.2.15] auch die Dreiecksungleichung

If +gller) < M fllery +llgllery Vg € £7(Q)

mit 1 < p < oo (fiir p = 0o sieht man dies direkt).

Das Problem besteht nun darin, dass man aus || f|| zr() = 0 nicht folgern kann, dass f die
Nullfunktion ist, da man Funktionen aus £P(£2) stets auf Nullmengen beliebig abéndern
kann, ohne die Grofen || || z»(q) zu verdndern. Daher sind die in und definierten
Grofen streng genommen keine Normen auf £P(€2).

Allerdings kann man aus || f|| zrq) = 0 folgern, dass f = 0 fast iiberall gilt, d.h. bis auf eine
Nullmenge gilt f = 0. Fasst man nun alle Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge

unterscheiden, zu einer sogenannten Aquivalenzklasse
[f]:=={g: 92— R | g= f fast iiberall}

zusammen, so kann man fiir 1 < p < oo neue Vektorrdume definieren, die aus diesen

Aquivalenzklassen bestehen:

L) = AT f e L)}

Die Elemente dieser Rdume sind also Klassen von Funktionen, die sich nur auf Nullmengen

unterscheiden. Fiir diese Rdume sind folglich alle Normeigenschaften erfiillt und es gilt:
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Satz 2.2.16
Fir1 <p < oo sind durch || - ||rr) = || - |zr() Normen auf LP(Q) definiert.

Bemerkung 2.2.17
Im alltiglichen Gebrauch unterscheidet man nicht zwischen f und der Aquivalenzklasse
[f] und identifiziert LP(Q) und LP(SY) miteinander. "

2.3 Banachriaume

Besonders wichtig sind normierte Rdume, die vollstdndig sind.
GeméB Definition nennt man einen normierten Raum (V|| - ||i/) vollstéindig, wenn

jede Cauchy-Folge aus V einen Grenzwert in V' besitzt.

Definition 2.3.1 (Banachraum)
Fin vollstindiger, normierter Vektorraum (V.|| - ||v) heifft Banachraum.

Wir betrachten wichtige Banachraume.

Satz 2.3.2
Der Raum R™ versehen mit einer der Normen aus Beispiel[2.2.6 ist ein Banachraum.

_ Dass R" vollstandig ist, wird in der Analysis gezeigt. ]
Satz 2.3.3
Sei [a,b] kompakt. Der Vektorraum C([a,b],R) versehen mit der Norm || - || ist

vollstindig, also ein Banachraum.

BB Sci {1,.}.cn eine Cauchy-Folge in C([a,b], R). Wir werden die Existenz einer
stetigen Funktion x € C([a,b], R) zeigen, gegen die die Folge {x, },en konvergiert.
Da {x, }nen eine Cauchy-Folge ist, gilt

Ve >03dN(e) e NVn,m > N(e) : ||z, — Zmlloo = Hl[a>b<] |z, (t) — 2 (t)] <e.  (2.3)
t€la,

Damit existiert fiir jedes t € [a,b] auf Grund der Vollstandigkeit von R der Grenzwert
der Funktionswerte {x,(t) }nen, den wir mit x(¢) bezeichnen wollen. Auf diese Weise wird
eine Abbildung z : [a,b] — R gemé&B ¢ — z(t) = lim,,_, ,(t) definiert.
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Wir zeigen, dass x stetig auf [a,b] ist. Dazu seien ¢y € [a,b] und € > 0 beliebig. Wegen
gibt es zu £/3 ein N(g/3) mit
|z, (t) — z(t)| <e/3 Vit € [a,b],n,m > N(e/3).
Fiir m — oo folgt daraus
|z, (t) —x(t)| <e/3  Vte[a,bl,n> N(g/3).
Hieraus folgt sofort

|vn — 2]|oo = m[ai:] |z, (t) —z(t)] <e/3  VYn > N(g/3),
tela,

so dass {z, }nen gegen x in der Norm || - || konvergiert.

Da z,, stetig in t, ist, gibt es ein 6 > 0, so dass
|2, (t) —xp(to)] < /3  Vtea,b], |t —to <.
Damit folgt fiir alle t € [a,b], |t — to| < 6 und n > N(e/3) die Bezichung
() - 2lto)] < [2(0) — (8] + |) — 2(00)| +|2,0) — w0 < 5+ 5 45 =

Damit ist die punktweise Stetigkeit von x in ty gezeigt. Da ty € [a,b] beliebig war, ist x
punktweise stetig in [a, b]. n

Bemerkung 2.3.4
Der Vektorraum C*'([a,b],R) der auf der kompakten Menge [a,b] stetig differenzierbaren
Funktionen versehen mit der Norm || -||1.00 ist ebenfalls vollstindig, also ein Banachraum.

Versieht man den Vektorraum der stetigen Funktionen mit einer anderen Norm, so muss

der so entstandene normierte Raum nicht zwangsldufig ein Banachraum sein.

Beispiel 2.3.5 (Beispiel eines nicht vollstindigen Raums)
Der Vektorraum C([a,b],R) mit der Norm || - ||, mit p € N ist nicht vollstindig, also

kein Banachraum. Betrachte z.B. fiir n € N die stetigen Funktionen

0, fir0<t<g—1,
To(t) =1 nt+1-2, firs—1<t<i
1, fir 3 <t <1. : —

|
I
0 1/2-1/n 1/2 1
Man rechnet leicht nach, dass {z,}nen eine Cauchy-Folge bzgl. der Norm || - ||,, p € N,

ist. Allerdings ist die Grenzfunktion

, 0, fir0<t<3,
r = lim z, = .
n—00 1, firs;<t<1
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76 KAPITEL 2. RAUME, METRIKEN UND NORMEN

unstetig, also nicht in C([0,1],R) enthalten. "

Bemerkung 2.3.6

Der Vektorraum C*([a,b],R) versehen mit einer der Normen | - ||,, p € NU {0}, oder

| - ll1p, p € N, ist nicht vollstindig, also kein Banachraum. Gegenbeispiele kinnen

analog zu Beispiel [2.3.5 konstruiert werden. -
Satz 2.3.7

Der Folgenraum (> versehen mit der Supremumsnorm || - ||g ist ein Banachraum.

Fiir 1 < p < oo ist der Folgenraum (P versehen mit der Norm || - || ein Banachraum.

(a) Sei {x,}nen eine Cauchyfolge in ¢ (also eine Folgen von Folgen). Wir schreiben
Ty, = {xﬁf)}meN. Fiir beliebiges € > 0 gibt es dann ein N(g) € N mit

|20 — Zplloe = sup |zl — 2™ | <& Vn,m > N(e).
keN
Damit sind fiir festes k& die Folgen {x,g")}neN Cauchyfolgen in R und wir konstruieren
eine neue Folge z = {zj }ren durch z; := lim,,_, a:,(c") fir k € N. Aus
1z — 2| <& Vn,m> N(e)
folgt fiir m — oo und alle k € N die Beziehung
Iz — 2] <e  ¥n> N(e)

bzw.

|20 — 2]l = sup |2 — 2| <& Vn > N(e)
keN

Folglich konvergiert die Folge {x,}n,en gegen z in der Norm || - ||¢. Fiir das feste
M = N(e) + 1 ist xp € € und somit beschrankt. Mit der Dreiecksungleichung
folgt [|z][ree < ||xarllese + ||z — Zasllece < ||ar]|ee + €. Folglich ist z € £, was die
Vollstandigkeit zeigt.

(b) Wir gehen wie in (a) vor und definieren fiir eine Cauchyfolge {z, }nen in €7 die Folge
2z = {2k tren durch z; = lim,, x,(cn) fir k& € N. Fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es dann
ein N(e) € N mit

RS

|Zn — Tmller = (Z |x§€n) — x,(gm)|> <e  VYn,m> N(e).
k=1
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Insbesondere gilt dann fiir ein festes, aber beliebiges M:

o 1
p
(Z |:1c,(€") - m,(cm)|> <e  Vn,m> N(e).
k=1

Ubergang zum Grenzwert m — oo und anschlieBender Ubergang M — oo impliziert

1
00 P
|2n — 2|l = (Z |x,§”) —zk|> <e  VYn>N(e).
k=1

Insbesondere ist 2 — Ty()+1 € 7 und, da ¥ ein Vektorraum ist, ist auch z =

(2 = TN(e)+1) + TN(e)+1 in P, was die Vollsténdigkeit zeigt.

Satz 2.3.8
Sei Q C R nichtleer. Der Vektorraum LP(SY) versehen mit der Norm || - || 1o ist fir

1 < p < oo ein Banachraum.

BB Der Nachweis der Vollsténdigkeit kann in [Wer05, S. 19] oder in [BK11, Satz

VI.2 von Riesz-Fischer] nachgelesen werden. n

Bemerkung 2.3.9
FEs gilt folgende Inklusionskette (fiir beschrinktes Gebiet 2):

L CCHOR)C...CCHQR) CC(QLR)CL®Q)C...C LP(Q)C...C L)

Es gibt zahlreiche weitere Funktionenrdume, die insbesondere bei der Analyse von parti-
ellen Differentialgleichungen und Problemen der optimalen Steuerung eine wichtige Rolle
spielen, etwa Funktionen beschrinkter Variation BV ([a, b], R) oder absolutstetige Funk-
tionen AC([a, b], R).

Interessant sind aber vor allem die sogenannten Sobolev-RAume, die mithilfe von schwa-
chen (oder verallgemeinerte) Ableitungen definiert werden. Um diese einzufiihren,
beschréanken wir uns auf den eindimensionalen Fall und betrachten das Gebiet Q@ = (a,b) C
R und f € CYQ,R).

Sei nun ¢ eine sogenannte Testfunktion aus dem Raum C§°(€2, R) mit
CP (L, R) == {p € C(,R) | supp(yp) ist kompakt und supp(p) C Q},
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78 KAPITEL 2. RAUME, METRIKEN UND NORMEN

wobei

supp(p) = {z € R | p(x) # 0}

den Support von ¢ bezeichnet. Fiir jede Testfunktion ¢ € C§°(Q2,R) gilt dann ¢(a) =
©(b) = 0 und mithilfe der partiellen Integration folgt die Beziehung

/Q F(@)pl)de = — / f(2)¢ (@)dz.

Eine analoge Beziehung gilt mitunter auch noch, wenn f’ nur fast {iberall existiert. Be-
trachte dazu die Funktion f(z) = |z| in Q = (—1,1). Die Ableitung f’ existiert fiir = # 0

und lautet

, 1, fallsz >0,
-]

—1, falls x <O0.

Wir setzen g(x) = f'(z) fiir x # 0 und definieren g(0) = 0, so dass f’ = g fast {iberall
gilt. Dann gilt

[o@e@ar = [ otwnirs [ o
= [—zp(2)]’, - —x¢/(2))dx + [zo(z)]y — x'(z)dx
Fre@)l =~ [ ol ey - [ ado

o,1)
= — [ lel)as
- - / [(@)¢(@)da

fiir jede Funktion ¢ € C§°(Q2,R). Die Funktion ¢ nennen wir schwache (oder verallge-

meinerte) Ableitung von f. Dies ldsst sich verallgemeinern:

Definition 2.3.10 (schwache Ableitung, 1d-Fall)
Sei Q C R offen und nichtleer, f € L'(Q) und k € N. Die Funktion g € L*(Q) heift k-te

schwache (oder verallgemeinerte) Ableitung von f, falls
/gso dp = (—1)’“/ fe® du Vo e CP(QR)
Q Q

gilt. g wird auch mit f*) bezeichnet.

Bemerkung 2.3.11
Die Definition einer schwachen Ableitung kann auch auf Gebiete Q C RY mit d > 1
erweitert werden. Die Definition der schwachen Ableitung erfolgt dann mithilfe von Mul-

tiindizes, vgl. [Wer95, Def. V.1.10], und gilt sinngemdfS fir die partiellen Ableitungen.
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2.3. BANACHRAUME 79

Mithilfe der schwachen Ableitungen lassen sich neue Rdume definieren, die tatséchlich
Banachrédume sind. Eine Verallgemeinerung auf mehrdimensionale Gebiete ist wiederum
moglich, siehe [Bur9§].

Satz 2.3.12 (Sobolev-Riume, 1d-Fall)
Sei 2 C R offen und nichtleer, ¢ € N und 1 < p < oo. Die Sobolevridume
(War(Q), || fllwar)), welche durch

WP(Q) == {f € LP(Q) | If P |zoiy) < 00,k =0,1,..., ¢}

und

[ Flwar = max {1}

definiert sind, sind Banachrdume. Speziell fiir p = 2 bezeichnet man diese Rdume auch
mit H1(2).

Hierbei sind die Ableitungen f*) mit k > 1 im schwachen Sinne zu verstehen.
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Kapitel 3

Approximation in Hilbertraumen

In diesem Abschnitt untersuchen wir Approximationsprobleme in sogenannten Hilber-
traumen. Hierbei sind ein Vektorraum H (iiber K = R oder K = C) und eine (konvexe)
Teilmenge M C H sowie ein Vektor h € H gegeben. Gesucht ist ein Vektor m aus M, der h
moglichst gut approximiert. Derartige Aufgabenstellungen treten in vielen Anwendungen
auf. Konkret behandeln wir Ausgleichsprobleme und die trigonometrische Approximation.
Besonders elegant lassen sich Ausgleichsprobleme in Hilbertraumen mithilfe des Projek-

tionssatzes behandeln.

3.1 Bestapproximierende und Approximationsaufgabe

Um beurteilen zu koénnen, wie gut ein Vektor m € M den Vektor h € H approximiert,
greifen wir auf den Normbegriff aus Kapitel |2 zuriick und betrachten folgende Approxi-

mationsaufgabe:

IPEOBIERIBIN (A pproximationsproblem)

Gegeben seien der normierte Raum (H, ||| x), die Teilmenge M C H sowie h € H. Finde
m € M mit

|h—m|lg < ||h—m|g Ym € M. (3.1)
Jedes m € M mit der Figenschaft heifit Bestapproximierende an h in M.
Die Approximationsaufgabe ldsst sich also auch so formulieren:

Finde eine Bestapproximierende an h in M.

Definition 3.1.2 (Projektion)
Die Bestapproximierende m an h in M bezeichnet man auch als Projektion von h auf
M wund schreibt
m = Py (h).

Durch Py : H — M, h — Py(h), wird eine Abbildung definiert, welche auch als
Projektion auf M bezeichnet wird.
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3.1. BESTAPPROXIMIERENDE UND APPROXIMATIONSAUFGABE 81

Beispiel 3.1.3 (Lineares Ausgleichsproblem)
Die Messung eines physikalischen Vorgangs hat an den Ortspunkten p; = (p1i,D2.4),
1=1,...,9, die folgenden Messwerte y;, i =1,...,9, ergeben:

Messpunkt i = | 1 2 3 4 5] 6 7 8 9
Di,i ) 7 9 11 18 15 17 18 19
D2,i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Yi 96 189 283 373 467 553 647 7133 832

Es wird ein affin-linearer Zusammenhang zwischen den Messpunkten und den Messwerten

vermutet und folgender Ansatz gewdhlt

Y(p1,p2) = 1 + Tap1 + x3p2,

wobei ¥ = (x1,72,23)" € R® unbekannt ist. Ein naheliegender Versuch, v zu bestimmen,
besteht darin, das lineare Gleichungssystem

Vi = Y(D1iys Do) = T1 + Tap1; + T3pa, t=1,...,9,

zu losen. In Matrizschreibweise lautet dies Az = b mit

96 1 6 0
189 1 7 1
283 1 9 2
373 1 11 3
b= 467 |, A=1]1 13 4
253 1 15 5
647 1 17 6
733 1 18 7
832 1 19 8

Offenbar ist dieses lineare Gleichungssystem tiberbestimmt, da die Anzahl der Gleichungen
die Anzahl der Unbekannten tbersteigt. Leider stellt sich bei niherer Betrachtung heraus,
dass das Gleichungssystem keine Losung besitzt. Der Versuch, den Vektor x iiber die
Liosung des Gleichungssystems Ax = b zu bestimmen, schligt also fehl.

Ein sinnvoller Zugang ist es daher, den Vektor x so zu wdhlen, dass der Fehler im Glei-

chungssystem || Az —bl||3 méglichst klein wird. Dies fihrt auf das Minimierungsproblem
| Az — b||3 — min.

Dieses Problem ist auch als lineares Ausgleichsproblem oder Least-Squares-Problem
bekannt, welches bereits auf Gaufl zuriick geht.
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JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS
Geboren: 30.4.1777 in Braunschweig (Deutschland)

Gestorben: 25.2.1855 in Géttingen (Deutschland)

Wie passt dieses Ausgleichsproblem in unsere Aufgabenstellung aus Problem [3.1.1]7

Wir setzen H = R® und versehen H mit der Fuklidischen Norm || - ||2, sowie h = b
und M = {m € R | m = Azx,x € R*} C H. Dann gilt es, m € M zu finden mit
|h — |2 < ||h — ml||2 fir alle m € M. =

Beispiel 3.1.4 (Trigonometrische Approximation)
Gegeben sei eine T-periodische Funktion f € L*(Q) mit Q = [0,T]. Gesucht ist die Be-
stapproximierende an f in der Menge T, der sogenannten trigonometrischen Polynome

vom Grad n, die definiert ist als

ajER,j:(),...,n,

T, = % + Zak cos(kwz) + by sin(kwz) | by e R, {=1,...,n,
k=1 w=12

Wir suchen also eine Funktion t,, in T, mit

ltn = fllra@ < 1t = flliz  VEE Ta.

Derartige Approximationen sind niitzlich, um L?-Funktionen, die sehr irrequlér sein kénnen,

durch “angenehme” trigonometrische Polynome zu approximieren, siehe Abbildung.
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Strassenanregung: Messung und FFT Approximation (N=4)

005 T T T T T T
messung ——+—
trigonometrische Interpolation =
0.04 B i'!-- T
0.03

2 001 [N ,l -
§ . §||!“H| ll|||h\h "
0+ Hmlllw '“"\| i
mlh -

-0.01 | i
-0.02 | Js‘mml" :

_0-03 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

3.2 Hilbertrdume und Projektionssatz

Wihrend sich die Bestimmung einer Lésung von Problem |3.1.1]in einem allgemeinen nor-
mierten Raum als sehr schwierig herausstellt, erweisen sich Hilbertrdume als sehr geeignet
fiir die Problemstellung und ermoglichen eine Charakterisierung der Lésung {iber den Pro-
jektionssatz. Hilbertraume sind dabei spezielle Banachraume, auf denen ein Skalarprodukt
definiert ist.

Definition 3.2.1 (Skalarprodukt, inneres Produkt)
Sei V' ein Vektorraum iber K = R oder K = C. Die Abbildung (-,-)y : V. xV — K
heifit inneres Produkt oder Skalarprodukt, wenn die folgenden Bedingungen fiir alle
x,y,z € V und alle A\ € K gelten:

(1) {z,y)v = {y, 2)v
(“) <£E T Y, Z>V = <IE, Z>V + <y7 Z)V
(Z”) <{E, )‘y>V = )\((E, y)V

() (x,z)y >0 und (z,z)y = 0, genau dann wenn x = 0.
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84 KAPITEL 3. APPROXIMATION IN HILBERTRAUMEN

Bemerkung 3.2.2

o Jedes Skalarprodukt definiert eine Norm und eine Metrik auf V' gemdf der Definition
zllv =V x)y,  d(zy) = [z —yllv.

e Fin Skalarprodukt ermdglicht den Begriff der Orthogonalitit. Zwei Vektoren x,y € V
heiffen orthogonal, wenn (x,y)y = 0 gilt.

e In einem Vektorraum V mit Skalarprodukt (-,-)y und induzierter Norm ||z|y =

\/(z,x)y gilt die Parallelogrammgleichung
lz + 9y + llz = ylly = 2ll=l5 + 2]yl
Fiir orthogonale Vektoren x,y gilt der Satz von Pythagoras:

Iz + Il = [l + [lylI7-

Definition 3.2.3 (Pri-Hilbertraum, Hilbertraum)
FEin mit einem Skalarprodukt versehener Vektorraum heifft Pra-Hilbertraum (oder In-

nenproduktraum). Ein vollstindiger Prd-Hilbertraum heifit Hilbertraum.

Beispiel 3.2.4 (Hilbertriume und Prihilbertrdume)

a) Der Raum R™ mit dem tblichen Skalarprodukt {(x,y)rs = x 'y ist ein Hilbertraum.
(a) P y y

(b) Der Raum C"™ mit dem Skalarprodukt (x,y)cn = x*y mit x* = T ' ist ein Hilber-

traum.

(¢) Der Folgenraum (* versehen mit dem Skalarprodukt

[e.°]
(u,v)p = Z U Uk
k=1

1st ein Hilbertraum.
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(d) Der Raum L?*(Y) der auf dem Gebiet Q C R? quadratisch (Lebesgue-)integrierbaren

Funktionen versehen mit dem Skalarprodukt
(U, v) r2(0) = / u(z)v(z)dx (3.2)
Q
st ein Hilbertraum. In diesem Fall lautet die Hélder-Ungleichung

|(w, v) 200y < ullz2@) - vl 22 @)

und wird Cauchy-Schwarz-Ungleichung genannt. Um zu zeigen, dass L*(Q)

tatsdchlich ein Hilbertraum ist, muss lediglich nachgewiesen werden, dass tatsdchlich

ein Skalarprodukt ist. Denn wegen

(1, ) 12y = / u()?dz = [ull2ao,

wissen wir bereits, dass L*(Q) versehen mit der L?-Norm vollstindig ist.

(e) Der Raum C([a,b],R) der auf 2 = [a, b] stetigen Funktion versehen mit dem Skalar-
produkt st ein Prd-Hilbertraum, aber kein Hilbertraum, da er bzgl. der durch

das Skalarprodukt induzierten L?-Norm nicht vollstindig ist.

Wir wenden uns nun wieder der Aufgabe zu, eine Bestapproximierende m € M an h € H
zu bestimmen. Zunéchst betrachten wir den Fall einer konvexen Menge M. Spéater werden

wir dann den Spezialfall eines Unterraums daraus ableiten.

Definition 3.2.5 (konvexe Menge)
Fine Menge M heifst konvex, falls mit je zwei Punkten aus M auch ihre gesamte Ver-

bindungsstrecke in M liegt, d.h.
le,mz eEMVAe [O, 1] DAmg + (1 = /\)mg e M.

Konveze (links) und nicht konvexe Menge (rechts)
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Aus der geometrischen Anschauung ist klar, dass m genau dann Bestapproximierende an

h in M ist, wenn der Winkel zwischen h — m und m — m mindestens 90 Grad betragt,
vgl. Abbildung

Abbildung 3.1: Bestapproximierende m an h in M.

Dies besagt der folgende Satz.

Satz 3.2.6 (Projektionssatz fiir konvexe Mengen)
Seien H ein Hilbertraum tber R mit Skalarprodukt (-,-)m, h € H und M C H eine

konvexe und abgeschlossene Teilmenge, M # (). Dann gelten:
(i) Es existiert genau eine Bestapproximierende m an h in M.

(11) m € M ist Bestapprozimierende an h in M genau dann, wenn

(h—1,m—1)y <0  Vm € M. (3.3)

BB Wi zcigen zuniichst (i) und die Eindeutigkeitsaussage in (i).

=: Seienm € M und A € (0, 1] beliebig. Da M konvex ist, gilt w = (1—A)m+Am € M.

Da m Bestapproximierende an h in M ist, folgt

|h—mlf < [lh—wll
= (h—w,h—w)y
= (h—(1=XNm—AIm,h— (1 =N —Am)g
= (h—m+AXm—m),h—m+ X —m))u

= ||h —m||% + 2MRh — 1, — m) g + A2 — ml|%.
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Division durch 2\ > 0 liefert
o A
0 < <h—m,m—m)H+§||m—m||%{.
Fiir A — 0 folgt daraus die Behauptung.
<: Es gelte (3.3). Dann gilt fiir alle m € M mit m # m,
|h—ml|3 = (h—1+1m—m,h—rm-+m—m)y
= |h =G + (b =i, —m) g+ (i —m, h =) g+ i —ml|
> ||h = l[f + [l = mlF
> ||h =il

Damit ist m Bestapproximierende. Die Eindeutigkeit der Bestapproximierenden in
(i) ist hiermit ebenfalls gezeigt, da obige Abschéitzung auf einen Widerspruch fiihrt,

wenn man annimmt, dass es zwei unterschiedliche Bestapproximierende gibt.

Nun zeigen wir die Existenz einer Bestapproximierenden. Setze
0 := inf ||h — )
Jnf |Ih = ylla

Dann existiert eine Folge {yx}ren € M mit ||h — ygllg —> ¢ fir & — oo. Mit der
Parallelogrammgleichung folgt

Yn — Ym ? — (yn_h)_<ym_h) ?
2 H 2 H
n_h2 m_h2 n m 2
_ Ny 15 + lly HH_'ZJ tum 0 o
. Z y 2 D
—42 ;gg

Beachte, dass (Y, + ym)/2 in M liegt. Damit ist {yx}ren Cauchyfolge in H und, da H
vollstandig ist, existiert der Grenzwert § = limy_, yx. Da M abgeschlossen ist, gilt y € M
und 0 = ||h — 9| n. n

Die Projektionsabbildung Py, : H — M, h +— 1 = Py(h), ist unter den Voraussetzun-
gen des Satzes Lipschitz-stetig.

Satz 3.2.7

Sei H ein Hilbertraum und M C H eine abgeschlossene, konvexe, nichtleere Menge. Die
Projektion Py : H — M ist Lipschitz-stetig mit Konstante 1, d.h. es gilt

| Pre(R1) — Par(ho)lla < ||ha — hollm Vhy,ho € H.
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_ Geméf Projektionssatz existiert fiir jedes h € H die eindeutig definierte Pro-
jektion Py (h) € M mit
Fiir beliebige hq, ho € H folgt

(hi = Par(hy), Par(he) — Pr(ha))u <0, (ha — Pa(ha), Payr(hi) — Pu(he))g <0

und somit

(Pr(h1), Pr(hi) — Par(he))n < (R, Pru(ha) — Pr(ho))m,
—(Py(h2), Pr(h) — Pr(he))r < —(ho, Py(he) — Par(ho))u-

Schliefflich folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[1Par(ha) = Pu(ho)lly; = (Par(ha) — Par(ho), Par(ha) — Par(ho)) i
Pyi(h), Py (hi) — Pr(ha)) i — (Pu(ha), Pau(ha) — Pu(he))
hi, Pay(ha) = Prr(he)) i — (he, Pr(ha) — Par(ha))n
— ha, Py(hy) — Py(ho))m
< b1 = hallm - [Py (ha) = Prr(ho)||a-

IN

{
{
{
(I

Wir betrachten noch einen Spezialfall von Satz [3.2.6] der insbesondere fiir das lineare
Ausgleichsproblem und die trigonometrische Approximation niitzlich ist. Bei diesen Bei-
spielen ist die Menge M ein abgeschlossener Untervektorraum von H (also auch konvex).
Im Fall eines Untervektorraums ist aus der geometrischen Anschauung klar, dass m ge-
nau dann Bestapproximierende an h in M ist, wenn h — m senkrecht auf M steht, vgl.
Abbildung [3.2

Dies besagt der folgende Satz, der fiir Hilbertraume iiber R direkt aus Satz folgt,
wenn man beachtet, dass in einem Untervektorraum mit m—m € M auch —(m—m) € M

enthalten ist. Damit wird aus der Ungleichung (3.3)) eine Gleichung.

Satz 3.2.8 (Projektionssatz)
Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)y. Sei h € H und M C H ein abgeschlos-

sener Untervektorraum von H. Dann gelten:

(i) Es ezistiert genau eine Bestapprozimierende m an h in M.

(11) m € M ist Bestapprozimierende an h in M genau dann, wenn

(h—m,m)g =0  Vm e M. (3.4)
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Abbildung 3.2: Bestapproximierende m an h in M.

3.3 Anwendung des Projektionssatzes auf lineare Ausgleichs-

probleme

Wir betrachten das folgende Ausgleichsproblem, vgl. auch Beispiel [3.1.3]

IPIOPIEEEN (Linecares Ausgleichsproblem)

Gegeben seien eine Matriz A € R™ ™ und ein Vektor b € R™ mit m,n € N. Bestimme

die Lisung x = [x1,...,7,]" € R" des Minimierungsproblems

1
Minimiere §||A:U - b3 (3.5)

Bemerkung 3.3.2

e Im Fall m = n und A invertierbar, ist die Lésung eindeutig durch das lineare Glei-

chungssystem Ax = b bestimmi.

e [nteressant ist insbesondere der Fall m > n, der in praktischen Anwendungen be-

sonders hdaufig auftritt, zumeist ist m dort wesentlich grosser als n.

e Der Fall m < n kann ebenfalls auftreten. In diesem Fall ist das Gleichungssystem

Ax = b unterbestimmt, es kann jedoch unlosbar sein, wenn Rang(A) # Rang(A|b).
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Wir formulieren das lineare Ausgleichsproblem in ein Approximationsproblem um

und definieren

(H, |- ) o= (R[] [l2),
M = {meR™|m= Az, x € R"} = Bild(A),
h = b

Beachte, dass M ein abgeschlossener Untervektorraum von H mit Dimension dim(M) =
Rang(A) ist. Die Norm || - || wird durch das Skalarprodukt (z,y)gm = "y geméis ||z||o =
V{(z,y)rm induziert. Das lineare Ausgleichsproblem ist damit dquivalent zum folgenden

Approximationsproblem:
Finde m € M, so dass

Ih—mlls < |h—mls  Vme M. (3.6)

Wir suchen also die Bestapproximierende m an h in M. Der Projektionssatz besagt,

dass m = Az genau dann Bestapproximierende an h = b in M ist, wenn die Bedingung

0 = (h—m,m)gm
(h — A&, Az)gn

= (h—A2)" Ax
(ATb— ATA2) &

fiir alle m = Ax, x € R", gilt. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.3.3 (Gauf3’sche Normalengleichungen)
T € R" lost das lineare Ausgleichsproblem genau dann, wenn die Gauf3’schen Norma-

lengleichungen
ATAz = ATb

gelten.

Die Gauf’schen Normalengleichungen charakterisieren also die Losung des linearen Aus-
gleichproblems. Man kann noch zeigen, dass die Normalengleichungen (bzw. das lineare
Ausgleichsproblem) eine eindeutige Losung besitzen, falls Rang(A) = n gilt.

Beispiel 3.3.4 (vgl. Beispiel |3.1.3
Wir betrachten wiederum Bez'spiel und ldsen das lineare Ausgleichsproblem mat
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Hilfe der Normalengleichungen AT Az = A"b. Es gilt

9 115 36 4173 1
ATA=| 115 1655 565 |, A'b=] 62916 |, x=|
36 565 204 22176 T3

Die Losung der Normalengleichungen lautet

233 96 6109
T=m = 106.6, x4 = & ~ —1.476923077, w3 = o ~ 93.98461538.

Grafisch ergibt sich folgendes:

3001
5001
100+

200+

3.4 Anwendung des Projektionssatzes bei der Fourieranalyse

Gegenstand dieses Kapitels ist die Approximation von periodischen Funktionen durch
trigonometrische Funktionen. Periodische Funktionen treten in vielen Anwendungen auf,
z.B. in der Signal- und Bildverarbeitung (jpeg/mpeg Kompression). Dariiber hinaus gibt
es auch periodische physikalische oder technische Vorgénge, etwa Schwingungen. Haufig
liegen fiir derartige Prozesse lediglich Messwerte vor oder die beschreibenden Funktionen
sind zu kompliziert und erlauben keine analytische Darstellung. Daher versucht man,
diese Vorgénge durch periodische Funktionen zu approximieren und verwendet sogenannte

trigonometrische Polynome, die aus einer Uberlagerung von Sinus und Cosinus entstehen.

Beispiel 3.4.1

An der Kurbelwelle eines Einzylinder-Zweitakt-Motors wirkt eine Drehkraft f, die vom
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Gasdruck und von der Massentragheit herriihrt. An den Stellenty, = k-n/8, k=0,1,...,15,

wurden folgende Werte von fi in [N| experimentell bestimmit:

fo S fa f3 fa fs fe f7
—8250 —29430 —2286 5974 —8829 —25408 —22681 —28655

fS f9 flO fll f12 f13 f14 f15
—8564 96560 45862 22092 —9025 —23514 —15127 12880

Zur Approximation der Drehkraft f wird die periodische Funktion

-1
g(x) = ap+ ) (Ajcos(jz)+ Bjsin(jz)) + a, cos(uz)
1

=

<.
Il

mit i = 8 und den folgenden Koeffizienten verwendet:

KOEFFIZIENTEN A:
0.999E+02 -0.140E+05 0.651E+04 0.123E+04 -0.505E+04 0.602E+04 -0.625E+04
0.688E+04 -0.371E+04

KOEFFIZIENTEN B:

-0.150E+05 0.243E+05 -0.234E+05 0.740E+03 -0.135E+05 0.396E+04 -0.519E+04

Die resultierende Approximation der Drehkraft f sieht wie folgt aus:

100000

80000

60000

40000

20000

-20000

-40000
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Definition 3.4.2 (periodische Funktion)
Die Funktion f: R — C heifit T-periodisch, wenn es ein T > 0 gibt mit

flz+T) = f(z) fir alle x € R.

T heifst Periode oder Periodenlinge von f.

Beachte, dass eine T-periodische Funktion f bereits vollstdndig durch die Werte im Inter-
vall [0, T festgelegt ist. Daher geniigt es auch, f nur auf dem Intervall [0, T'] zu betrachten.
In den einfithrenden Mathematikveranstaltungen haben wir bereits die 27-periodischen
Funktionen Sinus und Cosinus sowie die m-periodische Funktion Tangens kennen gelernt.
Natiirlich gibt es auch kompliziertere periodische Funktionen, wie z.B. die Bewegung ei-
nes Satelliten auf einer Umlaufbahn um die Erde oder die Bewegung der Erde auf einer

Sonnenumlaufbahn.

Durch eine lineare Transformation kann man jede T-periodische Funktion auf eine 27-

periodische Funktion transformieren (und umgekehrt).

Hilfsatz 3.4.3
Sei f T-periodisch mit Periode T > 0. Dann ist die Funktion f : R —» C definiert durch

F@) =1 (%)

2m-pertodisch.
B s ol

flx+2m) =f (%(anQﬂ)) = f (%erT) = f (%x) = f(x).

Wie in Beispiel betrachten wir folgende Approximationsaufgabe:

IBISPIE (Fourierapproximation)

Sei f € L*Q) mit Q = [0,T] eine gegebene T-periodische Funktion. Gesucht ist die

Bestapprozimierende t, an f mit

ltn = fllzz@) < It = flliz  VEE T,
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wobei T, firn € Ny die Menge aller trigonometrischen Polynome vom Grad n der Form
t(z) = % + Z ay, cos(kwx) + by sin(kwz) mit  wi=—

bezeichnet.

Trigonometrischen Polynome kann man interpretieren als Uberlagerung von Sinus- und
Cosinus-Schwingungen verschiedener Frequenzen kw, wobei die Fourierkoeffizienten
ag, ...,a, und by, . .., b, die Amplituden der Schwingungen angeben. Beachte, dass cos(kwz)
und sin(kwz) <-periodisch sind.
Wir berechnen nun die Fourierkoeffizienten mithilfe des Projektionssatzes. Beachte, dass
7T, ein abgeschlossener Untervektorraum von L?(§2) ist. Der Projektionssatz besagt,
dass

3 — % + ; iy, cos(kwz) + by, sin(kwz) mit  w:= 2n

genau dann Bestapproximierende an f ist, wenn

~

0= (f —tnt)r2

fiir alle t € 7T, gilt. Da sich jedes t € 7T, als Linearkombination von den Funktionen

co(r) = cos(fwx), L =0,...,n, und sy(z) = sin(lwzx), £ = 1,...,n, darstellen ldsst, geniigt
es, diese Gleichung fiir eben diese Basisfunktionen zu betrachten: Fiir £ = 0, ..., n folgt
0 =

n

—tn,
— / ( 50 ar, cos(kwz) + by sin(kwx)) cos(fwz)dx
k=1
/ fla

~

Qo T
) cos(bwz)dr — 5 / cos({wzx)dx

0

[\ J/

{T,mmezq

0, sonst

T n T
- Z Qg / cos(kwz) cos(fwzx)dx — Z by / sin(kwz) cos(fwx)dx
0 0

[ T/2, falls £ =k, -
0, sonst

= /T f(z) cos(fwz)dx — ng
0 2
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und fiir / =1,...,n analog

0 =

3

k=1

— 1y,
/ ( — 50 — a cos(kwz) + by sin(kwx)) sin(fwx)dx
/ fla

) sin(fwz)dx — —/ sin(fwx)dx

g

=0

T
Z / cos(kwz) sin(fwx)dx — Z bk/ sin(kwz) sin(fwx)dx
k=1 < 0

= [ 1/2, falls €=k,
0, sonst

/Tf(x) sin(fwz)dx — Zl;g
0 2

Zusammenfassend haben wir gezeigt:

Satz 3.4.5 (Fourier)

Das trigonometrische Polynom
to(z) = % - Z: iy cos(kwz) + by sin(kwz) mit w= T

mit den Fourierkoeffizienten

T
ap = %/0 f(l')dilj',
T
ar = %/0 f(z) cos(kwzx)dz,
T
by = %/0 f(z) sin(kwz)dz,

k=1,...,n, ist die eindeutig bestimmte Losung des Approximationsproblems[3.4.4)

Beispiel 3.4.6
Die 2m-periodische Sagezahnfunktion

f(l’)zl’—’ﬂ', .Z‘E[0727T],
soll im Intervall [0, 27] in einer Fouriersumme entwickelt werden.
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Die Fourierkoeffizienten lauten:

1 [ 1 o127
ag = —/ (x—w)dx:%[(x—ﬂ)}o =0,

ar = / xr — ) cos(kx)dx
m
1 sm kx) 27r_/27T sin(k:x)dm
o7 0 0 k
= 0, (k € N)
1
by = —/ x — m)sin(kx)dx
T Jo
1 cos k: )1 T cos(kx)
S COSWT) 4
ﬂ( = e
1

Als Losung erhdlt man somit

) = —2 Z singka)‘

Abbildung (3.3 zeigt die Losungen fir n = 1,2, 3,4, 20.

Abbildung 3.3: Approximation der Sdgezahnfunktion durch trigonometrische Polynome
vom Grad 1,2, 3,4 und 20.

Typisch bei der Approzimation mit trigonometrischen Funktionen sind die Uber- und Un-
terschwinger an Unstetigkeitsstellen von f, die sich auch durch Erhéhung des Polynom-

grades nicht vermeiden lassen. Dieses Phdanomen ist als Gibbs-Phinomen bekannt und
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man beobachtet, dass die Hohe der Uber- und Unterschwingung fiir hinreichend grosses n

in etwa 18 % Prozent der Sprunghdhe betrdgt. [

Bemerkung 3.4.7
Bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten lassen sich Symmetrien ausnutzen:
Ist f gerade, d.h. es gilt f(x) = f(—=x) fir alle x € R, so folgt by, = 0 fiir k € N.
Ist f ungerade, d.h. es gilt f(x) = —f(—x) fir alle z € R, so folgt ar =0 fir k € Ng. =

3.4.1 Komplexe Darstellung

Die Darstellung der trigonometrischen Polynome ist auch als reelle Darstellung bekannt,
auch wenn die Fourierkoeffizienten im Fall komplexwertiger Funktionen durchaus auch
komplexe Werte annehmen kénnen. Es gibt jedoch auch eine dquivalent komplexe Dar-

stellung, die auf der komplexen Exponentialfunktion (Euler-Formel)
exp(iwz) := cos(wx) +isin(wz) Ve eR (3.7)

mit w = 27/T basiert, wobei hier und im Folgenden i fiir die komplexe Zahl i € C
mit i2 = —1 steht. Mit Hilfe der Euler-Formel lassen sich Cosinus und Sinus fiir z € R

ausdriicken als

1 1
cos(wr) = 5 (exp(iwzx) + exp(—iwz)), sin(wzx) = 5 (exp(iwz) — exp(—iwz)) .
i
(3.8)
Mit Hilfe der Euler-Formel (3.7) folgt
a - :
EO + ;(ak cos(kwx) + by sin(kwz))
& b
— % + kz:; <% (exp(ikwz) + exp(—ikwz)) + 2—]; (exp(ikwz) — exp(—ikzwa:)))
- % ; <§(ak — 1by,) exp(tkwz) + = (ax, + ib) exp(—ikwx))
@ -1 =1

= ?0 - §(ak — iby) exp(ikwz) + Z §(a_k + ib_i) exp(ikwx)

< k=l ——— P S —

=:qp =:ag, k=1,...,n =k, k=—n,...,—1
= Z oy exp(ikwz).

k=—n

Definition 3.4.8 (komplexes trigonometrisches Polynom)
Die Funktion
- , 2m
tn(z) = Z ay, exp(ikwz), o € C,w = ral (3.9)

k=—n
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heifst komplexes trigonometrisches Polynom vom Grad n.

Satz 3.4.9 (Fourier, komplexe Darstellung)

Die Fourierkoeffizienten der Bestapprozimierenden in sind fir k € 7 gegeben durch

ap = %/OT f(z) exp(—ikwzx)dz.

B i i — 0 gt

Qo =

Fiir k= 1,2, ... gilt

I I
= % = T/(] f(z)dz = ?/o f(z) exp(—i0wz)dz.

1 .
op = é(ak—zbk)
1 /7 1 (T
- —/ f(x) cos(kwx)da:—i—/ f(z) sin(kwz)dz
T /o T /o
1 T
= —/ f(x) exp(—ikwzx)dz.
T Jo
Fir k =—-1,-2,... gilt
1 .
O §(Cl_k +ib_y)

T T
%/0 f(x)cos(—kwx)dxj%%/o f(z) sin(—kwz)dz

T
%/0 f(z) exp(—ikwx)dx.

Liegt eine Fouriersumme in komplexer Darstellung vor, so kann man sie wie folgt in reelle

Form umrechnen:

Z ap exp(tkwr) = Z ay, cos(kwr) + iay sin(kwz)
k=—o00 k=—00
= ap+ Z(ak + a_y) cos(kwz) + i(ay — a_y) sin(kwx).
k=1
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Mit den Setzungen ag = ag/2, ar = ap + a_; und by = (o — a_g) folgt die reelle
Darstellung
% + Z(ak cos(kwx) + by sin(kwx)). (3.10)
k=1
Falls ay, = a—, fir £ = 0,...,n gilt, so gilt ay = 2Re(ay,) und by, = —2Im(ay) in (3.10)
und sémtliche Koeffizienten in (3.10)) sind reell. In diesem Fall spricht man von der rellen

Fouriersumme und man kann komplett reell rechnen.

Bemerkung 3.4.10 (diskrete Fouriertransformation)
Fiir eine gegebene Funktion f sind die Fourierkoeffizienten mitunter schwer zu berechnen,
falls die auftretenden Integrale nicht analytisch berechenbar sind. Daher bietet es sich
an, die Integrale durch ein geeignetes Verfahren zur Approximation von Integralen zu
approximieren. Hierzu eignet sich auf Grund ihrer periodischen Struktur insbesondere
die aus der Numerik bekannte zusammengesetzte Trapezregel. Dieser Ansatz fiihrt auf die
diskrete Fouriertransformation sowie die schnelle Fouriertransformation (FFT).
Beide eignen sich auch zur Approximation von Funktionen, deren Funktionswert nur an
endlich vielen Stitzpunkten (z.B. Messstellen) bekannt ist, siche Anhang[A.1] ]
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Kapitel 4

Lineare Operatoren und lineare

Differentialgleichungen

Lineare Operatoren kennt man aus der linearen Algebra im Zusammenhang mit Matrizen.
Jede Matrix A € R™*" definiert durch T'(x) = Az mit z € R™ eine lineare Abbildung
T : R" — R™. Umgekehrt lésst sich jede lineare Abbildung 7" : R" — R™ mithilfe einer
Matrix A € R™*™ darstellen, so dass T'(z) = Ax fiir alle x € R" gilt. Fiir Matrizen (und
somit fiir lineare Abbildungen) lassen sich u.a. Begriffe wie Invertierbarkeit und Transpo-
nierung definieren. Wir verallgemeinern diese Konzepte auf allgemeine Vektorrdume und

Banachraume.

4.1 Lineare Operatoren

Definition 4.1.1 (Operator, linearer Operator)
Fine Abbildung T : X — Y zwischen zwei Vektorriumen X und Y (iber R) heifst
Operator.
Ist T linear, d.h. gelten die Beziehungen

T(331+372) = T($1)+T($2>,
T(\x) = N (x)

fiir alle x1, 22, x € X und alle A € R, so heifst T linearer Operator.

Beispiel 4.1.2 (Lineare Operatoren im R"™)
Sei A € R™" eine Matriz. Dann ist durch

T(z) = Ax
eine lineare Abbildung T : R™ — R™ gegeben, denn fiir x1,x9,x € R™ und A € R gilt:

T(xy4+22) = Az + x2) = Axy + Axg = T(21) + T(29),
T(A\x) = A(Ax) = Az = \T(z).

100



4.1. LINEARE OPERATOREN 101

Umgekehrt kann jede lineare Abbildung T : R" — R™ durch eine Matriz A € R"™"

dargestellt werden: Um dies zu sehen, sei

n
r = E €T;e;
i=1

ein beliebiger Vektor (e; ist der i-te Finheitsvektor). Aus der Linearitit von T folgt dann

T(x)=T (Z :ciel-> = Zxﬂ’(ei) = Ax
mit
A=[Te) T |.

Wir betrachten nun normierte Vektorraume (X, | - ||x) und (Y, || - |ly). Wie iiblich heiBt
der Operator T': X — Y stetig in x5 € X, falls
lim T'(z) = T(x)

Tr—TQ

gilt. Anders ausgedriickt: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir z € X die
Implikation
|lx — zol|lx <O = |T(x) — T(zo)||y < e.

gilt. Die Menge aller stetigen linearen Operatoren von X nach Y wird mit £(X,Y") be-

zeichnet und man kann jedem linearen Operator 7' : X — Y durch

Tlecer = sup TN — oy 1@y = sup 7@y
w20 [2llx ez Jolx =1

eine Norm zuordnen, die sogenannte Operatornorm (dass diese tatsichlich eine Norm
ist, muss man mit den Normkriterien nachrechnen). Tatséchlich ist (L(X,Y), || - ||lzcx,v))
wieder ein Banachraum. Dazu geniigt es, dass (Y, || - ||y) ein Banachraum ist, siehe [LS76)
Satz 1, S. 100].

Wir haben in Beispiel bereits einige Matrixnormen kennen gelernt. Tatséchlich sind
diese Matrixnormen Operatornormen fiir die durch die Matrizen beschriebenen linearen

Operatoren. Wir demonstrieren dies fiir die Zeilensummennorm || - |-

Beispiel 4.1.3 (Operatornorm und Matrixnorm)
Sei T' € R™" eine Matriz mit Eintrigen t;;, t = 1,...,m,j = 1,...,n. Diese definiert
eine lineare Abbildung vom R™ in den R™ gemdfs der Vorschrift x — Tx. Diese lineare
Abbildung bezeichnen wir wieder mit T" gemafs T : R" — R™.
Hierbei seien die Raume R"™ und R™ jeweils mit der Vektornorm || - || versehen (damit

sind es Banachrdume). Wir rechnen die Operatornorm aus:
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Es gilt

|Tx||. = max
1<i<m

n
E tijwj
j=1

n
< max Y |ty |y
7j=1

1<i<m 4

n
< (maX |5Uj|> ' (maX > \tij|>
1<j<n 1<i<m < 1
]:
=zl - 1710
wobei | T||oo die Matriznorm (Zeilensummennorm,)
n
1Tl = @%’%2 1351
J:

bezeichnet. Es gilt also || T||z@nzmy < ||T7]]co-

Tatsdchlich gilt sogar die Gleichheit. Um dies zu sehen, wdhle i mit

n n
D [l = max > |t
j=1 j=1

und definiere & € R™ mit

N O, f(lllS tio,j = O,
A Lig.g falls tio,j # 0.

|ti0,j|7

Dann folgt || %] = 1 und
(T2)iy = Y tigd;
j=1

- 1
= Z tio,jti(),j‘t—
=1

io7j|

n
= > iyl 1
j=1
n
- (mmDu) Nl
]:

= [Tl - [[%]loo-

Wegen (Tz);, = ||T2|s folgt somit |T|| cmnrm) > ||T||oo und damit haben wir insgesamt
die Gleichheit gezeigt.
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Analoge Beziehungen gelten auch fir die Vektor- bzw. Matriznormen || - ||,, p = 1,2.

Damit sieht man auch sofort, dass lineare Abbildungen T : R"™ — R™ immer stetig
sind, denn fir |T || > 0 (fir |T]l« = 0 ist die Stetigkeit klar), ein beliebiges € > 0,
0 <e/||T]loo, o € R™ und ||z — xo|| < & folgt

1T () = T(x0)lloo = IT(x = 20) oo < I Tloc - [l = Tolloc <.

Damit ist T' stetig bzgl. der Norm ||+ ||s. Da im R™ (bzw. R™) alle Normen nach Satz[2.2.7]

dquivalent sind, ist T bzgl. aller Normen stetig.

Wir haben im vorangegangenen Beispiel festgestellt, dass lineare Operatoren vom R” in
den R™ immer stetig sind. Dies gilt fiir allgemeinere Rdume i.A. nicht mehr. Der folgende

Satz liefert aber eine schone Charakterisierung der Stetigkeit.

Satz 4.1.4

Sei T : X — Y ein linearer Operator. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) T ist stetig.
(b) T ist stetig in 0.

(c) T ist beschrinkt, d.h. es gibt eine Konstante C > 0 mit ||T(x)|ly < C|lz||x fir alle
z € X.

BEEE Obungsaufgabe! ]

Beispiel 4.1.5 (Differentialoperator)
Sei A € R eine Zahl. Der Operator T : X — Y mit X = (C'([a,b],R), || - |l1.00),
Y = (C([a, b, R), || - llc) sowie

T(z)() ='() = Ax()

ist ein stetiger linearer Operator. Hierbei deutet (-) an, dass T(z), x und z' Funktionen

sind. Der Funktionswert von T(x) an der Stelle t ist gegeben durch T'(x)(t).
Die Linearitit ergibt sich wie folgt: Fiir x1,xq9,x € C'([a,b],R) und X\ € R gilt

T(x1+x2) = (114 x2) — A1) + 22) = (2] — Azy) + (25 — Azo) = T(21) + T(22),
TAx) = (Az)' —A(\x) = A2’ — Nz = \T(x).
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Die Stetigkeit folgt gemdf$ Satz[4.1.4) aus der Beschrinktheit:

IT(@)]lo = max [T(z)(t)]

t€la,b]
= max |2'(t) — Axz(t)|
< tem[a,x (| ()] + |A] - |z(t)])
<

+|A t
mas [2/(1)| + | 4| ma fa(1)

Cmax{|[2']lc, 1#]lc} = Clll1,00

IN

mit C =1+ |A].

Beispiel 4.1.6 (Lineares Kontrollsystem)
Seien A, B € R Zahlen und Q2 = (a,b). Der Operator T : Z — Y mit Z = WH2(Q) x
L*(Q), Y = L*(Q) sowie

T(x,u)(-) = #'() = Ax() ~ Bu()

ist ein stetiger linearer Operator. Der Raum Z ist dabei versehen mit der Norm ||(z,u)||z =
max{ ||z||w12w), [|ull 2@} und der Raum Y mit der Norm || - ||2(q)
Die Linearitit rechnet man wie im vorigen Beispiel nach.

Die Stetigkeit folgt mit der Minkowski-Ungleichung (mit p = 2) und Satz aus der
Beschranktheit:

IT(z, uw)lly = ll2'(-) = Az(-) = Bu(-)[ 20
< 22 @ + 1Alllel 2@ + [ Blllull @)

IN

CmaX{Hﬂf/HLZ(m H$HL2(Q), HUHL2(Q)}

= Cll(z,u)l 2,
wobei C' =1+ |A| + |B]. =

Beispiel 4.1.7
Sei K : [a,b] X [c,d] — R eine stetige Funktion und —oo < a < b < 0o und —o0 < ¢ <

_ /bK(t, VF(b)dt

ein stetiger linearer Operator T : (C([a,b],R), || - [|«) — (C([c,d],R), | - ||l) definiert,

d < 00. Dann ist durch
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denn es gilt

IT(Mlle = max / K(t,s)f(t)dt‘

c<s<d
b
< ma / K (t,5)] - | (1))t
b
< (rgagpz/ |K(t,s)|dt)'||f||oo

< (b=a)- [[Klloo - [ flloo
= Cllflle

wobei die Konstante C' = (b — a) - | K || existiert, weil die stetige Funktion K auf dem
kompakten Intervall [a,b] X [c,d] beschrinkt ist und dort nach dem Satz von Weierstrafs

thr Minimum und Maximum annimmdt. n

Wie bei Matrizen kann man auch fiir lineare Operatoren T einen inversen Operator 71
einfithren. Falls dieser existiert, ist die eindeutige Losung x der linearen Operatorgleichung

T(z) = y formal durch x = T~!(y) gegeben.

Definition 4.1.8 (Inverser Operator)
Sei T : X — Y ein linearer Operator zwischen Vektorrdumen X undY . T7':Y — X

heifst Inverser Operator von T, falls die Bedingungen
T(T(x) =2 und T(T7'(y) =y

fiir alle x € X und alley €'Y gelten.

Satz 4.1.9

Der Inverse Operator T~ eines linearen Operators ist ein linearer Operator.

BB i belicbige y1,y, € Y und o = T (g1 +y2) — T (1) — T~ (o) gilt T(w) = 0.
Daraus folgt

0=T""T@x)=2=T""y1+y2) =T "(y1) — T (1)
also die additive Linearitat
Ty +y2) =T 1) + T (1)

Ebenso gilt fiir beliebiges A € R, y € Y und z = T '(\y) — AT '(y) die Beziehung
T(z) = 0, woraus wie oben T~ (\y) = AT~ !(y) folgt. C
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Bemerkung 4.1.10
Beachte, dass der Inverse Operator eines stetigen linearen Operators i.A. nicht stetig ist.
FEin Beispiel hierfir ist der lineare und beschrinkte Operator T'(z)(t) = fotl'(T)dT auf
den stetigen Funktionen mit Bildern in den stetigen Funktionen. Der Inverse Operator
ist T (y)(t) = Ly(t). Dieser ist linear, aber nur fir stetig differenzierbare Funktionen
definiert. [

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des inversen Operators liefert der folgende
Satz. Dabei heifit ein Operator T : X — Y surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein x € X

existiert mit y = T'(z).

Satz 4.1.11
SeiT : X — Y ein linearer Operator zwischen normierten Vektorrdumen (X, |- | x) und
(Y, - lly)- Ist T surjektiv und gibt es eine Konstante C' > 0 mit

IT@)ly =2 Cllzllx  VzeX,

so existiert der inverse Operator T~ von T, und er ist linear und beschrinkt (also stetig).

BEEE Gilt y = T'(x1) = T(x), so folgt T(z1 — x5) = 0 sowie
0=|T(z1 = z2)[ly = Cllwr — 22| x.

Folglich ist 1 = x5, was die Injektivitat von T zeigt. Jedem z € X wird also ein eindeuti-
ges y € Y zugeordnet und umgekehrt. Daraus ergibt sich die Existenz von 7! und somit

auch dessen Linearitét, weil 7" linear ist. Die Beschrénktheit folgt mit

1T w)lx < SITT W)l = Syl

]
Der folgende Satz betrachtet die Invertierbarkeit eines Operators unter Storungen. Ein
Beweis findet sich in [LS76, Satz 3, S. 108].

Satz 4.1.12
Seien T, AT : X — Y lineare Operatoren zwischen normierten Vektorraumen (X, ||| x)
und (Y, || - |ly). Der inverse Operator T~ existiere. Falls

1

AT zxy) £
e Y
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gilt, dann besitzt der Operator A =T + AT einen inversen Operator A~' mit

||AT||E(X7Y) HT—1“2
1T v 0 IAT | 2 x,y) <8

AT =Ty < —

4.2 Lineare Funktionale und Dualrdume

Eine wichtige Teilklasse von (linearen) Operatoren stellen (lineare) Funktionale dar.

Definition 4.2.1 (Funktional, lineares Funktional)
Fine Abbildung T' : X — R wvon einem Vektorraum X (iber R) in die reellen Zahlen
heifst Funktional.
Ist T linear, d.h. gelten die Beziehungen

T(x1+x2) = T(x1)+ T(x9),
T(A\x) = N (x)

fur alle x1, 29,2 € X und alle A € R, so heifst T' lineares Funktional.

Definition 4.2.2 (Dualraum)
Sei (X, || - ||x) ein normierter Vektorraum. Die Menge aller stetigen linearen Funktionale
L(X,R) versehen mit der Norm

[fllxc == [[fllexry = sup | f(z)]

llz]|x <1

heifit Dualraum von X und wird mit X* bezeichnet.

Bemerkung 4.2.3
(X* | - l|x+) ist ein Banachraum, siehe [Wer9d, Korollar 11.2.2, S. 58]. ]

Beispiel 4.2.4 (Punktweise Auswertung einer stetigen Funktion)
Sei X = (C([a,b],R),|| - ||oc) der Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, ]
versehen mit der Supremumsnorm || - ||o und ty € [a,b] ein gegebener Punkt. Dann ist

durch
T(f) = f(to)
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ein stetiges lineares Funktional T : X — R definiert.
Zur Linearitdt: Fir alle f,g € X und A € R gilt

T(f+g) = (f+9)to) = fto) +9(to) = T(f) +T(9),
TAf) = (AN)to) = Af(to) = AT(f).

Zur Stetigkeit:

TN = 1ft)l < max [F(H)] = [ flloo-

Beispiel 4.2.5 (Auswertung eines Integrals)
Sei X = (L'(Q),] - |l1)) der Raum der (Lebesgue-)integrierbaren Funktionen auf (.

Dann ist durch

T(f) = / Fd

ein stetiges lineares Funktional T : X — R definiert.
Zur Linearitdt: Fir alle f,g € X und A € R gilt

T(f+9) = /Qf+gdu=/ﬂfdu+/ggdu=T(f)+T(g),
TO) = [ Afdu=A [ fdu=aT(s)
Zur Stetigkeit:

TNl =

X du] < [ 171 di =l

Es stellt sich die Frage, wie der Dualraum eines normierten Vektorraums aussieht? Ins-
besondere ist man daran interessiert, die Elemente des Dualraums explizit darzustellen.

Dies ist insbesondere fiir Hilbertraume sehr angenehm.

Satz 4.2.6 (Satz von Riesz)
Sei X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)x und f € X*. Dann existiert ein eindeutiges
Element y € X mit
flz) =(y,z)x Ve e X

und [| fllx- = llyllx-
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Der Satz von Riesz besagt, dass jedem stetigen linearen Funktional f auf X eindeutig
ein Element y aus X zugeordnet werden kann. Umgekehrt definiert f(z) = (y,z)x fiir
jedes y € X ein stetiges lineares Funktional auf X. Man kann also die Elemente des
Dualraums mit den Elementen des Hilbertraums identifizieren. Daher ist der Dualraum

X eines Hilbertraums X wieder ein Hilbertraum.
_ Fiir f € X* betrachte den Kern von f:

Kern(f) ={z € X | f(z) = 0}.

Wegen der Stetigkeit von f ist Kern(f) ein abgeschlossener Unterraum von X. Im Fall
f =0 wéhle y = 0. Fiir f # 0 wéhle

w € Kern(f)* = {w e X | (w,z)x = 0 Vr € Kern(f)}

mit f(w) = 1. Dann gilt  — f(x)w € Kern(f) fiir jedes x € X sowie

(w,2)x = (w,z = f@)w)x Hw, f(@)w)x = f(2)]w]k.

Vv
=0

Mit y := mw folgt also f(z) = (y,x)x.

Die Eindeutigkeit sieht man wie folgt: Angenommen, es gibt ein § € X, y # y mit
f(z) = (g, z) x. Dann folgt fiir alle z € X,

0=flz) = f2) = (y,2)x = (G, 2)x = (Y — ¥, 2)x.
Wiéhlt man speziell x = y — g, so folgt hieraus 0 = ||y — g||x und damit y = ¢ im
Widerspruch zur Annahme y # 3.
Die Gleichheit der Norm zeigt man wie folgt: Mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichungﬂ folgt

/1

x+ = sup [f(z)] = sup [{y,z)x[ < sup |lylx - [lzllx = llyllx,
ol x<1 Jallx<1 Jall x<1

und es gilt f(y/[lyllx) = (v, y/llyllx)x = l[ylx, so dass || f]x- = llyllx-

]
Beispiel 4.2.7
Die stetigen linearen Funktionale f : R™ — R lassen sich darstellen als
fz)=c"z=(c,2)pn
mit einem Vektor c € R". [

Beispiel 4.2.8
Die stetigen linearen Funktionale f : L*(Q) — R lassen sich nach dem Satz von Riesz

darstellen als

F(2) = {y,2) 2y = / y(t) (1)t

'Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(z,y)x| < ||z|x - [|y|lx gilt in Pri-Hilbertriumen.
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mit einer Funktion y € L*(Q). n

Bemerkung 4.2.9

Bei Banachrdaumen ist die Situation nicht mehr so angenehm, wie bei Hilbertrdumen.

Der Dualraum eines Banachraums ldasst sich i.A. nicht mehr mit sich selbst identifizieren.

FEinige Beispiele:

(1) Firl <p < oo ist der Dualraum von LP(QY) gegeben durch L(Q) mit 1/p+1/q =1,
d.h. jedes f € LP(Q)* ldsst sich darstellen als

f@) = [y, voe (@)
Q
mit einem y € LI(QY). Firp =1 gilt die Konvention q = oo.

(1) Der Dualraum von L™ () besitzt keine schine Struktur, insbesondere ist es nicht
der Raum L*(Q).

(i1i) Der Dualraum der stetigen Funktionen ist der Raum der Funktionen beschrinkter
Variation, siehe [Lue69, Section 5.5, Theorem 1].

Fiir tiefergehende Details siehe [BK11l, [Wer9J, [Bur98, [Alt02)]. [

Schliefflich betrachten wir noch eine Verallgemeinerung der transponierten Matrix, ndmlich
den adjungierten Operator.

Definition 4.2.10 (Adjungierter Operator)
SeiT : X — 'Y ein stetiger linearer Operator zwischen normierten Vektorraumen (X, || -

lx) und (Y,|| - |ly). Der adjungierte Operator 7% : Y* — X* ist ein stetiger linearer
Operator, der definiert ist durch

T(y")(x) =y"(T(x)) Vy' €Y', zeX

Beispiel 4.2.11

Fiir den stetigen linearen Operator T : R" — R™ gemaf§ T'(z) = Ax mit einer Matriz
A € R™" ergibt sich:

Y (T(x)) = y*(Az) =y (Az) = (ATy) "o = A*(y")(2),

d.h. der adjungierte Operator von T (bzw. A) ist der lineare Operator T* : R™ — R”
mit T*(y) = ATy,
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Hierber wurde ausgenutzt, dass sich jedes stetige lineare Funktional y* : R™ — R schrei-
ben lisst als y*(z) = y 'z mit einem Vektor y € R™. Wir kénnen ja den Hilbertraum R™

nach dem Satz von Riesz mit sich selbst identifizieren. [

Beispiel 4.2.12 (Adjungierter Differentialoperator)
Sei A € R™™ eine Matriz und Q = (0,1). Betrachte den stetigen linearen Operator
T: X —Y miat
T(x)(-) =2'(-) — Az()
und X = WH2(Q) und Y = L2(Qf
Wir rechnen den adjungierten Operator aus und nutzen aus, dass L*(Q) ein Hilbertraum
ist. Deshalb kann jedes y* € L2(Q)* dargestellt werden als

w@wzwxnmnzgg@famﬁ vz € I2(Q)

mit eindeutigem y € L2(S). Damit erhalten wir mit partieller Integration (Achtung: vy ist
nur in L*(2) und darf nicht differenziert werden!)

w@@»=:lg@Wf®—Aﬂmm

4.3 Lineare Differentialgleichungen und Differentialoperatoren
Wir betrachten den stetigen linearen Differentialoperator 7" : C"([a, b], R) — C([a, b],R)

mit

T(x) AP S P
r)=—x+a, 1——T+...+a1—x + agr
dtr i1 Yagt Y
mit reellen Zahlen a;, j = 0,1,...,n — 1, sowie die lineare Operatorgleichung
T(x)=f

2Der Index n gibt an, dass es sich hierbei um vektorwertige Funktionen mit n Komponenten handelt.
Jede Komponente ist im W12(Q) bzw. im L?(Q). Hiufig nutzt man auch die Schreibweisen W12(Q)"
bzw. L2(2)™.
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mit einer gegebenen Funktion f € C([a,b],R). Die Operatorgleichung stellt eine lineare
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten dar, welche

es zu losen gilt:

T(z)(t) = 2™ () + an_12 V() + ... 4+ a12'(t) + aoz(t) = f(2) (4.1)

Man nennt diese lineare Differentialgleichung homogen, falls f = 0 ist, andernfalls in-
homogen. Wir untersuchen zunéchst den homogenen Fall mit f = 0, also die Differenti-

algleichung
T(z)(t) = 2 (t) + apy ™ V() + ... + ar2/(t) + apz(t) = 0.
Aus der Linearitédt des Operators T folgt sofort das sogenannte
Superpositionsprinzip:
Sind x; und x5 Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung T'(x) = 0, so ist

auch jede Linearkombination c;xy + cox fiir beliebige Konstanten ¢q, co € R eine Losung
mit T'(c1xy + caxe) = 1T (x1) + 2T (z2) = 0.

Die Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung definieren wegen des Super-
positionsprinzips einen Vektorraum und man kann zeigen, dass es genau n linear un-
abhingige Losungen der homogenen linearen Differentialgleichungen gibt. Jede Menge
{z1,...,2,} von n linear unabhéngigen Losungen der homogenen linearen Differential-
gleichung nennt man Fundamentalsystem. Kennt man ein solches Fundamentalsystem,
so lasst sich die allgemeine Loésung der homogenen Differentialgleichung schreiben als

Linearkombination der Fundamentallésungen:

Allgemeine Losung von T'(z) = 0:
x(t) :chxk(t) mit ¢, e R k=1,...,n.
k=1

{Tk }r=1. n: linear unabhéngige Fundamentallosungen mit 7'(zx) =0,k =1,...,n

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung T'(x) = f ldsst sich dann

wie folgt darstellen:
Allgemeine Losung von T'(x) = f (siehe (4.1)):

z(t) ::vp(t)—i—chxk(t) mit ¢, e R k=1,...,n.
k=1
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xy: linear unabhéngige Fundamentallosungen mit T'(z;) =0, k=1,...,n

z,: spezielle Losung mit T'(x,) = f (genannt Partikulirlésung)

Zur Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1)) bendtigt man also eine Parti-
kulérlosung z, sowie ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialglei-

chung.

4.3.1 Bestimmung von Fundamentall6sungen

Zur Bestimmung von Fundamentallosungen wéahlen wir den Ansatz
z(t) = exp(At) (A konstant).
x ist beliebig oft differenzierbar mit
2/ (t) = Aexp(Mt), 2" (t) = Nexp(Mt),. .., z™M(t) = A" exp(At).
Einsetzen dieser Ableitungen in die Differentialgleichung liefert die Gleichung
exp(At) (A" + ap A" 4 Lo+ e A +ag) = 0.

Wegen exp(At) > 0 ist diese Gleichung genau dann erfiillt, wenn A eine Nullstelle des

charakteristischen Polynoms
Pn(A) = N+ an N e\ +ag

ist. Das charakteristische Polynom ist ein Polynom n-ten Grades und besitzt nach dem
Hauptsatz der Algebra n Nullstellen, die reell oder komplex sein kénnen. Im komplexen
Fall treten Nullstellen immer als konjugiert komplexes Paar auf, d.h. mit A ist auch X eine
Nullstelle. Nullstellen kénnen auch mehrfach auftreten. Wir diskutieren die verschiedenen
Fille.

Fall 1: Es treten nur einfache reelle Nullstellen auf

Bezeichnen Ay, ..., A\, die n verschiedenen Nullstellen des charakteristischen Polynoms, so

ergeben sich aus dem gewéhlten Ansatz die zugehorigen Losungen
z;(t) = exp(A;t), j=1,2,...,n,

welche linear unabhédngig sind und ein Fundamentalsystem darstellen. Die allgemeine

Losung der homogenen Differentialgleichung lautet dann:

n

z(t) =iy (t) + ...+ cpzn(t) = Z cj exp(A;t)

J=1
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mit beliebigen Koeffizienten cy, ..., c, € R. die homogene Differentialgleichung.

Beispiel 4.3.1
Gegeben sei die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

2" (t) + 52’ (t) + 62(t) =0

mit Anfangswerten

z(0) =2, 2/(0)=3.
Der Ansatz x(t) = exp(At) fihrt auf das charakteristische Polynom
MAbA+6=A+2)A+3)=0 = A\ =-2)\=-3.
Daraus ergibt sich die allgemeine Losung
x(t) = c1 exp(—2t) + co exp(—3t) (c1,co € R konstant).
Finsetzen der Anfangswerte:
c1t+c=2, —2c1—3c=3 = c¢1=9,c=-7
Losung des Anfangswertproblems:

x(t) = 9exp(—2t) — Texp(—3t).

Fall 2: Es treten einfache komplexe Nullstellen auf

O.B.d.A. sei Ay = a + ib mit a,b € R eine komplexe Nullstelle des charakteristischen
Polynoms. Dann ist auch Ay = A\ = a — ib eine Nullstelle.

Die zugehorigen komplexen Losungen lauten dann

z1(t) = exp((a+ib)t) = exp(at) exp(ibt)
= exp(at) (cos(bt) + isin(bt)),

x9(t) = exp((a —1ib)t) = exp(at) exp(—ibt)

xp(at) (cos(—bt) + isin(—bt))

= exp(at) (cos(bt) — isin(bt)) .

I
@

Wir sind jedoch nicht an komplexen Losungen interessiert, sondern nur an reellen Losun-

gen. Diese konnen wir durch Linearkombinationen von z; und x5 erhalten, denn es gilt:

L @nD) +as(t) = explat) cos(b),
%(xl(t)—xg(t)) = exp(at)sin(bt).
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Daraus ergeben sich die beiden reellen Losungen

exp(at) cos(bt) und exp(at) sin(bt).

Beispiel 4.3.2
Ldse
2"(t) + 2'(t) + z(t) = 0.
Das charakteristische Polynom und dessen Nullstellen lauten:
9 1
)\+)\+1:0, )\172:—5
I

a

LY

2

~~

=b

Lésung: (c1,c2 € R)
t 3 t 3
2(t) = cyexp (—5) cos (%_t) + coexp (—5) sin (\/T_t) .

Abbildung [{.1] zeigt eine spezielle Lisung. m

50

O L

-50 +

-100 r

-150 r

-200

_250 1 1 1
-10 -5 0 5 10

Abbildung 4.1: Losung fiir ¢; = ¢o = 1.

Fall 3: Es treten mehrfache relle Nullstellen auf

Ist A\ eine k-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so sind die Funktionen
exp(Mt), texp(Mt), ..., t"lexp(\t)

Losungen der linearen homogenen Differentialgleichung.
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Fall 4: Es treten mehrfache komplexe Nullstellen auf

Ist A = a + ib (und damit auch A\ = a — ib) eine k-fache komplexe Nullstelle des charak-

teristischen Polynoms, so sind die Funktionen
t/ exp(at) cos(bt), ' exp(at)sin(bt), j=0,..., k—1.

Losungen der linearen homogenen Differentialgleichung.

Wir deuten im folgenden Beispiel an, wie man auf die Losungen in den Féllen 3 und 4
kommt. Dazu verwenden wir d’Alemberts Methode, die sich analog auch fiir homogene

Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten anwenden 148t.

Beispiel 4.3.3
Differentialgleichung:
2" (t) + 42/ (t) + 4x(t) = 0. (4.2)

Charakteristisches Polynom:
MA4d+4=\N+2)72=0 = A=Ay = —2.
Damit ist
x1(t) = cexp(—2t) (4.3)

fiir alle Konstanten ¢ Losung.
Fiir ein Fundamentalsystem fehlt uns jedoch noch eine linear unabhdngige zweite Losung,

die wir nun mit d’Alemberts Methode konstruieren.

d’Alemberts Idee:

Ersetze die Konstante c in durch eine Funktion v(t) und versuche, v so zu bestimmen,

dass v(t) - x1(t) Losung von ist.

Aus dem Ansatz von d’Alembert folgt

2(t) = v(t) - i(t) = v(t) exp(~21),
2'(t) = v'(t)exp(—2t) — 2v(t) exp(—2t) = exp(—2t) (v'(t) — 2v(t)),
2"(t) = —2exp(—2t) (V'(t) — 2v(t)) + exp(—2t) (v"(t) — 20'(¢))
= exp(—2t) (—4v'(t) + 4v(t) + V" (1))
Finsetzen dieser Beziehungen in die Differentialgleichung und Zusammenfassen von

Termen liefert
exp(—2t) (v"(t) — 40'(t) + 4v(t) + 40'(t) — 8v(t) + 4v(t)) =0
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bzw.

v"(t) = 0.

Zweifache Integration liefert
v(t) = et + oo,

wober ¢; und co reelle Integrationskonstanten sind. Finsetzen von v in liefert die
Lésungsdarstellung
x(t) = ¢y texp(—2t) +cg exp(—2t) .
—— ——
=:2(t) z1(t)
Hierin sind x1 und xo linear unabhingige Losungen und {1, xo} ist somit ein Fundamen-

talsystem. [

Mit Hilfe der Falle 1-4 kénnen wir nun homogene lineare Differentialgleichungen n-ter

Ordnung vollstdndig 16sen und ein Fundamentalsystem bestimmen.

4.3.2 Bestimmung einer Partikulédrlosung

Nachdem wir homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten vollstédndig 16sen kénnen, bendtigen wir nur noch eine Methode, um eine
Partikularlosung fiir die inhomogene Differentialgleichung zu bestimmen.

Héufig verwendet man hierfiir spezielle Ansétze, die von der Form der Inhomogenitéit f
abhéngen. Die folgende Tabelle fasst geeignete Ansatzfunktionen z, fiir einige Inhomo-
genitidten f zusammen. Hierin bezeichnet s die kleinste Zahl, so dass kein Term in z,(t)

Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ist:

f(t) zp(t)

P.(t) = apt™ + agt™ o4y, [ £ (At + At L+ Ay)
P,(t) exp(at) 5 (Apt™ + At 1+ ...+ A,) exp(at)

P,(t) exp(at) sin(fSt) 5 [(Apt" + Ait" 1 + ... + A,) exp(at) cos(St)
+ (Bot" + Bit" ' + ... + B,) exp(at) sin(5t)]

P,(t) exp(at) cos(5t) t5 [(Agt™ + Ajt" 1 + ... + A,) exp(at) cos(St)
+ (Bot" + Bit" ' + ... + B,) exp(at) sin(5t)]
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Die in den Ansatzen auftretenden Konstanten bestimmt man durch Einsetzen in die

inhomogene Differentialgleichung.

Beispiel 4.3.4 (Ansatz vom Typ der rechten Seite I)

Finde eine Partikuldriésung von
2 (t) — 32 (t) — 4x(t) = 3exp(2t).
Ansatz vom Typ der rechten Seite:
z,(t) = Aexp(2t), A konstant.
Finsetzen von x, in die Differentialgleichung liefert
4Aexp(2t) — 6Aexp(2t) — 4Aexp(2t) = 3exp(2t) & —6Aexp(2t) = 3exp(2t)

und somit A = —%. FEine Partikuldrlosung ist daher gegeben durch

z,y(t) = —% exp(2t).

Das folgende Beispiel zeigt, dass der Faktor ¢* in der obigen Tabelle benétigt wird, wenn
sich heraus stellt, dass die Ansatzfunktion z.B. fiir s = 0 gerade die Losung der homogenen
Gleichung ist.

Beispiel 4.3.5

Bestimme eine Partikuldrlosung von
2" (t) + 4x(t) = 3cos(2t).
Ansatz:
z,(t) = Acos(2t) + Bsin(2t), A, B konstant.

Finsetzen von x, liefert

(4A — 4A) cos(2t) + (4B — 4B) sin(2t) = 3 cos(21).

=0

Es existiert keine Ldsung!
Begriindung: {sin(2t), cos(2t)} ist ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.
Daher liefert unser Ansatz gerade die allgemeine Losung der homogenen Gleichung und

kann daher keine Losung der inhomogenen Gleichung sein.

Ndachster Versuch:
xp(t) =t (Acos(2t) + Bsin(2t)), A, B konstant

(© 2016 by M. Gerdts



4.3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND
DIFFERENTIALOPERATOREN 119

(also s =1 in der obigen Tabelle). Einsetzen liefert
3
—4Asin(2t) + 4B cos(2t) = 3cos(2t) = A=0,B= 7
FEine Partikuldrlosung ist gegeben durch

z,(t) = %t sin(2t).

Bemerkung 4.3.6
Ist die Inhomogenitit eine Summe der angegebenen Funktionen, etwa f(t) = fi(t)+ fa(t),
so kann eine Partikuldrlosung durch Aufspaltung x,(t) = x,1(t) + x,2(t) mit geeignetem

Ansatz fiir x,1 und x,9 berechnet werden. "

Die folgende Methode der Variation der Konstanten ist generell anwendbar und ist

nicht auf bestimmte Ansatzfunktionen beschrankt.

Beispiel 4.3.7 (Variation der Konstanten)

Bestimme eine Partikuldrlosung von
" (t) + da(t) = 2.
Die Liosung der homogenen Gleichung lautet

xp(t) = ¢1 cos(2t) + cosin(2t), c1,02 € R,

Variation der Konstanten:

Ersetze ¢y und ¢y durch Funktionen ui(t) und us(t) und bestimme uy und uz, so dass
x(t) = uy(t) cos(2t) + ua(t) sin(2t) (4.4)

eine Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Problem:

Falls wir x einfach in die Differentialgleichung einsetzen, bekommen wir lediglich eine

einzelne Gleichung fiir die beiden unbekannten Funktionen u; und uy. Dies erlaubt mehr-

deutige Lésungen.
Idee: Formuliere eine zweite Gleichung, so dass u; und us eindeutig festgelegt sind.

Es gilt
2/ (t) = —2uq(t) sin(2t) + 2us(t) cos(2t) + uy(t) cos(2t) + usy(t) sin(2t). (4.5)
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Wir fordern nun zusdtzlich die Gleichung
uf (t) cos(2t) + uh(t) sin(2t) = 0 (4.6)

aus folgenden Grinden: Erstens wird dadurch die Ableitung x' vereinfacht. Zweitens hangt

' nur von uy und us ab und nicht von deren Ableitungen.

Mt (@ vereinfacht sich Gleichung 2
2'(t) = —2uy(t) sin(2t) 4 2us(t) cos(2t). (4.7)
Ableiten von liefert
2" (t) = —4uy (t) cos(2t) — dug(t) sin(2t) — 2u} (¢) sin(2t) + 2ub(t) cos(2t)
bzw.

2" (t) + A(ur(t) cos(2t) + ua(t) sin(2t)) = —2u (t) sin(2t) + 2uy(t) cos(2t).
:x(t)nc;gh

Damit ist die Differentialgleichung erfillt, falls gilt

—2u} (t) sin(2t) + 2us(t) cos(2t) = 2.

Beachte, dass uy und us auch @ erfiillen miissen. Deshalb miissen wir das lineare

Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir uy und us ldsen:
uy(t) cos(2t) + ub(t) sin(2t) = 0,

—2u (t) sin(2t) 4 2uh(t) cos(2t) = 2.

Die erste Gleichung kann nach u!, aufgeldst werden:

cos(2t
sin(2t)

~—

u(t) = —ui (t)
Finsetzen von ujy in die zweite Gleichung liefert
uy(t) = —sin(2t).

Daraus folgt

Integration von u| und u} liefert
1 I
uy(t) = 5 cos(2t) + ¢, us(t) = 5 sin(2t) + cs.

(© 2016 by M. Gerdts



4.4. DIE LAPLACE-TRANSFORMATION 121

Nach haben wir die allgemeine Lisung

xz(t) = wuy(t)cos(2t) + uy(t) sin(2t)

1 1
= 3 cos(2t)* + 5 sin(2t)? + ¢; cos(2t) 4 ¢y sin(2t)

1
= gta cos(2t) + ¢y sin(2t)

und die Partikuldrlosung

Bemerkung 4.3.8
Die hier vorgestellten Techniken und Methoden fiir inhomogene lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten lassen sich auch auf Systeme von

linearen Differentialgleichungen tibertragen. Details finden sich im Anhang[A.5 [

4.4 Die Laplace-Transformation

Wahlt man in Beispiel die spezielle Funktion
K(t,s) = exp(—st)

sowie das unendliche Intervall [a,b] = [0, 00), so erhdlt man die Laplacetransformation

£UAYs) = [ O expl-st)it

Diese ordnet einer Funktion f : R, — R die Laplace-Transformierte F'(s) = L{f}(s)
zu. Dieser Operator ist linear, aber die Existenz der Laplace-Transformierten ist nicht fiir
alle s gesichert. Daher bezeichnen wir f : R, — R als Laplace-transformierbar, wenn
F(s) fiir mindestens ein s € R existiert.

Die Laplace-Transformation ist eineindeutig (bijektiv), d.h. die Laplace-Transformierte
F = L{f} ist eindeutig durch f bestimmt und umgekehrt (Existenz vorausgesetzt). Ins-

besondere existiert die Inverse Laplace-Transformation f = L '{F}, welche ebenfalls

linear ist.
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Menge der Laplace-trans- Menge der Laplace-

formierbaren Funktionen Transformierten

Abbildung 4.2: Laplace-Transformation und inverse Laplace-Transformation

Wir betrachten einige Laplace-Transformationen.

Beispiel 4.4.1

6) S0 =1 i}
L{1} = F(s) = / exp(—st)dt = 1, s> 0.

S
(ii) f(t) =t mitn € N:

Durch partielle Integration ergibt sich die Rekursionsvorschrift:

+00 00
1 oo
L{t"} = /t" exp(—st)dt = {_—St” exp(—st)} +g/t”1 exp(—st)dt
0 0
= E,C{t”_l} firn >0 unds>0.
s

Mit (i) gilt dann

n=1 : L{t} =iL{1} =5 s>0

n=2 : L{*} =2L{t} =2=2% s>0

n=3 : L{’} =32L{*} =5=3 s>0
no o L{"} =25 firs >0

(111) f(t) =exp(t) =

L{exp(t)} = F(s) = /OOO exp(t) exp(—st)dt = /000 exp(—(s—1)t)dt = 1 57 1.
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f(t) = exp(—t) =

L{exp(—t)} = F(s) = /000 exp(—t) exp(—st)dt = /000 exp(—(s+1)t)dt = —ll- 5> —1.

S

() f(t) =sin(t) = Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich
L{sin(t)} = F(s) = / exp(—st)sin(t)dt = ... =1— s*F(s).
0

Auflosen nach F(s):
1
in(t)} = F(s) = —— .
L{sin(t)} (s) 251 ° >0
(v) f(t) = cos(t) = Durch partielle Integration ergibt sich

s
s2+1

L{cos(t)} = F(s) = /000 exp(—st) cos(t)dt = ... = sL{sin(t)} =

fiir s > 0.

Es gibt zahlreiche Rechenregeln fiir die Laplacetransformation. Wir betrachten hier nur
eine, die es uns erlaubt, lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu

16sen. Dabei geht man wie folgt vor:

(i) Wende die Laplace-Transformation auf eine Differentialgleichung an.

(ii) Lose die resultierende Gleichung fiir die Laplace-Transformierte Y = L(y) der ge-
suchten Losung y der Differentialgleichung.

(iii) Fiihre die Riicktransformation durch und bestimme die zur Laplace-Transformierten
Y gehorende Funktion y = L71(Y).

Der grofle Vorteil der Laplace-Transformation ist, dass die Differentialgleichung fiir y in
Schritt (ii) in eine algebraische Gleichung fiir Y transformiert wird. Die resultierende
algebraische Gleichung kann oft bzgl. Y gelost werden. Die Hauptschwierigkeit besteht in
der Riicktransformation

y= LYY},
dem inversen Problem der Laplace-Transformation. Es gibt jedoch umfangreiche

Tabellen von Funktionen und ihren Laplace-Transformationen mit deren Hilfe man die
Riicktransformation in (iii) héufig durchfithren kann, vgl. Tabelle im Anhang.

Wir mo6chten nun eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten mithilfe
der Laplacetransformation 16sen und verdeutlichen die Vorgehensweise an einem konkre-

ten Beispiel.
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Gesucht ist die Losung y des Anfangswertproblems
y't) +y@) =f@), y(0)=2, ¢(0)=1,
mit f(t) = sin(2t).

Da die Laplacetransformation ein linearer Operator ist, konnen wir diese auf die Differen-

tialgleichung anwenden und erhalten die Gleichung

L")+ L(y) = L(f). (4.8)

Die Laplace-Transformierte der Losung y bezeichnen wir mit Y = £(y) und die Laplace-

Transformierte von f konnen wir in Tabelle nachschauen oder selber ausrechnen:

2

L) =5

Allerdings benétigen wir auch die Laplace-Transformierte von y”. Wie sieht die aus?

Mittels partieller Integration ergibt sich

400 —+00

1 e ;o\ EXp(—st
0 \u// o = 0 : -5
0 1 +o00
= @ +3 / ' (t) exp(—st)dt, s> 0.
\O ,
—c{y}
Damit folgt fiir s > 0
L{y}y = —y(0) + sL{y}. (4.9)

Rekursive Anwendung der Vorschrift (4.9) liefert dann Formeln fiir hohere Ableitungen:

Ly = L4 = =y (0) +sL{y}
= —y/(0) + s (—y(0) + sL{y})
= $L{y} — (sy(0) +4/(0)),
Ly = $SL{y} — (s*y(0) + sy'(0) + 4" (0))

Insgesamt:
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L{y™} = s"L{y} — (s"'y(0) + ...+ sy"2(0) + y"1(0)) .

Damit kénnen wir nun die transformierte Differentialgleichung (4.8) formulieren:

2
2 _

s°Y (s) — sy(0) —y'(0) + Y (s) = L

Einsetzen der Anfangswerte y(0) = 2 und ¢'(0) = 1 und Auflésen nach Y'(s) liefert

y( )_253—1—52+85+6
VTR A2 4)

Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz

as+b+cs+d
241 s244

Y(s) =
und Koeffizientenvergleich liefert a« = 2,¢ = 0,0 =5/3,d = —2/3 und

2s 5/3  2/3
241 s241 244

Y(s) =
Nachschauen in der Tabelle im Anhang liefert die inverse Transformation
S . 1.
y(t) = 2cos(t) + 3 sin(t) — 3 sin(2t),

was die Losung fiir das Anfangswertproblem ist.

Bemerkung 4.4.2
Die obige Vorgehensweise lisst sich prinzipiell fir inhomogene lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten durchfiihren. Man kann die Laplace-
transformation analog auf Systeme von linearen Differentialgleichungen anwenden. Dies
fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Laplace-Transformierten, welches gelost
werden muss. Danach erfolgt dann die Riicktransformation wie tiblich. [

(© 2016 by M. Gerdts



Kapitel A

Anhang

A.1 Diskrete Fourier-Transformation

Fiir eine gegebene Funktion f sind die Fourierkoeffizienten &, £ = 0,4+1,...,+n, in
Satz i.a. schwer zu berechnen, da die Integrale i.a. nicht analytisch berechenbar
sind. Daher bietet es sich an, diese durch ein geeignetes Verfahren zur Approximation von
Integralen zu approximieren. Hierzu eignet sich auf Grund ihrer periodischen Struktur
insbesondere die zusammengesetzte Trapezregel, welche ein Verfahren zur Approximation

von bestimmten Integralen der Form

b
I[f] :—/f(x)dx, a,beR,a < b,

ist. Dazu wird das Intervall [a, b] durch Einfiihrung von dquidistanten Stiitzstellen

_b—a

x;=a+1th,i=0,...,n, h (A.1)

n

in Teilintervalle [x;, x;11] zerlegt und auf jedem Teilintervall wird die Funktion f durch

eine stetige und stiickweise lineare Funktion approximiert, vgl. Abbildung

e
f%

fo fa

h s

| 1 | |
a=2xy I To T3 T4 rs b= xg

Abbildung A.1: Zusammengesetzte Trapezregel fiir n = 6.

Intervallweises Ausrechnen der Flacheninhalte (Trapeze) fiir die stiickweise lineare Funk-
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tion liefert die zusammengesetzte Trapezregel oder iterierte Trapezregel

Lif = 2 @)+ h Y e + 5 50)

Wir wenden nun die zusammengesetzte Trapezregel mit dquidistanten Stiitzstellen
27k
T = N
mit N € N an, um die Fourierkoeffizienten & fiir eine gegebene 2m-periodische Funktion

k=0,...N,

f zu approximieren.

Mit der Abkiirzung g(z) = f(x)exp(ikx) erhalten wir die Approximationen
1 2
ap, = — g(z)dz

X
)
>1|H
=¥
VN
N —
=y
S
N
+
M
S\)—‘
8
N
+
N —
=y
5]
z
~—

= ‘ f(xj)exp(ikz;)

fir k = 0,+£1,...,£n. Es wird sich herausstellen, dass diese diskreten Fourierkoeffizienten
eine analoge Rolle wie die kontinuierlichen Fourierkoeffizienten bei der Approximation von

Funktionen auf dem Gitter {zo, ..., zx} spielen. Um dies zu sehen, definieren wir

w(x) = exp(ir),

Wi = exp(iky;) =w(z;)*,  k=0,....n—1,j=0,...,N—1.
Es gilt:
Satz 1.1.1
Die Vektoren
wp
Wk = : , k=0,...,n—1, (A.2)
va—1

bilden ein Orthonormalsystem in CN bzgl. des Skalarproduktes

1
(y,z) == Nz*y.
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B v e (0.0 1} gilt

| N =,
(WP, W) = N Z exp(ikx;) exp(ikz;) = N 1=1
§=0 §=0
Fir k # ¢ gilt
N-1
¢,k 1 PRERT I -
(Ww") = N exp(ikx;) exp(ilx;)
7=0
| N
= % exp(i(f — k)x;)
§=0
=,
= ¥ > " exp(i(l — k)2r /N
§=0
1 1—exp(i(l — k)2n/N)N
N 1-—exp(i(f — k)27/N)
! 1-1
N 1—exp(i({ — k)2r/N)
= 0.
[
Wir méchten nun gegebene Funktionswerte f; an den Stiitzstellen z;, j = 0,..., N — 1,
bestmdglich approximieren. Wir erhalten:
Satz 1.1.2
Seien f;, 7 =0,...,N —1, gegebene komplezxe Zahlen, n < N und
= N
dk:Nijexp(ikxj):Nijwf, kE=0,....,n—1.
§=0 §=0
Dann st :
f = ézkwk
k=0
die eindeutig bestimmte Bestapprozimierende an f = (fo,..., fy-1)" in dem durch

{WF | k = 0,...,n — 1} aufgespannten Vektorraum bzgl. der euklidischen Norm, d.h.
es gilt

n—1
1F =l <If=th  VE=) e
k=0

Im Falln = N gilt ||f —t|l =0, d.h.
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_ Fir ¢=0,...,n—1 gilt

(F =y = (F = 3k o) = () — 3 b, o) = (f,) — = 0.
k=0 0

3
—

i

Nach dem Projektionssatz ist £ also die eindeutig bestimmte Bestapproximierende
an f. Im Fall n = N ist f € span{w®,...,w" 1}, woraus die Behauptung folgt. .

Wir betrachten nun den Fall N = n etwas genauer. Wegen

n—1 n—1
deexp(ikxj)zz&kwf:fj, j=0,...,N—1,
k=0 k=0

definiert X
t(z) = Z Gy exp(ike) (A.3)

k=0
ein interpolierendes trigonometrisches Polynom mit (x;) = f;, j = 0,..., N — 1. Definiere

firk=0,1,...,n—1
1 n—1 1 n—1
A = - ij cos(kx;), By, = - ij sin(kx;).
Jj=0 7=0
Damit gilt
1 n—1
140 = 5:253137 130:: 07
=0

n—1
1 .
Anpp = - g 0(_]—)]fj, Byjs =0 (falls n gerade),
]:

dk = Ak—in, kzl,...,n—l,
dn—k = Ak—f—ZBk, k‘Zl,...,?’L—l.

Weiter folgt fir k=1,...,n—1

Ay exp(ikx) + ay, g exp(i(n — k)x)
= (Ax —iBy)(cos(kx) + isin(kx)) + (A + iBy)(cos(kx) — isin(kx))
= 2(Ajcos(kx) + Bysin(kx)) .

Zusammen mit dem interpolierenden trigonometrischen Polynom (A.3)) erhalten wir dar-

aus folgendes Resultat, welches den Begriff trigonometrische Interpolation rechtfertigt.
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Satz 1.1.3 (trigonometrische Interpolation)

Seien f;, 7 =0,...,n— 1, gegebene komplexe Zahlen und

n—1
1
apg = ﬁ Zf])
§=0
1 n—1
Qnj2 = — Z(_l)jfj fiir n gerade,
n
§=0
2 n—1 n
ax = ﬁjgofjcos(kxj), keN k<5,
2 n—1 n
by, = ﬁjzofjsin(kxj), kEeN k< 5

Setze fiirn =20+ 1 (n ungerade)

(ay, cos(kx) + by sin(kx))

>
—
8
S~—
I
e
o
_|_
Eoud
M-
—

t(x) =ao+ Y (apcos(kx) + by sin(kx)) + a cos(fx).

Dann gilt t(x;) = f; firj =0,...,n— 1.
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A.2 Tabellen zur Laplacetransformation

Nr. | Zeitfunktion y(¢) Transformierte Y'(s)
1
1 1 -
s
N n!
2 ¢ gntl
3 (—at) !
exp(—a
P s+a
4 1 t 1
J— e _—
TP\T 1+ sT
1 1
2 (1 — exp(—at
5| 20— exp(an) —
6 1 (—t/T) !
P s(1+sT)
T (ew(-an) - ep(-b) 1
exp(—at) — exp(— —
g P P (s+a)(s+b)
N exp(—t/Tz) — exp(—t/T>) 1
T1 — TQ (1 + STl) (1 + STQ)
9 t (—at) !
-exp(—a
P (s +a)?
1 1
1 — .t /T -
0 e t-exp(—t/T) (5 sT)?
a b—a (s+a)
11 - . —bt
p T o) s(s+b)
T-T (1+sT)
12 1 —t/T} —_—
+ T exp(—t/Th) S(L+ 5T1)
13| L (exp(—at) = 1+a-t) !
g2 \PiTe “ s%(s+a)

Tabelle A.1: Korrespondenzen zur Laplace—Transformation
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Nr. | Zeitfunktion y(t) Transformierte Y (s)
14| Teexp(—t/T)+t—T -
P s2(1+ sT)
15 1 1—(at+1 —at !
-3 [1 = (at + 1) exp(~at)] st a2
T+t 1
1 1 1 1 1
17 p + | exp(—at) — 3 exp(—bt) SGrOGTD
18 1 + T1 . exp(—t/Tl) — T2 . exp(—t/TQ) 1
T — Ty 8(1—|—8T1)(1—|—ST2)
19 (c—b) exp(—at)+(a—c) exp(—bt)+(b—a) exp(—ct) 1
(a—b)(a—c)(c—0) (s+a)(s+b)(s+c)
(Ty = To)(Ty — T5)(Ty — T5)] - ]
20 [Tl (Tg—Tg)exp(—t/Tl) + 15 <T3—T1)6Xp(—t/T2) (1+ST1)(1+8T2>(1+8T3)
+13 (T1 — To) exp(—t/T3)]
1 . 1
21 ; . 51n(wt) m
29 ( t) L
cos(w P
1 . S
23 E -t 51n(wt) m
2 2
24 t - cos(wt) 87602
(52 + w?)
. w
25 Slnh(wt) m

Tabelle A.2.: Fortsetzung
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Nr. | Zeitfunktion y(x) Transformierte Y'(s)

26 cosh(wt) i

2 _ .2
27 ! (= Duwt) sin(v/1—D? wt) !
— €X —1JWT) S111 — w
vV1—D2w P 52 + 2Dws + w?
v1-D? w

28 exp(—Dwt) sin(v/1—D? wt) s2 4+ 2Dws + w?

s+ Dw
$2 + 2Dws + w?

29 exp(—Dwt) cos(v'1—D? wt)

30 exp(—6t) sin(wet) M;ﬁ . We=Vw— 62
=v1—Dw
5406
31 exp(—dt) cos(wet) Grotiad’ We = Vw — 62
=+1—-D%w
We
32 exp(—dt) sinh(wet) Gror—at’ We = V02 — w?
s - %e
5406
33 exp(—dt) cosh(wet) Gror—wt’ We = V02 — w?

Tabelle A.2.: Fortsetzung

(© 2016 by M. Gerdts



134 ANHANG A. ANHANG

A.3 Lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

In technischen Anwendungen treten héufig Systeme von gekoppelten Differentialgleichun-

gen auf, die sich gegenseitig beeinflussen.

Definition 1.3.1 (Lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung)

FEin lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung ist von der Form
‘T/l (t) = a11$1<t> + Q1229 (t) AF oo TR Cllnl'n<t) T f1 (t)
.73/2 (t) = a21$1<t) —+ Q999 (t) AF oo TR CLQn.fI?n(t) a4F fQ(t)
() = anri(t) + anara(t) + ... + appxn(t) + fu().

In Matrixnotation lautet es

—

Z'(t) = AZ(t) + f(b), (A.4)
wobei
aipr - Qip (1) . fi(t)
A=+ i 2= |, =
Tl 200 G T (t) fa(t)

—

Gilt f(t) = 0 fir alle t, so heifst das Differentialgleichungssystem homogen, ansonsten
inhomogen.

Jede zeitabhingige Vektorfunktion Z(t), die das lineare Differentialgleichungssystem
1. Ordnung erfillt, heiffit L6sung.

Bemerkung 1.3.2
Es gibt eine enge Beziehung zwischen der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung in

mit konstanten Koeffizienten, d.h.
() + an V() + .+ a2 (t) + agz(t) = f(t)
und dem linearen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung in .
Definiert man ndamlich in die Funktionen xy, firk = 1,...,n durch zx(t) = 2*=Y(¢),
so erhdlt man das lineare Differentialgleichungssystem
ri(t) = wa(t),
Ty(t) = ws(t),

xlnfl(t) = l’n(t>,
z(t) = —agr1(t) —a1xa(t) — ... — ap_12,(t) + f(t)
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bzw. in Matriznotation

x(t) 1 x1(t) 0

o _ . : . :
(1) 1 Tn-1(t) 0

xl (t) —ag —a; ... —GQp_q T (1) f(t)

#(0) A #(0) o

Also kann jede lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung als lineares Differen-
tialgleichungssystem erster Ordnung mit einer speziellen Matrix A und einer speziellen

Inhomogenitit fgeschrieben werden. [

Analog zu den linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung gelten das Superpositions-
prinzip und die allgemeine Losungsdarstellung als Summe einer Partikulérlésung und eines

Fundamentalsystems.

Satz 1.3.3 (Superpositionsprinzip)
Sind & und iy Losungen des homogenen linearen Differentialgleichungssystems 1.Ordnung,

so ist auch c1T + coy fiir alle ¢y, co € R Ldsung.

IS s ol

(@) + (1)) = af'(t) +cd' (1)
= AZ(t) + 2 AY(t)
= A(a@(t) + c2y(t)).

Die Losungen des homogenen linearen Differentialgleichungssystems definieren also wie-
der einen Vektorraum. Der folgende Satz besagt, dass es genau n linear unabhingige
Losungen des homogenen linearen Differentialgleichungssystems gibt. Dabei heiflen die
m Vektorfunktionen 71, ..., 7, linear unabhingig im Intervall (a,b), wenn aus der

Gleichung
aZi(t)+ ...+ cn@n(t) =0  Vte (a,b)

stets ¢ = ... = ¢, = 0 folgt.

Satz 1.3.4 (Allgemeine Losung des homogenen linearen Differentialgleichungs-

systems 1. Ordnung)
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Es gibt genau n linear unabhdngige Liosungen Ty,...,T, des homogenen linearen Diffe-

rentialgleichungssystems
z'(t) = AZ(t).

Die allgemeine Liosung lautet

F(t) = adi(t),

k=1

wobet ¢y, . .., c, beliebige reelle Zahlen sind.

Definition 1.3.5 (Fundamentalsystem)
Jede Menge {Z1,...,%,} von n linear unabhingigen Lisungen des homogenen linearen

Differentialgleichungssystems heifst Fundamentalsystem.

Kennt man noch eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, so 148t sich die allge-

meine Losung wie folgt angeben:

Satz 1.3.6 (Allgemeine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems
1. Ordnung)
Sei T, eine spezielle Lisung (genannt Partikulidrlésung) der inhomogenen Differenti-
algleichung und {Zy,...,Z,} ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung.
Die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems lautet dann

wobei ¢y, . .., c, beliebige reelle Zahlen sind.

Nach Satz bendtigt man zur Losung von also wieder eine Partikulérlosung 7,
sowie ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

Wir widmen uns zunéchst wieder dem homogenen Fall und berechnen hierfiir Fundamen-
talsysteme. In Abschnitt werden wir dann Partikulérlosungen berechnen.

Homogene lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung
Im Folgenden gelte f =01in |D d.h. wir betrachten das Differentialgleichungssystem

7'(t) = AZ(t). (A5)
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Zur Bestimmung einer Losung wéhlen wir den Ansatz
Z(t) = Uexp(At) (A und ¥ konstant).
7 ist differenzierbar mit
7'(t) = Mexp(At).
Einsetzen dieser Ableitung in die Differentialgleichung liefert die Gleichung
AUexp(At) = Avexp(At).

Wegen exp(At) > 0 ist diese Gleichung genau dann erfiillt, wenn A das folgende Eigen-
wertproblem 16st:
AU = A\

Satz 1.3.7

Ist A ein Figenwert von A und U ein zugehoriger Figenvektor, so ist
Z(t) = Uexp(At)

eine Lésung von .

Aus der Hoheren Mathematik I wissen wir bereits, dass es genau n Eigenwerte zur Matrix
A € R™™ gibt, wobei diese auch komplexwertig sein konnen und mehrfach auftreten
konnen. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind stets linear unabhéngig, so dass
die zu verschiedenen Eigenwerten gehérenden Losungen stets linear unabhéngig sind.
Wie fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung diskutieren wir wieder verschiedene
Fille.

1. Fall: Alle Eigenwerte sind reell und einfach

Fiir die n verschiedenen reellen Eigenwerte Aq,...,\, und die zugehdrigen linear un-

abhédngigen Eigenvektoren 7, ..., 9, bilden die Funktionen
T(t) = rexp(Mit), . .., Tn(t) = U exp(Ant)
ein Fundamentalsystem.

Beispiel 1.3.8

Betrachte das homogene lineare Differentialgleichungssystem

1 -1 1
7)) = AZ(t) mit A=| -1 1 1
1 1 -1
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Die FEigenwerte von A berechnen sich zu Ay = 1, Ay = 2 und A3 = —2. Zugehdrige

Figenvektoren lauten

1 1 1
_;1 - 1 5 172 = —1 ; ’(73 == 1
1 0 -2

1 1 1
Ti(t)= | 1 |exp(t), Za(t)= | —1 | exp(2t), T3(t)= 1 | exp(—2t).
1 0 —2

Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung lautet

1 1 1
Zt)=c | 1 |exp(t)+co| —1 | exp(2t)+c3 1 | exp(—2t).
1 0 —2

2. Fall: Es treten einfache komplexe Eigenwerte auf

O.B.d.A. sei \; = a + ib ein einfacher komplexer Eigenwert mit Eigenvektor v7. Dann ist
auch der konjugiert komplexe Wert Ay = A\ = a — ib ein einfacher Eigenwert und o; ist
ein Eigenvektor zu As.

Die zugehorigen komplexen Losungen lauten dann

Z(t) = Gexp((a+ib)t)
= ) exp(at) (cos(bt) + isin(bt))
%) = iexp((a—ib)t)
(

= 9, exp(at) (cos(bt) — isin(bt))
= Z(t).

Wir sind jedoch nicht an komplexen Losungen interessiert, sondern nur an reellen Losun-
gen. Diese konnen wir durch Linearkombinationen von z; und 25 erhalten, wobei zu be-

achten ist, dass auch die Eigenvektoren komplexe Vektoren sind. Es gilt

(Z1(t) + 22(t)) = Re(#1(1)),

I;D|HMIH

- (21(t) — 22(1)) = Im(Z1(2)).
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Daraus ergeben sich die beiden reellen Losungen
Ti(t) = Re(Z(t)), T(t) = Im(Z,(t)).

Beispiel 1.3.9

Betrachte das homogene lineare Differentialgleichungssystem

11
-1 1|

Die Eigenwerte von A berechnen sich zu Ay = 1+ 1 und Ay = 1 — 1. Zugehdérige Eigenvek-

ofi) +o[2]

Damit erhdlt man die komplexen Losungen

T'(t) = AZ(t) mit A=

toren lauten

Zi(t) = 1 ] exp(t)(cos(t) + isin(t)) = <

(4

+1

1
0

2 ] ) exp(t)(cos(t) + i sin(t)),
0
1

L) = _t]exp(t)(cos(t)—isin(t))—<[(1] —i[ ])exp(t)(cos(t)—isin(t))
und die reel;en Lésungen

T = (1) expl(t) cos(t) — [?]exp(t) sin(t),

H() = (1) exp(t)sin(t) + | © | exp(t) cos(t).

Die allgemeine Liosung lautet damait

1 cos(t) + cosin(t) ] ‘
—cy sin(t) 4 o cos(t)

Z(t) = exp(t) [

3. Fall: Es treten mehrfache reelle Eigenwerte auf und algebraische und geo-

metrische Vielfachheit sind gleich

Ist A ein k-facher reeller Eigenwert und stimmen zusétzlich geometrische und algebrai-
sche Vielfachheit iiberein (wichtig!), so gibt es zu diesem Eigenwert k linear unabhéngige

Eigenvektoren vy, ..., ;. Die Funktionen
71(t) = vy exp(At), ..., Tx(t) = Uy exp(At)
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sind dann linear unabhéngige Losungen des homogenen Differentialgleichungssystems.

Beispiel 1.3.10

Betrachte das homogene lineare Differentialgleichungssystem

0

)= AZ@t) mit A=| 0 -1
1 0 —
2

N[ =

O NI

1
2
Die Eigenwerte von A lauten Ay = 0 und Ay = —1 (doppelter Eigenwert). Ein Eigenvektor

zum Figenwert A\ = 0 lautet

1
5= | o
1
Zum Eigenwert Ao = —1 gehdren die linear unabhdingigen Eigenvektoren
0 1
vp= |11, Uz = 1
0 -1

1 0 1
W)= 0|, BB = |1 |exp(-t), #HO=| 1 |exp(-1)
1 0 —1

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

1 0 1
Ft)=ci | 0 | +ca| 1 |exp(—t)+es 1 | exp(—t).
1 0 -1

4. Fall: Es treten mehrfache komplexe Eigenwerte auf und algebraische und

geometrische Vielfachheit sind gleich

Dieser Fall kann analog zum 3. Fall behandelt werden, wobei die Losungsdarstellungen

aus dem 2. Fall zu Grunde liegen.

5. Fall: Es treten mehrfache reelle oder komplexe Eigenwerte auf und alge-

braische und geometrische Vielfachheit sind nicht (!) gleich
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Ist A ein k-facher reeller Eigenwert, wobei geometrische und algebraische Vielfachheit
nicht iibereinstimmen, so ist die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert A\ kleiner
als k. Es gibt also nicht geniigend linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert A,

um k linear unabhéngige Losungen zum Eigenwert A angeben zu kénnen.

Beispiel 1.3.11 (vgl. HM I)
Die Matrix

A= € R

S O >
S > =
> = O

besitzt den Figenwert X mit algebraischer Vielfachheit 3 und geometrischer Vielfachheit

1. Der Eigenraum ist eindimensional und wird durch den Vektor [1,0, 0]T aufgespannt. m

In diesem Fall muss man die Eigenvektoren durch sogenannte Hauptvektoren ergénzen.

Jeder Hauptvektor der Stufe 1 ist dabei ein Eigenvektor.

Definition 1.3.12 (Hauptvektor der Stufe k)
FEin Vektor v heifit Hauptvektor der Stufe k zum FEigenwert \ der Matrix A, wenn

(A=XD5=0 und (A—ADF5#40

qgilt.

In der Hoheren Mathematik I haben wir gelernt, dass jede Matrix eine Jordan-Zerlegung

besitzt (Satz 4.1.19), woraus sich folgende Aussagen ableiten lassen:

Satz 1.3.13

(a) Zu jedem Eigenwert A mit algebraischer Vielfachheit k gibt es k linear unabhingige

Hauptvektoren.
(b) Hauptvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhingig.

Nach (a) und (b) besitzt eine nxn-Matriz damit stets n linear unabhdngige Hauptvektoren.

Hat man einen Hauptvektor bestimmt, so ergibt sich damit die folgende Losung des ho-
mogenen linearen Differentialgleichungssystems (verifiziere die Losung durch Einsetzen in

die Differentialgleichung).
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Satz 1.3.14

Ist U ein Hauptvektor der Stufe k zum Eigenwert A\ der n x n-Matriz A, so ist

N
—

| &

Z(t) = exp(At) +(A— MY v

<.
Il
=
<o

eine Losung des homogenen linearen Differentialgleichungssystems .

Beispiel 1.3.15

Betrachte das homogene lineare Differentialgleichungssystem

1 00
-1 2 0
-1 1 2
-1 1 0 2

o O O

7'(t) = AT(t) mit A=

Die Eigenwerte der unteren Dreiecksmatriz A lassen sich leicht auf der Diagonalen able-
sen: Ay = 1 ist einfacher Figenwert und Ay = 2 ist dreifacher Figenwert (die algebraische
Vielfachheit ist also 3).

Zum Figenwert Ay = 1 gehort der Eigenvektor v1 und zum Eigenwert Ay gehoren die linear
unabhdngigen Eigenvektoren Us und U3, wobei die Dimension des Figenraums nur 2 ist
(die geometrische Vielfachheit ist also 2):

1 0 0
- 1 5 0 . 0
1= 0 9 Vg = 1 ) U3 = 0
0 0 1

Fiir den Eigenwert Ay miissen wir also einen Hauptvektor der Stufe 2 berechnen und dafiir

das lineare Gleichungssystem (A — X\ I)?%, = 0 losen, also

1000 va 0
1000 v | |0
0000 v || 0O
0000 o 0

Es muss vy = 0 gelten. Zusdtzlich sind wir nur an einem zu Us und Uz linear unabhdngigen

Hauptvektor interessiert, so dass vgs # 0 gelten muss. Wir kénnen also etwa

0

Uy =

1
0
0
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wdhlen. Damit stellen die folgenden vier linear unabhdngigen Lésungen ein Fundamental-

system dar, vgl. Satz|1.3.14):

1 0 0
. 1 0 . 0
Ti(t) = 0 exp(t), o(t) = . exp(2t), T3(t) = 0 exp(2t),
0 0 1
sowie
f4(t) = eXp(Zt) (1744-75(/1—)9[)274)
0 -1 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 1 1
= 2t +t = 2t).
)| 11000 ;| oP)
0 -1 1 0 0 0 t

Die Berechnung der Hauptvektoren ist mitunter nicht so einfach. Hat man jedoch die
Hauptvektoren bestimmt, so lassen sich die Losungen in Satz [1.3.14] einfacher angeben:

() = exp(At)U

To(t) = exp(At) (U + t(A — N)Vy) = exp(At) (U + t1)

. N et
Tp(t) = exp(At) (Uk +tUp_ 1+ ...+ = 1)!v1) )

Wir betrachten noch den

Spezialfall: Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts ist eins.

Fiir diesen Fall, in dem der Eigenraum also eindimensional ist, wurde in Bemerkung 4.1.20
in der Hoheren Mathematik I angedeutet, wie Hauptvektoren einfach berechnet werden

konnen. Dazu kann man beginnend mit einem Eigenvektor ¢} mit
(A= X7, =0
die Hauptvektorkette
(A= MN)Uy =Up—y, L=2,...,k,

16sen. Hierzu muss in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem mit der nicht invertier-
baren Matrix A — Al gelost werden. Der Losungsvektor v, mit 2 < ¢ < k ist dann ein
Hauptvektor der Stufe £.
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Beispiel 1.3.16

Wir betrachten wiederum die Matrix

A1 0
A=10 X 1| eR¥®
0 0 A
mit dem S3-fachen Figenwert X und Figenvektor v; = [1,0,0]T. Zur Bestimmung eines

Hauptvektors der Stufe 2 muss das folgende lineare Gleichungssystem gelost werden:

o O O
o O =
S = O
N2
I

Dieses Gleichungssystem besitzt z.B. die Lisung v = [0, 1, O]T.
Zur Bestimmung eines Hauptvektors der Stufe 3 muss das folgende lineare Gleichungssy-

stem geldst werden:

010 0
00 1 |03=]1
000 0

Dieses Gleichungssystem besitzt z.B. die Lisung v3 = [0, 0, 1]T.
Die folgenden Lésungen des homogenen linearen Differentialgleichungssystems Z'(t) =

AZ(t) stellen demnach ein Fundamentalsystem dar:

1 0 1 t
Z1(t) =exp(At) | 0 |, Z2(t) = exp(At) 1L |+t]0 =exp(At) | 1
0 0 0 0
und
0 e 1a
Z3(t) = exp(\t) 0|+t| 1]+ 5752 0 =exp(At) | ¢
1 0 1

Bestimmung einer Partikulidrlésung fiir inhomogene lineare Differentialglei-
chungssysteme

Nachdem wir in Abschnitt die Losung des homogenen linearen Differentialgleichungs-
systems bestimmt haben, widmen wir uns nun der Berechnung einer Partikularlosung
fir das inhomogene System (A.4]). Dies geschieht wieder mittels Variation der Kon-

stanten.
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Seien linear unabhéngige Losungen ¥y, k = 1,...,n, des homogenen linearen Differential-

gleichungssystems gegeben. Fiir die zu bestimmende Partikularlésung #, wahlen wir den

Ansatz
Bplt) =Y up(t)Ti(t)
k=1
mit noch zu bestimmenden Koeffizientenfunktionen wy(t), & = 1,...,n. Einsetzen in die

Differentialgleichung liefert

B (1) = AZ,() = f(1) = Y [ wh@F(t) + un() B'(1) | =Y wn()AZ(1) — F(1)
k=1 — AT (1) k=1

k=1

Damit die Differentialgleichung erfiillt ist, miissen die Koeffizientenfunktionen wy(t), k =

1,...,n, also so gewihlt werden, dass

—

S (Bt = £t

gilt. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir u}.(¢), k = 1,...,n, wenn man die Vektoren

71 (t) als Spalten einer Matrix auffasst:

Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur Bestimmung einer Partikuldrlosung:

Algorithmus 1.3.17 (Variation der Konstanten)

(0) Gegeben: Fundamentalsystem {Z1,...,%,} fir (A.5).
(1) Lése das lineare Gleichungssystem fir Wy (t), ... ul,(t).

’'n

(2) Integriere die Funktionen u), firk =1,...,n (mit beliebigen Integrationskonstanten,
etwa 0):
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(3) Eine Partikulirlésung lautet

k=1
Beispiel 1.3.18
Lése
Z'(t) = AZ(t) + f(t) mit A= . ft) = .
(t) = A7(t) + Ft 0_3] fo-| 5.,
Zundchst losen wir das homogene System. Die Eigenwerte von A lauten Ay = —1 und
Ay = —3 mit zugehorigen Eigenvektoren

e[+ [

Damit beschreiben die folgenden Lésungen ein Fundamentalsystem.:

7 (1) = [ ! ] exp(—t), Tlt) = [ b ] exp(—31).

Die allgemeine Lisung des homogenen Systems lautet also

()= [ (1) ] exp(—t) + ¢

1 ] exp(—3t)

mait beliebigen Konstanten c; und cs.

Zur Bestimmung einer Partikuldrlosung losen wir das Gleichungssystem

| ) () | [“é(” ] = f(t)

us(t)
bzw.
exp(—t) exp(—3t) ui(t) | 3t—1
0 —exp(=3t) | | wb(t) | | —=3t+2

nach vy und v}, auf und erhalten

uy(t) = —exp(3t)(—3t +2),
uy(t) = exp(t) (3t — 1+ exp(—3t) exp(3t)(—3t +2)) = exp(t).
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Integration mit Integrationskonstante 0 liefert
us(t) = — /exp(3t)(—3t + 2)dt = (t — 1) exp(3t),
uy(t) = exp(t).

Damit ist durch

81

Tp(t) = wi(t)@1(t) + ua(t)Za(t)

= exp(t) ! exp(—t) + (t — 1) exp(3t) [ _1 ] exp(—3t)
1 t
B +(75_1)[—1 :ll—t]

eine Partikuldrlosung gegeben. Nach Satz[1.5.0 lautet die allgemeine Losung des infomo-
genen Differentialgleichungssystems

t
1—-1

mat beliebigen Konstanten c; und cs. n

+c
1o

! ] exp(—t) + co

1 ] exp(—3t)
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