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INHALTSVERZEICHNIS 1

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit betrachte ich die Poisson-Gleichung Au® = f auf dem Ein-
heitsquadrat €2, wobei auf der unteren Kante I' des Quadrats €2 sich Dirichlet- und
Neumann-Randbedingungen mit der Periode ¢ abwechseln.

Das Problem wird homogenisiert und in der ersten und zweiten Ordnung der asymptoti-
schen Entwicklung findet man u® — ug € H*(Q) bzw. v¥ = e~ (u® —ug) — 09 € L*(Q).
Mit der Methode der 2-Skalen-Konvergenz mit Parametern erhidlt man
Ve (215 €Y) N vo(w1,y) = Oaug(1,0)X0(y) € L?((0,1) x Y), wobei Yo die Zelllssung in
der Periodizititszelle Y := (0,1) x RT ist.

Insbesondere bekommt man als effektive Randbedingung im zweiten Entwicklungs-
term ¥p|r = agOoug, wobei sich die Zahl ay unabhingig von f aus dem Zellproblem
bestimmen 148t. Eine Fehlerabschitzung [|u® — uo||g(q) = O(¢/?) und unter verbes-
serten Regularitdtsannahmen ein Corrector Result fiir die asymptotische Entwicklung
uo(x) + evo(x1, £) werden gezeigt.

Unser Resultat ermoglicht eine praktikable numerische Losung des Problems. Anwen-
dungen fiir unser Ergebnis finden sich in der Elektro- und Magnetostatik, desweiteren
bei der stationdren Warmeleitungsgleichung oder in der Stromungsmechanik und dort
insbesondere in der Bodenphysik.

In this diploma thesis I consider the Poisson equation Au® = f on the unit square
Q, where on the lower boundary I' of the square €2, we have Dirichlet and Neumann
boundary conditions, alternating with period €.

The problem is homogenized and in the first and second order of the asymptotic
ezpansion we find u¢ — ug € H'(Q), v° = e u® —wy) — T € L*(Q) re-
spectively. By wusing the method of two scale convergence with parameters we get
(z1seys) = vo(z1,y) = Ohuo(w1,0)%0(y) € L((0,1) x Y), where %o is the cell
solution in the periodicity cell Y := (0,1) x RT.

In particular, we get as an effective boundary condition in the second order term
of the asymptotic expansion Uglr = agbaug, where we can determine the number
ag out of the cell problem, independently from f. We show an error estimate
[uf = uol| iy = O(e"/?) and under further reqularity assumptions a corrector result
for the asymptotic development ug(x) + cvo(x1, Z).

Our result enables a practically feasible numerical treatment of the problem. Applicati-
ons for our result can be found in electro- and magnetostatics, further by considering
the stationary heat equation or in flurd mechanics and there particularly in soil physics.

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung



Teil 1

Einleitung

1 Einordnung und Struktur der Arbeit

1.1 Bisherige Resultate

In diesem Abschnitt soll zuerst ein kurzer Uberblick iiber andere Arbeiten mit #hnli-
chen Problemstellungen und eine Einordnung dieser Arbeit gegeben werden.

Seit Einfithrung der Methode der Homogenisierung 1970 durch Sanchez-Palencia im
Rahmen der Theoretischen Physik ist ein grofie Anzahl von Artikeln und Biichern er-
schienen, die sich mit der Homogenisierung verschiedenster Gleichungen befasst haben.
Darunter auch zahlreiche Arbeiten, die perforierte Gebiete (siehe z.B. [JOS94], [0S95])
bzw. schnell oszillierende Rénder zum Thema haben (siehe z.B. [BMS92], [Sar98]).
Perforierte Rénder und periodisch abwechselnde Dirchlet- und Fourier-Randbedin-
gungen wurden von Chechkin und Gadyl’schin in [CG99] fiir elliptische Randwertpro-
bleme gelost. Zuféllig abwechselnde Randbedingungen wurden in [BC99] betrachtet.
Die Homogenisierung einer periodischen Randbedingung fiir die Warmeleitungsglei-
chung in R? erfolgte durch Filo und Luckhaus (siehe [FL95], [Fil98], [FL0O0]). Ein ver-
wandtes, zeitabhingiges Problem mit freiem Rand wurde von Schweizer gelost (siehe
[Sch02]). Alle diese Artikel verwendeten dabei Tartar’s Energie-Methode.

In dieser Arbeit homogenisieren wir die Poissongleichung Au® = f, f € L*(Q) in R?
zu oszillierenden Randbedingungen auf einem Teil I' des Randes. Dabei wechseln sich
Dirchlet- und Neumann-Randbedingungen periodisch ab. Der Beweis wird dabei zuerst
einmal mit der Energie-Methode gefithrt und noch einmal unabhéngig davon mit 2-
Skalen-Konvergenz mit Parametern. Letztere Methode gibt zusétzlich Aufschluss iiber
das mikroskopische Verhalten. Nach Kenntnis des Autors wurde dieses Problem mit
der Methode der 2-Skalen-Konvergenz bisher noch nicht betrachtet.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 geben wir eine kurze Einfithrung in die in dieser Arbeit verwendeten
Methoden. Dabei werden die wichtigsten Standardresultate zusammengestellt und die
im Weiteren dieser Arbeit verwendeten Aussagen auch bewiesen.

Dann leiten wir in 3.1 die homogenisierte Losung ug des Ausgangsproblems, Problem
A, her. Danach betrachten wir den Entwicklungsterm erster Ordnung in ¢,

€

c . U — Ug

v = ,
3
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1.2 Aufbau der Arbeit 3

wobei € die Periodizititslange ist. Wir ersetzen zuerst noch die homogenen Dirchlet-
Randbedingungen auf den seitlichen Réndern durch periodische Randbedingungen.
Unser Hauptresultat ist dann der folgende Satz, den wir bereits hier formulieren wollen.
Auflerdem erhélt man wie schon in Problem A ein homogenisiertes Problem, bei dem
nur Dirichlet-Randbedingungen vorliegen, wihrend das e-Problem gemischte Randbe-
dingungen hat.

Haupttheorem (Theorem II.2)
a) Es existiert eine eindeutige Losung v¢ in H'(2) des folgenden Problems B zu g :=
Doug € HY?(T) fiir alle € > 0:

Av® = 0 VzeQ, (1.1)
v© = 0 VeeljUull, (1.2)
O = e'g Vaxerls, (1.3)
v° 1-periodisch in ;. (1.4)

b) Fiir ¢ gegen Null konvergiert v — @ schwach in L*().
c¢) Fiir ein a¢ € R, welches nicht von ug abhéngt, ist 9y die eindeutige schwache Losung

von:
Aty = 0 Ve, (1.5)
i = 0 Vzell, (1.6)
vy = aog VreTl, (1.7)
N 1-periodisch in ;. (1.8)

Der Beweis erfolgt in drei grofileren Schritten. Zuerst zeigen wir Theorem I1.2 a), b)
und (1.5), (1.6) sowie (1.8) in Abschnitt 4.2. Als néchstes betrachtet man dann das
Zellproblem in 4.4 mit der Losung Y. Drittens zeigen wir unabhéngig voneinander
die effektive Randbedingung (1.7) mit der Energie-Methode und der Methode der 2-
Skalen-Konvergenz.

Die Zahl a stellt sich dabei als Mittelwert der Zelllosung yo heraus. Wir geben noch
numerisch gefundene Ergebnisse fiir xo auf [ und fiir ag an. Mit der zweiten Methode
bekommen wir auch Information iiber das mikroskopische Verhalten. Fiir den 2-Skalen-
Limes mit Parameter ys, vo, gilt vo(x1, y1,y2) = O2uo(z1,0)Xo (Y1, Y2)-

In Kapitel 6 kehren wir wieder von periodischen zu homogenen Dirchlet-Randbedingun-
gen zuriick, um dann in Kapitel 7.1 die Giite der homogenisierten Losung uy mit der
urspriinglichen Losung u® zu vergleichen und durch eine Korrektur mit o bzw. vo(-, 2)
Zu verbessern.

Anschlielend folgt eine Diskussion, wie die Resultate dieser Arbeit weiter untersucht
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werden kénnten und es werden einige Anwendungen aufgefiihrt. Insbesondere wird auf
ein Beispiel aus der Bodenphysik eingegangen.

Der Anhang enthélt den Beweis einiger Standardresultate aus der Theorie der Homo-
genisierung und eine Zusammenstellung verschiedener Poincaré-Ungleichungen.

2 Eine kurze Einfithrung in die Homogenisierung

2.1 Motivation effektiver Gleichungen

In vielen Anwendungen trifft man auf Gleichungen, die zugleich von Variablen
abhéngen, die auf einer makroskopischen Skala liegen, wie auch von Variablen, die
auf einer mikroskopischen Skala liegen. Meistens interessiert man sich nur fiir das
makroskopische Verhalten der Losungen und mochte die mikroskopischen Variablen
eliminieren, indem man iiber diese mittelt. Man sucht also “effektive” Gleichungen.
Eine solche Situation liegt z.B. bei einem Gemisch zweier Werkstoffe vor, fiir das man
die Warmeleitungsgleichung betrachtet, wobei man sich fiir die effektive Leitfahigkeit
des Gemisches interessiert (siehe z.B. [Hum99], [Hum00]).

Ein Beispiel aus dem Bereich der Medizin wére der Blutfluss durch ein Netzwerk feiner
Aderchen.

Ein Beispiel aus dem Bereich der Bodenphysik sind porose Medien. Man interessiert
sich z.B. fiir den effektiven Druck und betrachtet die Navier-Stokes-Gleichung. Dabei
mochte man iiber umstromtes festes Material (z.B. Sandkérner) von mikroskopischer
Grofle oder allerkleinste wasserdurchléssige Poren hinweg mitteln. Als asymptotische
Gleichung erhélt man das schon 1856 von Henry Darcy experimentell gefundene und
nach ihm benannte Darcy-Gesetz. Eine mathematische Herleitung des Darcy-Gesetzes
in porosen Medien findet sich in [All97a].

In der Praxis erweist es sich auch numerisch oft als nicht praktikabel, die Ausgangs-
gleichungen zu einer gegebenen kleinen Periodenldnge ¢ zu l16sen oder man bendtigt
Penalty-Methoden (siche z.B. [AL98]). Dies motiviert neben dem eigentlichen Interesse
am makroskopischen Verhalten, die Idee die Ausgangsgleichungen zu “homogenisieren”.
Unter Homogenisierung versteht man das Vorgehen, nicht die exakten Losungen der
urspriinglichen Gleichungen fiir ein festes € zu suchen, sondern es werden die asympto-
tischen Gleichungen fiir £ | 0 bestimmt und dann diese gelost. Die mikroskopischen

Variablen, typischerweise von der Form xe~!

, werden dabei als unabhéngige Variablen
y aufgefasst und die homogenisierten Gleichungen sind nur noch von den makroskopi-
schen Variablen abhingig. Die Homogenisierung ist gerechtfertigt, wenn man nachher
fiir € gegen Null eine Konvergenz der exakten Losung gegen die asymptotische Losung

in einem geeigneten Banachraum zeigen kann.
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2.2 Periodisches Verhalten auf der mikroskopischen Skala 5)

Das Prinzip der Homogenisierung lasst sich auch auf Mehrskalensysteme verallgemei-
nern, in dem man sukzessive beziiglich der jeweils kleinste Skala homogenisiert und die
restlichen Skalen dabei festhélt und dann das Verfahren iteriert (siehe z.B. in [A1197b])!.

2.2 Periodisches Verhalten auf der mikroskopischen Skala

Der mathematisch am einfachsten behandelbare Fall ist der des periodischen Verhal-
tens auf der kleinen Skala. Bei einem elliptischen Randwertproblem kann es sich dabei
etwa um eine periodische Abhéngigkeit der Koeffizienten des Operators handeln oder
um periodisch alternierende Randbedingungen.

Oft bietet sich als Ansatz eine asymptotische Entwicklung der Form uf(z) =
uo(x) + euy(z, %) 4+ %us(z, £) 4 ... an, wobei u° die Losung des Ausgangsproblems ist
und v die Losung des homogenisierten Problems. Die u;, j € N*, seien Y -periodisch.
Dabei sei Y = (0,11) x ... x (0,ly) mit [; € RT fiir alle ¢ € {1, ..., N} die Periodizitéts-
zelle. Leider ist diese Entwicklung zunéchst nur formal und lésst sich a posteriori nicht
immer mathematisch rechtfertigen. Mit dieser Methode kann man jedoch oft die Form
des homogenisierten Problems erraten.

Die Annahme der Periodizitdt scheint in der Natur eher unrealistisch, aber man
bekommt oft brauchbare Modelle. Wenn zum Beispiel maschinelle Fertigungsprozessen
betrachtet werden, kann dagegen das periodische Setting gerechtfertigt sein.

Desweiteren existieren Methoden fiir die Homogenisierung fiir quasi-periodische und
fast quasi-periodische Situationen. Ebenso gibt es in einigen Fiéllen auch bei speziellem
stochastischem Verhalten auf der mikroskopischen Skala Homogenisierungs-Resultate,
wenn etwa das zuféllige Verhalten ergodisch ist (siehe z.B. [Koz78], [BMW94]). Ergo-
dizitédt heifit anschaulich, dass jede zuféllige Kombination an irgendeinem Ort oder zu
irgendeinem Zeitpunkt auch einmal realisiert wird. Dies erlaubt dann die Mittelung
iiber die Elementarzellen.

Eine Einfithrung und ein Uberblick in die Theorie der Homogenisierung findet sich auf
mathematischem Niveau u.a. in [Hor97] oder [JKO94]. Desweiteren sei auf [SP80] als
eines der ersten Lehrbiicher iiber die Homogenisierung verwiesen, allerdings wendet
es sich an theoretische Physiker und Ingenieure und bietet z.T. keine mathematisch
rigorosen Beweise.

2.3 Ein Beispiel eines Homogenisierungs-Resultats

Der folgende Abschnitt bringt als Beispiel das zentrale Homogenisierungs-Resultat fiir
elliptische Randwertprobleme mit einer Koeffizientenmatrix A, deren Eintrige peri-
odisch oszillieren. Er orientiert sich dabei im wesentlichen an [CD99]. Dieses Beispiel

!Man bezeichnet dieses Verfahren als Reiterierte Homogenisierung.
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2.3 Ein Beispiel eines Homogenisierungs-Resultats 6

soll nur das allgemeine Vorgehen und die dazu entwickelten Methoden illustrieren. Im
Teil IT der Arbeit werden wir dagegen ein Homogenisierungs-Resultat fiir periodisch
oszillierende Randbedingungen zeigen.

Zuerst machen wir die folgende Konvention, dass x; fiir alle ¢ € N* makroskopische

1

Variablen bezeichne, withrend die y; = e~ 'a; fiir alle 7 € N* mikroskopische Variablen?

sind. Desweiteren sei e~ € N*.
Das Standard-Beispiel ist das eines elliptischen Randwertproblems

V-AVu = f inQ, (2.1)
u® = 0 auf 09, (2.2)

wobei wir A°(z) := A(%) definieren und A € (L*°(Q))"*N eine Y-periodische, ellipti-
sche Matrix sei. Y C RY, offen, bezeichne dabei die Periodizitétszelle. Man mochte das
asymptotische Verhalten der Losung € fiir € | 0 zu gegebenem f € H () bestimmen.

Die Zellprobleme Um dieses Problem zu homogenisieren, konstruieren wir zuerst
Hilfsfunktionen x;,i € {1,...,N} und y;,i € {1,..., N}, die man als Losungen pe-
riodischer Randwertprobleme in der Periodizitétszelle bestimmt. Diese 2N Probleme
bezeichnet man als Zellprobleme. Wir untersuchen fiir alle 7 € {1, ..., N} das jeweilige
Problem
vy ’ A<y>vy§(z = vy ) A(y)ei inY,
Xi Y -periodisch,

/m:o
Y

bzw. die Probleme zur transponierten Matrix AT

Vy - A" ()Vxi = V,-A"(y)e; inY, (
Xi Y -periodisch, (

/YXiZO- (

Damit lasst sich nun das Hauptresultat der Homogenisierung formulieren. Das Resultat
geht auf Sanchez-Palencia zuriick (siehe z.B. [SP80]).

NN
=W

DO
ot
~—

Theorem 1.1 (Homogenisierung eines elliptischen Operators) Sei f € H1(Q)
und u® Losung des Problems (2.1) und (2.2), dann gilt fiir € | 0, dass

2) ut — ug € H&(Q),
i) AV — AgVuy € L*(Q)N,

’Da die mikroskopischen Variablen schnell oszillieren, werden sie oft auch als schnelle Variablen
bezeichnet.
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2.4 Die Energie-Methode nach Tartar 7

wobei 1y das homogenisierte Randwertproblem

V'onUO = f in Q, (26)
ug = 0 auf 00

eindeutig 16st. Die Matrix A, ist konstant und fiir die Koeffizienten von Aq gilt
cty =i 7 [ AW = Tty V() € {1 N
bzw. dquivalent dazu gilt

s =i g7 AW = Vuwhy Vi) € {1 VY

Die homogenisierte Matrix ldsst sich also durch die Hilfsfunktionen x; oder x;
ausdriicken. Auflerdem kann man zeigen, dass auch Ay elliptisch ist. Desweiteren
stellt man fest, dass aus der Symmetrie von A auch die Symmetrie von Ag folgt. Im
Allgemeinen ist aber Ay nicht diagonal, wenn A eine Diagonalmatrix ist.

Es sei im Weiteren vereinbart, dass Losungen der von € abhéngigen Ausgangsprobleme
rechts oben mit dem Index ¢ gekennzeichnet werden, wiahrend an die homogenisierten
Losungen rechts unten ein Index 0 angehéingt wird?®.

Beweis Fiir den Beweis dieses Satzes gibt es verschiedene Zugénge. Insbesondere
kann man das Resultat mit der Methode der oszillierenden Testfunktionen nach Tar-
tar (siehe [Tar78]) und mit der Methode der 2-Skalen-Konvergenz nach Allaire (siehe
[A1192]) zeigen. Wir beweisen dieses Theorem im Anhang A.1 mit beiden Methoden un-
abhéngig voneinander. Auf die Energie-Methode und die 2-Skalen-Konvergenz werden
wir jetzt nédher eingehen.

2.4 Die Energie-Methode nach Tartar

Die Idee der Methode besteht darin, mit schnell oszillierenden Testfunktionen der Form
ows,i € {1,..., N} zu arbeiten, wobei ¢ € C§°(Q2) beliebig ist. Die w$ konstruiert man
sich aus den Zelllosungen. Man definiert

wi(y) = e-y—xi(y)

und  wi(z) = €wi<§> =€ T — 5Xi(§)-

3Diese Konvention motiviert sich durch die asymptotische Entwicklung u® = ug + cuq + €2us..., in
der uy der Entwicklungsterm nullter Ordnung in € ist.
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2.5 Die Methode der 2-Skalen-Konvergenz nach Allaire und Nguetseng 8

Aus der Mittelwerteigenschaft oszillierender Funktionen (Lemma A.1) folgt dann

ows 2 4z, Durch Testen des Problems (2.1) und (2.2) mit ¢w$ ldsst sich dann
Theorem 1.1 beweisen (siche Anhang A.1).

Insbesondere bekommt man einen expliziten Ausdruck fiir den homogenisierten Ope-
rator. Die Energie-Methode setzt nicht die Symmetrie der Koeffizienten voraus.

Der Name der Methode kommt daher, dass man damit die Konvergenz der “Ener-
gie” [, A*Vus - Vuf — [, AgVug - Vg zeigen kann. Eine auch auf nicht-periodische
Situationen verallgemeinerte Form der Energie-Methode ist die H-Konvergenz, H wie
Homogenisierung.

2.5 Die Methode der 2-Skalen-Konvergenz nach Allaire
und Nguetseng

Die 2-Skalen-Konvergenz wurde von Nguetseng eingefiihrt (siehe [Ngu89]) und von
Allaire weiterentwickelt. Fiir die Darstellung der 2-Skalen-Konvergenz folgen wir meist
dem Artikel “Homogenization and two-scale convergence” von G. Allaire, [A1192]. Ahn-
lich wie bei Tartar’s Energie-Methode betrachtet man glatte oszillierende Testfunktio-
nen ¢(x,y), die in y periodisch sind. Der Unterschied besteht darin, dass bei Tartar’s
Energie-Methode die Testfunktionen ¢w; speziell zur Matrix A konstruiert wurden,
wéahrend bei der 2-Skalen-Kovergenz allgemeinere oszillierende Testfunktionen erlaubt
sind, dafiir muss man aber spezielle Funktionenrdume einfiihren.

Mit Hilfe der 2-Skalen-Konvergenz lassen sich aulerdem Korrekturresultate zeigen, die
den Ansatz einer asymptotischen Entwicklung u®(z) = uo(z)+eus (z, £)+eug(x, 2)+...
rechtfertigen.

Definition I.1 (2-Skalen-Konvergenz) FEine Folge von Funktionen v in L?(Q)
heisst 2-Skalen-konvergent gegen ug(z,y) € L*(Q x Y), wenn fiir alle ¢(z,y) €
Ol O (Y)] gilt, dass

lim | u(2)e(z, dm— |Y|//u0 z,y)é(x, y)dydz.

€l0

Wir benutzen dafiir im folgenden die Notation u® EN Ug.

Definition 1.2 (Zuléssige Testfunktionen) Eine Funktion ¢(z,y) € L*(Q x V),
Y -periodisch in y, heifit zuldssige Testfunktion genau dann wenn gilt, dass

lgiﬂ)l/gzﬁ )Vdr = |Y|//<bx ) dydz. (2.8)
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2.5 Die Methode der 2-Skalen-Konvergenz nach Allaire und Nguetseng 9

Alle Funktionen aus Cg°[2; C%°(Y')] sind zuldssige Testfunktionen. Genauso gilt dies
fiir die Funktionenrdaume LP[Q; C(Y)] und LE[Y; C°(Q)]. Aber nicht alle Funktionen
aus L?(Q2 x V), sind zulissige Testfunktionen. 4

Es stellt sich die Frage, wann zu einer Folge von L?-Funktionen ¢ ein 2-Skalen-Limes
existiert. Die Antwort, dass dies fiir alle gleichmiflig in € in L?*(€2) beschriinkten Funk-
tionen, zumindest fiir eine geeignete Teilfolge der Fall ist, liefert der folgende Satz.

Theorem 1.2 (Kompaktheitssatz) Aus allen beschrinkten Folgen u. € L*(Q),
konnen wir eine Teilfolge auswihlen und es existiert ein 2-Skalen-Limes ug(x,y) €
L*(Q2 x Y), so dass diese Teilfolge gegen v im Sinne von Definition 1.1 konvergiert.

Beweis Sei ¢ € L*[Q; CY(Y)]. Fiir diese Testfunktionen gilt
T
|¢(x, E)HLQ(Q) < oz, )l 20509 (v (2.9)

und damit ¢(-, 2) € L*(©2) und insbesondere sind die ¢’s zuléssige Testfunktionen, d.h.
(2.8) ist erfiillt. (Der Beweis von (2.9) erfolgt durch Approximation mit Treppenfunk-
tionen, siche ([All92], Lemma 1.3)).

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt daraus

]/ng(xw(x,g)d:c\ < const (2.10)

mit einer positiven, von £ unabhéngigen Konstanten. Deswegen kann man fiir festes ¢
dann * als stetige Linearform U¢ auf L*[Q; C%(Y)] auffassen, d. h.

<U% ¢ Z L2009 (V)] LAQ:C% (V)] = /Qua(fﬁb(% g)d% (2.11)

wobei die Klammer < - - > das Dualitdtsprodukt bezeichnet. Nach (2.10) ist U*®
gleichméBig in e beschriankt, d.h. ||U€H[L2(Q);C%(Y)}/ < const.
AuBerdem weifl man, dass L*[Q; C’%(Y)] separabel ist, denn Q C R? ist bzgl. des
Lebesgue-Mafl meBbar und L?(2) ist separabel. Also kann man aus jeder beschrinkten
Folge aus L*[Q; CY(Y)] eine Teilfolge, wiederum mit U* bezeichnet, auswéhlen, so dass
Ue = Uy (Satz iiber die schwache Folgenkompaktheit, vgl. [Alt99], 6.5, S. 213). Damit
gilt einerseits

< Uos @ > r2(as0q, (V) L2[0%(V)] = 151?61 < U 9 > 121009 vy, L210:09,(v))

= lgiﬂ)l Qif(&:)(é(x, g)dx, (2.12)

4Nach Kenntnis des Autors sind die minimalen Voraussetzungen, die an zulissige Testfunktio-
nen zu stellen sind, nicht bekannt. So kann man fiir L>[(; Li& (Y)] € L*(Q2 x Y) ein Gegenbeispiel
konstruieren, siehe [CD99], p.175/176

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung



2.5 Die Methode der 2-Skalen-Konvergenz nach Allaire und Nguetseng 10

andererseits ist die rechte Seite im letzten Ausdruck nach (2.10) gleichméBig in € be-
schriankt und damit folgt

’ < Uo, ¢ >L2[Q o (Y)]’ L2[; C’O | < const V¢ € Lz[Q C#( )] (213)
Da L?[Q; C%(Y')] dicht in L*(Q x Y) ist, ldsst sich Uy stetig auf L?(Q x ') fortsetzen.

Im Hilbertraum L?(Q x Y) gilt der Riesz’sche Darstellungssatz, d.h. es existiert ein
eindeutiges Element u € L?(2 X Y), so dass

<Uné>= [ uwy)oe.g)dody. (2.14)
QxYy
Kombiniert man die letzte Gleichung mit (2.12), so erhélt man
lim [ w@)o(e, s = [ utwy)oe.g)dody (2.15)
el0 Jo € QxY

- . o 2
und dies ist, wenn man ug = |Y'|u setzt, gerade die Definition von u® = ug. O

Im Folgenden werden nun einige Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen 2-Skalen-
Konvergenz und schwacher bzw. starker Konvergenz zusammengestellt.

Lemma I.1 Sei v eine Folge in L2(€2), so dass u¢ — ug € L2(Q x Y). Dann gilt:
a) Mittelwerteigenschaft

. L2(Q) . 1
um—wmzm/wmm, (2.16)
Y
b)
N 1
||U||L2(Q ‘Y‘ ||u0||L2 (IxY) < hm ||U ||L2(Q) (217)
Beweis

a) Um die erste Aussage zu beweisen, geniigt es beliebige Testfunktionen aus
L?*(Q) zu betrachten, die nur von z abhingen. Denn dann gilt lim. o [, u®(z)p(z)dz

2
= ‘71| Jo [y wo(@, y)dyo(z)dx fiir beliebiges ¢ € L*(€), also u® () g ﬁ Jy wo(z, y)dy.
Der Mittelwert @ ist eindeutig, somit ist (2.16) unabhéngig von der Wahl einer Teilfolge.

b) Die erste Ungleichung in (2.17) folgt aus der Jensen’schen Ungleichung. Um das
zweite “ < “ zu zeigen, betrachtet man fiir beliebiges ¢ € L?[Q; Cgé (Y)]:

OSAW@w@)Q

el0

= lsifg u® dx—m//uoxy xydydx+|y|//gbxy dydzx.

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung
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2.5 Die Methode der 2-Skalen-Konvergenz nach Allaire und Nguetseng 11

Wir approximieren ug(x,y) durch Testfunktionen aus L?[Q; C% (Y)]. Dies ist moglich,
da L?[Q; C%(Y)] dicht in L*(Q x Y') ist. Es folgt

V] // luo(z, y) |Pdydx < hm/ r)*dx.

Die Ungleichungen (2.17) kann man anschaulich so interpretieren, dass im starken
Grenzwert am meisten Information erhalten ist, am wenigsten im schwachen. Der 2-
Skalen-Limes ug “misst” dabei die Oszillationen von v mit “Geschwindigkeit” £, die
in “Resonanz” mit den Oszillationen der Testfunktionen sind. @ mittelt hingegen iiber
alle Oszillationen hinweg.

Als Nachstes folgen einige Aussagen iiber die 2-Skalen-Konvergenz von beschrankten
Folgen in H' ().

Lemma 1.2 (2-Skalen-Limiten des Gradienten)

i) Seien u® und Vu® beschriinkt in L?(Q). Dann existiert ein u € H'(2), schwacher
Limes von u in H'(Q), und ein u; € L*(; Hy(Y)/R), so dass fiir eine geeignete
Teilfolge gilt:

= u(a),
= V() + Vyu(z,9).

ii) Seien u® und eVu® beschrénkt in L?*(Q2). Dann existiert ein ug € L?[Q; Hy(Y)],
2-Skalen-Limes von v, so dass fiir eine geeignete Teilfolge gilt:

w(a) 2 ug(z,y),

eVu (z) N Vyuo(z,y).

Beweis i) Nach dem Kompaktheitssatz (Theorem 1.2) existiert sowohl ein ug(z,y) €
L2(2xY), so dass fiir eine Teilfolge, wiederum mit u® bezeichnet, u® 2 ug, als auch ein
1o € (LA(Qx Y))V, so dass fiir eine Teilfolge, ebenfalls mit Vu bezeichnet, Vus = .
Fiir alle ¢ € C3°[Q; C2(Y)] baw. ¢ € (C5°[Q; C(Y)])™ gilt dann

lim | w(w)o(a,

Ydx = |Tll/g/Yuo(:zt,y)qb(al:,y)alydav (2.18)
e = 2 [ et agar. (219)

o8 o8

el0

bzw. lim [ Vu®(x) - ¢(x,
Q

Durch partielle Integration des Integrals auf der linken Seite von (2.19), folgt

—/ng(:c){vw-w( )+ V “)(x }dq:_/Vu )da:

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung
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und nach Multiplikation mit €, bekommt man fiir ¢ | 0

/Q/Yuo(:ﬂ,y)vy p(x, y)dydx = 0. (2.20)

Wir integrieren (2.20) noch einmal partiell und bekommen V,u, = 0, da ¢ €
(C5°(€; C2 (Y)Y beliebig gewéihlt werden kann. Damit ist uo unabhéngig von y und
nach Lemma I.1 a) folgt ug(z,y) = u(z), wobei u der schwache Limes von v in H'(Q)
ist.

Wir wihlen jetzt eine y-divergenzfreie Testfunktion ¢ und betrachten in (2.19) den
Term der Ordnung °:

. . x 1
151%1 QVU (x) - Y(x, g)da: = /Q/Yu(:Jﬁ)VgC ~(z,y)dydz.

Daher folgt nach partieller Integration auf der rechten Seite der letzten Gleichung

/Q/Y{Mo(ﬂ?,y) ~ Vu(z)} - Pz, y)dydz = 0

fiir alle ¢ € (C§°(€;C(Y)))N mit V,, - ¢ = 0. Nach der Helmholtz-Zerlegung in H*
sind die Funktionen, die bzgl. des L2-Skalarprodukts orthogonal zu den divergenzfreien
Funktionen sind, genau die Gradienten (siehe [Tem84]). Also existiert ein eindeutiges
uy € L*[Q; H, (Y)/R], so dass

po(z,y) — Vu(z) = Vyu (z,y)

und damit ist (i) gezeigt.

ii) Nach dem Kompaktheitssatz (Theorem 1.2) existiert sowohl ein ug(x,y) € L2(2xY),
so dass fiir eine Teilfolge, wiederum mit u® bezeichnet, u® EN ug, als auch ein vy €
(L2(Q2 x Y))V, so dass fiir cine Teilfolge, ebenfalls mit eVus bezeichnet, eVus — v,
Fiir alle ¢ € C3°[Q; C2(Y)] baw. ¢ € (C5°[Q; C2(Y)])™ gilt dann (2.18) bzw.

lim [ eVu(z) - Y(x, g)d:c = |71| /Q /Y vo(z,y) - (z,y)dydz. (2.21)

EJ,O O

Durch partielle Integration auf der linken Seite von (2.21) folgt

—lim [ v (2){eV, - ¢¥(z, g) +V, - Y(z, g)}dx = ﬁ /Q /Y vo(z,y) - ¥(x,y)dydx

510 (o)

und mit (2.18) haben wir

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung



2.6 Uberblick iiber andere Zuginge zur Homogenisierung 13

—/Q/Ym(x,y)vy-w(x,y)}dydxz/g2LVo(x,y)~¢(x7y)dyd:r'

Durch partielle Integration auf der linken Seite folgt (ii). O

Im Allgemeinen ist der Limes von Produkten zweier 2-Skalen konvergenter Folgen nicht
das Produkt der beiden 2-Skalen-Limiten. Unter gewissen zusétzlichen Annahmen gilt
jedoch der folgende Satz. Ein Beweis findet sich unter [Al192], Theorem 1.8.

Theorem L3  Sei u® > ug € L*(2 x Y), so dass zusitzlich

1&}1%1 w20y = |luollz2(@xy) (2.22)

erfiillt ist, dann gilt fiir ein beliebiges v° = vy € L*(QxY):

L2(Q
—\

u (z)v () )%/uo(:v,y)vo(x,y)dy. (2.23)

Die Bedingung (2.22) ist insbesondere fiir zulissige Testfunktionen erfiillt.

Damit sind wir in der Lage mit der Methode der 2-Skalen-Konvergenz Theorem 1.1
zu beweisen. Ein Beweis von Theorem I.1 mit 2-Skalen-Konvergenz befindet sich im
Anhang A.1.

2.6 Uberblick iiber andere Zuginge zur Homogenisierung

Zur Losung von Homogenisierungproblemen existieren noch weitere Methoden, u.a.
die I'-Konvergenz nach de Giorgi und dal Maso oder die G-Konvergenz nach Spagnolo.
Eine gute Ubersicht iiber die diversen Zuginge zur Homogenisierung befindet sich in
G. Allaire: Mathematical approaches and methods [of homogenization] [A1197b].

Die I'-Konvergenz ist auf allgemeinere Situationen anwendbar als die beiden oben
ausgefithrten Methoden und wird nicht nur zur Homogenisierung, sondern z.B. auch
fiir die Storungsrechung verwendet. Man betrachtet die Konvergenz eines von e
abhéngenden minimierenden Funktionals F* 5 Fy, allerdings bekommt man kein
Verfahren, um Fj konstruktiv berechnen zu kénnen.

Die Methode der G-Konvergenz ist dhnlich zur H-Konvergenz, mit dem Unterschied,
dass sie auf symmetrische elliptische Operatoren beschrankt ist. Dafiir mufl im
Gegensatz zur Energie-Methode die Konvergenz der Fliisse nicht gesondert untersucht
werden.

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung
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Teil 11

Homogenisierung periodischer
Randbedingungen

Wir untersuchen ein Problem mit oszillierenden Randbedingungen. Ein dhnliches Pro-
blem wurde in einem Artikel von Filo und Luckhaus betrachtet. In [FL95] wurde jedoch
die Diffusionsgleichung anstatt eines elliptischen Problems betrachtet und ohne Ver-
wendung der Methode der 2-Skalen-Konvergenz. Unser Ziel ist die Herleitung einer
effektiven Randbedingung und ein Corrector Result.

3 Der Entwicklungsterm nullter Ordnung

3.1 Problem A

Uns interessiert folgende Situation (Skizze mit e = §):
T2 4
1
Q
0 |Di Ni D5 N D NG 1 m

Dabei ist das betrachtete Gebiet Q := (0,1)% Auf dem unteren Rand T := (0,1) x
{0} betrachten wir Randbedingungen, die sich periodisch abwechseln. Der Rand mit
Dirichlet-Randbedingungen sei

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung
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1/e

rs = J D,
i=1

wobei

(2

Df = (i — 1), (i — %)] « {0} Vie{l;.;eVCN (3.1)

bzw. der Rand mit Neumann-Randbedingungen

1/e
5= N7,
=1
wobei
1
Nf = (a(z’—§),g¢] x {0} Vie{l;.;e'—1}CN (3.2)
und
9
NEa = (1= 5,1) x {0} (3.3)

Dabei sei immer € = %, n € N* . Es gilt somit I' = I'] UT' fiir alle €. Ist der obere Index
e = 1, unterdriicken wir diesen aufgrund der besseren Ubersichtlichkeit und benutzen
anstatt I'; die Notation I';, j € {1;2}. Desweiteren bezeichne II := (0,1) x {1} C 99
den oberen Rand.

Wir betrachten die Losung u® € H'(Q) des folgenden Problems A zu gegebenem f €
L2(9):

Au® = f Ve, (3.4)
ut = 0 VredQ\Ts,
Qu® = 0 Vrels.

Theorem II.1 Es existiert eine eindeutige Losung u® zu Problem A. Es gibt eine
Teilfolge, wiederum mit u°® bezeichnet, so dass fiir € | 0:

a) u® — ug in L*(Q), u® — ug in H(Q)

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung
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b) Es gilt folgender verbesserter Spursatz

[0f]| L2 (00) < CV/eE (3.7)

fiir eine nur von f abhéngige Konstante C.

c) ug € H'(Q) ist die eindeutige Lésung von

Aug = f Vax e, (3.8)
Uy = 0 VJZG@Q

und in a) konvergiert jeweils die ganze Folge u® und nicht nur eine Teilfolge.

Beweis

a) Das Problem A hat fiir alle € > 0 nach dem Satz von Lax-Milgram eine eindeutige
Lésung im Hilbertraum H'((2), denn die Bilinearform a(g,¢) = [, Ve - V¢ ist ste-
tig und koerziv, wobei letztere Aussage aus der allgemeinen Poincaré-Ungleichung folgt.

Nach Testen von Gleichung (3.4) mit u® und anschlieBender Integration tiber 2 erhélt
man

[1vwrs [ 1 1< 1ol o, .10
Q 0
Daraus folgt mit der allgemeinen Poincaré-Ungleichung, dass [|[Vu®||r2q) < C||flz20)
bzw. wiederum mit Poincaré

() < CL+ [ fll2))- (3.11)

Aus (3.11) folgt: u® € H'(Q) ist gleichméBig beschréinkt, also existiert eine Teilfolge
u® — uy in H'(Q). Nach der Rellich-Einbettung ([A1t99], A 6.4 , S. 244) gilt dann fiir
eine Teilfolge auch u® — wug in L*(Q).

b) Auf 0Q\ T folgt die Aussage direkt aus u®|so\r = 0 fiir alle € > 0.

Um die Behauptung auch fiir I' zu beweisen, iiberdecken wir eine Schicht des unteren
Randes I' mit Quadraten

Qf = (DEUN?) x (0,e) Vie{l,..e'}CN,

wobei Df und N? fiir alle ¢ € {1,...,e7} wie in (3.1) - (3.3) definiert sind.

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung



3.1 Problem A 17

):

Skizze (mit € =

=

T2 4
1
0O
g
5 Qs Qs
0 Di Nle D; N2€ D§71N€€711 I

Wir nehmen uns ein beliebiges dieser Quadrate €; heraus, und reskalieren es mit
(1, 22) — (y1,2) := (v1671 — (i — 1), 2967 1). Damit betrachten wir also wieder das
Gebiet 2 = (0,1)2. Dabei ist 'y der untere Rand mit Dirchlet-Randbedingung bzw. T’y
der untere Rand mit Neumann-Randbedingung. Desweiteren bezeichne

Ui (y1,92) = w(e(yr +i — 1), epa).
Man bekommt fiir jedes y, € [0, 1] die Abschéitzung

1 1
U7 72y < 2 (/ U5 (y1,0) = U (1, v2) *dn +/ |Uf(y1,y2)|2dy1> :
0 0

Durch Integration iiber y, folgt

1 1
U2 < 2 / / U (1, 0) — U (yr ) Pinde + 20U 2oy (3.12)
0 0

Wir betrachten den ersten Term auf der rechten Seite ndher und definieren Ff (yy, y2) :=
Ut (y1,0) — U (y1, y2). Insbesondere gilt dann Ff(y;,0) = 0.

1 1 1 1
2/ / U (y1,0) — U (1, yo) P dyr dys = 2/ / |FE (y1,2) — F7 (1, 0)dyrdys
0 0 0 0
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Weil Ff € H'(Q) ist, folgt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
in Sobolev-Rdumen, zusammen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

1 pl 1 rl Y2
2/ / U (y1,0) — Us (y1, v2) Pdyndy, = 2/ / |/ O, FF (y1, t)dt|*dy,dy,
0o Jo o Jo Jo

1 1 1
< 2 / / " / QU (g, 0) Pdtdysdys
0 0 0

Fubini 2
< IVyUillzzg)-

Wir nutzen jetzt aus, dass wir auf einem Teil von 8@? Dirichlet-Randbedingungen
haben und deswegen lésst sich die allgemeine Poincaré-Ungleichung anwenden. Damit
folgt fiir den zweiten Term der rechten Seite in (3.12):

21U 1720y < const(| VU 1 72(0y- (3.13)
Also erhélt man fiir eine geeignete Konstante C' > 0

105 1220y < ClIVLU 1720 (3.14)

Wir summieren jetzt iiber die Q¢ auf:

1/e (3.14) 1/e
YU ey < CY VU 720
=1

=1

Bei der Reskalierung (y1,y2) — (z1,22) := (e(y1 + i — 1),eyq) kiirzen sich die ¢ aus
dy = e ?dx und aus V, = £V, also folgt

1 1/e 1/e
z 21 w12 (peuns) < 02 ||Vu5||i2(§2§)

und daraus 1
g||ua||%2(1‘) < O\ Vel 2 g)-

Also haben wir gezeigt, dass

|0 2y < CVe||uf]l ) (3.15)

fiir eine geeignete Konstante C gilt. Aus der a priori Abschétzung (3.11) folgt dann

0| 2y < CVE(L + || fllr2@))-
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¢) Gleichung (3.9) fiir die Randbedingung folgt direkt aus b). Betrachte fiir alle ¢ €
C°(Q2) die schwache Formulierung des Problems A:

—/QWE-W:/QM.

Auf der linken Seite konvergiert nach a) fiir eine geeignete Teilfolge Vu® — Vuyq fiir
e — 0. Durch partielle Integration ergibt sich:

/Q Ao = /Q /o,

Die Randintegrale verschwanden, da ¢ mit kompaktem Tréger gewédhlt wurde und
es folgt (3.8), da die letzte Gleichung fiir beliebiges ¢ gilt. Als Losung der Poisson-
Gleichung ist ug eindeutig.

Aus der Eindeutigkeit der Losung ug schliefit man a posteriori, dass die Konvergenzen
in a) nicht nur fiir eine Teilfolge von u®, sondern fiir die ganze Folge u® gelten. O
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4 Der Entwicklungsterm erster Ordnung

4.1 Problem B*

Unser Ziel ist ein Corrector Result, d.h. |[u®(z) — uo(z) — cvo(z, 2)|| 510y = O(e") fiir
ein geeignetes vy und ein r € R*. Dazu betrachten wir den nichsten Entwicklungsterm

vS == also die Losung v € H'(Q2) des folgenden Problems B*:

Av = 0 Vz e, (4.1)
v = 0 Vred0\Ts, (4.2)
Ov° = g Vz € I, (4.3)

wobei 0, = n -V die Ableitung in Richtung der dufleren Normale n ist und wir

g(x1) := —0puo(x1,0) = Daug(x1,0) € HI/Q(F)

definiert haben.

Dass g € HY?(I') ist, siecht man wie folgt ein: Nach der Regularitéitstheorie von
Friedrichs (siehe [Alt99], A 10.3, S. 398) gilt uy € H?*(Q), da Q Lipschitz-Rand
hat und f € L?*(Q) ist. Nach dem Spursatz ist dyug in H'Y?(T'), denn es gilt
|O2uol| 1) < ||uo||r2(0)- Nach dem Sobolev-Einbettungssatz in Holder-Raume (siehe
[A1t99], 8.13, S. 319) folgt uy € C¥*(Q) fiir 0 < a < 1 und damit auch die Stetigkeit
der Losung des homogenisierten Problems A.

Um mit Fourierreihen auf I" arbeiten zu koénnen, betrachtet man statt Problem B*
das folgende Problem B, bei dem man auf dem linken und rechten Rand die Dirichlet-
Randbedingungen durch periodische Randbedingungen ersetzt hat. Den Fehler, den
wir dabei in Kauf nehmen, untersuchen wir in Kapitel 6.

4.2 Problem B

Wir betrachten also die Losung v© € H'(€2) des folgenden Problems B, zu gegebenem
g € HYX(I):

Av® = 0 Vze(, (4.4)
v = 0 VzelUI, (4.5)
00" = g Vz € T, (4.6)
v° 1-periodisch in ;. (4.7)
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Theorem II.2
a) Das Problem (4.4) - (4.7) hat eine eindeutige Losung v° fiir festes e.

b) Fiir ¢ gegen Null konvergiert v — @ schwach in L*().

c) 7o ist die eindeutige schwache Losung?® fiir ein von g unabhingiges ag € R:

Aty = 0 VzeQ, (4.8)
% = 0 Vrell, (4.9)
o = apg Vzerl, (4.10)
o 1-periodisch in z;. (4.11)

Dabei versteht man unter einer schwachen Losung vy dieses Problems, dass

H?(Q)

o= [ agino Vo € 1) = CFO)
Q T

erfiillt ist.
Wie man spéter sieht, ist ag der nullte Fourierkoeffizient von yo|r, das heisst der Mit-
telwert auf I' der Zelllosung Yq, die wir in Problem D untersuchen werden.

d) 9y 148t sich explizit angeben:

sinh(27k(1 — z3))
sinh(27k)

Uo(z1,x2) = ag Z gk exp(2mikzy) + apgo(1l — z2), (4.12)

keZ*

wobei gy, k € Z die Koeffizienten der Fourierreihe von ¢ auf I" sind.

Beweis
a) Fiir festes € > 0 ist £ € L*(I") und nach dem Satz von Lax-Milgram hat Problem B
eine eindeutige Losung.

b) Wir zeigen zuerst die Existenz eines schwachen Limes 0y in L*(T). Sei V¢(Q)) =
{¢ € H'(Q) | ¢|r-un = 0, ¢ 1-periodisch in z;} der Raum der Testfunktionen. Aus der
schwachen Formulierung folgt nun mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:
€ 3 g 3 — 1>
/Vv Vo = <b Vo e VE( ):>/]Vv B §/ \gv | < e Mgllrzmllvll 2y
Q rs
(4.13)

5 . . . . . . . . . . .
°Wir treffen die Konvention, dass wir schwache Limiten mit einer Tilde kennzeichnen, um sie von
2-Skalen-Limiten oder starken Limiten zu unterscheiden.
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Genauso wie man in Theorem II.1 b) Gleichung (3.15) gezeigt hat, beweist man die
folgende Abschéitzung der Spur von v° mit einer von € und v unabhéngigen Konstanten
Gy

0] z2ry < Civel[v* |l o) (4.14)

Setzt man (4.14) auf der rechten Seite der a priori Abschitzung (4.13) ein, dann folgt

C
Vo] 2@ 91l 2y (4.15)
o= 7
und mit der allgemeinen Poincaré-Ungleichung erhélt man
0% |20y < —= ||9||L2 (4.16)
(%) \/—

wobei die Konstante C'; von € und v® unabhéngig ist.

Man bekommt also keine Schranke, gleichméBig in ¢, fiir v*. Nutzen wir den verbesser-
ten Spursatz (3.15) noch einmal auf der linken Seite von (4.15) aus, dann erhalten wir
allerdings, dass v° gleichmiiflig in € in L*(T") beschréinkt ist:

[0l z2ry < Cligllz2ry (4.17)

Also existiert eine Teilfolge v°|p X5 e L*(T"). Da wir in c) zeigen werden, dass die
Losung vy eindeutig ist, gilt dann, dass die ganze Folge v* schwach gegen vy konvergiert.

Fiir Theorem II.2 b) ist noch zu zeigen, dass ein schwacher Limes 9y in ganz L?(Q)
existiert. Da v® € L*(T') und 1-periodisch in z; ist, kénnen wir v* auf ' in eine Fou-
rierreihe

v¥(x1,0) = Z ¢ exp(2mikxy) (4.18)

kEZ

mit den Fourierkoeffizienten

1
c :/ exp(—2mikz,)v®(x1,0)dr, Yk € Z
0

entwickeln. Dabei verwenden wir bei Skalarprodukten die Konvention, dass das linke
Argument transponiert und komplex konjugiert wird.
Nach der Parseval-Gleichung gilt

o oy = > Ikl

kEZ
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Um die Fourierreihe von v*|r auf  harmonisch fortzusetzen, machen wir folgenden
Ansatz

v (21, 10) = ¢ + Z exp(2mikzy) By exp(—2mkxzy) + v exp(2mkxs)| + gz
kez*

mit o, B und v; € R fiir alle k € Z*.

Wir miissen noch sicherstellen, dass v* dann auf II die Dirichlet-Randbedingung (4.5)
erfiillt. Daraus folgt mit der folgenden Bedingung ¢ = 5§ + 75, die sich aus (4.18)
ergibt:

154 (> I3 Ci g Ci *
- _ - =—— VkeZ.
% % Ok 1 — exp(—4rk)’ T exp(4rk) vk €
Also haben wir fiir v¢ in €2 die Entwicklung
inh(27k(1 —
v (21, 19) = Z r exp(2mkx1)sm (2mh(1 = 22)) + 5 (1 — x9). (4.19)

sinh(27k)

kezZ*

Die formal nach z; abgeleitete Fourierreihe von v° konvergiert gleichméBig auf I'(?) :=
(0,1) x {p} fiir alle p € (0,1], denn fiir n € N* gro} genug gilt:

sinh(27k(1 — p))|
sinh(27k)

oo
sup | 5 O, ¢ exp(2mikaxy)
z1€0() k=n-+1

o0

11— —4rk(1 —
< 27 sup Z k|t exp(—4rk(l — p)) exp(—27kp)
mer® 5, 1 — exp(—4nk)
< 27 Z k|ct| exp(—27kp)
k=n-+1
Jensen

27 || || z2ry (n + 1) exp(—27(n + 1)p) "= 0. (4.20)

Um die gleichméfliige Konvergenz fiir n — —oo zu zeigen, benutzt man sinh(z)
= —sinh(—z) und argumentiert wie oben.

Weil der Term exp(—2rkzy) — exp(—4nk)exp(2rkzs) fir alle k& € N* in xy streng
monoton fallend ist, folgt die gleichméfige Konvergenz der formal abgeleiteten Reihe
in {z € Q| xzy > p} aus der auf I'”) p € (0, 1]. Die nach z; formal abgeleitete Reihe ist
z.B. im Punkt (zy, 3) fiir alle 2; € (0,1) absolut konvergent. Also darf man die Sum-
mation und die Ableitung nach x; vertauschen. Analog bekommt man, dass man den
Laplace-Operator und die Reihenbildung vertauschen darf, denn (1 + k?) exp(—27kp)
bzw. (1 + k?) exp(—27kp)/ tanh(27k) ist summierbar fiir & € N*.
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Also gilt Ave(z) = 0 fur alle x € Q und unser Ansatz fiir v° 16st Problem B, da man
v® € L*(T') auf T vorgeben kann.

Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz diirfen wir Summation und Integration

vertauschen:
||U6||iz () =
, sinh(27k(1 — p)) sinh(27l(1 — p))
= 7 2mi(l — k)xq)d
/0 et exp(2mi( J1)di, sinh(27k) sinh(27l)
k,l€Z*

sinh(27k(1 —

+2/0 Z G exp(—2mikxy) + ¢ exp(2mikay))dx, s(inh(2(7rk) p)>cg(1 —p)+

keZ*

+/|@W1—mmm
0

sinh(27k(1 — p)) sinh(27l(1 — p)) ) , Parseval
= 70 £12(1 — <
Z CheT O sinh(27k) sinh(27l) Tl 1 —p)7 <

[v® ||%2(r)
k,leZ*

(4.21)

fiir alle p € [0, 1] wobei die Ungleichung in der letzten Zeile aus der strengen Monotonie
des Sinus Hyperbolicus folgt.
Wir integrieren die L?-Abschitzung fiir die Schnitte I'?) iiber p auf:

1
Hf%@leﬂ@mmeM@m

Damit haben wir die gesuchte L2-Abschitzung fiir v° in ganz {2 bewiesen:

V¥l 22y < Cllgllzzr (4.22)

und es folgt die Existenz einer Teilfolge v® =0 0o € L*(Q). Orn. 11.2 ), b)

¢) Wegen Av® = 0 in  fiir alle ¢ > 0 gilt Ay = 0. Ebenso folgen die Randbedingungen
auf 00 \ I'. Als Losung der Laplace-Gleichung ist 7 eindeutig.

Bleibt noch die effektive Randbedingung auf I' zu zeigen, um Theorem I1.2 ¢) zu
beweisen. Dies erfolgt unter Betrachtung der Probleme C und D in den Abschnitten
4.3 und 4.4. Dazu muss man wie im Artikel [FL95] das Gebiet Q2 reskalieren.

d) Wir kénnen g € L?(T") 1-periodisch in z; fortsetzen und somit in eine Fourierreihe
9(1) = D 4ez 9x exp(2mikry) mit Fourierkoeffizienten g, = fol exp(—2mikzy)g(zy)dxy,
k € Z entwickeln. Man rechnet dann nach, dass die Reihe (4.12) Problem D erfiillt.

Un. 1.2 q)
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4.3 Problem C

Hier sind beide Variablen reskaliert. Man definiert

QO = (0,1/¢)%
7" = (0,1/g) x {0},
Pe = (0,1/¢) x {1/e}.

Analog wie oben I'{ und I'§ definiert man:

o= {y € ey €17},
o= AL

wé(y) = v°(ey) € H'(F) 16st die gegeniiber Problem B reskalierte Partielle Differen-
tialgleichung

Aju(y) = 0 Yyer (4.23)
wi(y) = 0 YyenjUPs, (4.24)
O, w(y) = gley) Yy e, (4.25)
w(y) é - periodisch in ¥y, (4.26)

wobei 0,, = n -V, die Ableitung in Richtung der &ufleren Normale n, bezeichnet.

Wegen V, = £V, verschwindet der Faktor e, der noch in (4.6) auftauchte, in (4.25).

Die Existenz einer Lésung w® und eines schwachen Limes wy := vo(ey) € H () ist
dquivalent zur Existenz von v® bzw. 7y in Problem B.

4.4 Problem D und das Zellproblem

Wir nehmen aus dem Gebiet ¢ vertikale Streifen

V= (i—1,i) x (0,1/e) Vie{l;..;e'} CN

7

der Breite 1 heraus und substituieren (y;,¥y2) — (y1 — i+ 1, y9) fiir ein beliebiges ¢ und
betrachten somit

Yo =Y7 = (0,1) x (0,1/¢).

Desweiteren definieren wir G* := (0,1) x {1/¢}.
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Skizze von Y (mit e = 1):

Y2
Ge
6_1
Ye
1
O Fl FQ 1 Y1

Aus Problem C bekdme man somit durch Einschrinken auf Y ein Problem, das noch
von g(ey;) als Neumann-Randbedingung und von i abhéngig wére. Wir setzen im
folgenden 0, x; = const auf I, so dass wir die Streifen unabhéngig voneinander be-
trachten kénnen. Dabei ist x* € H!'(Y?) die Losung des folgenden Problems D:

A (y) = 0 VyeYs, (4.27)
X (v) 0 Vyely, (4.28)
On, X* () 1 Vyely, (4.29)
X(y) = 0 Vyed-, (4.30)
X (v) 1-periodisch in ;. (4.31)

Theorem I1.3
a) Es existiert eine eindeutige Losung x° von Problem D und fiir x© gelten die folgenden
Abschétzungen:

IVyxll2vey < C, (4.32)
Uroysy < — 4.33
XNz < e (4.33)
X N2y < C. (4.34)
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b) x° konvergiert schwach gegen yo und dieses xq ist die eindeutige Losung des Zell-

problems:
Ayxoly) = 0 Vyey, (4.35)
Xoly) = 0 Vyely, (4.36)
O, Xoly) = 1 Vyely, (4.37)
Xoly) = (4.38)
Xo(y) 1- perlodlsch in y;. (4.39)
Man hat die folgenden Abschétzungen:
IVyXollrzey < C (4.40)
- C
IXollzerey < 7 (4.41)
IXolle2y < C (4.42)

Beweis
a) Die Existenz einer eindeutigen Losung x© folgt mit dem Satz von Lax-Milgram.
Man findet jedoch keine in e gleichméBige L?(Y®)-Schranke.

Wenn man in die schwache Formulierung von Problem D ((4.27)-(4.31)) x° als Test-
funktion einsetzt, erhilt man

VyXE . vaE — / XE

Ye Ty
und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
||VyXE||%2(ys) < Ix*l 22y (4.43)

Nach Definition von Y sind wir somit in der Situation des Beweises von
Theorem II.1 b). Dort hatten wir die Abschitzung (3.14) gezeigt gehabt. Es folgt mit
einer von € unabhéngigen Konstanten C'

IX“Nlz2r) < ClIVyXEllr201)2) < CIVX llL20re)- (4.44)
Wir setzen (4.44) auf der rechten Seite von (4.43) ein und bekommen somit

VX llL2vey < C. (4.45)

Also gilt (4.32) und mit (4.44) ist auch (4.34) bewiesen.
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Wir kénnen die 1-periodische Funktion ¢ € L*(I") in eine Fourierreihe entwickeln. Da
x° achsensymmetrisch bzgl. y; = i ist, reicht es die Fourierreihe nach Basisfunktionen
des Typs cos(2mk(y1 — }1)) zu entwickeln:

(1,0) = 3 af cos(2mk(y; — +))

4
keN
mit Fourierkoeffizienten

3/4 1
a;, = 4// cos(2mk(y; — Z))Xs(yl,O)dyl Vk € N*
1/4

3/4
bzw. a; = X° = 2/ X (y1,0)dy;.
1/2

Da x¢ (4.30) erfiillt, folgt fiir die Fortsetzung der Fourierreihe auf das ganze Gebiet Y*©
1, sinh(27k(: —ys))

X (y) = ag(1 = ey2) + gNz @i, cos(2mk(yr = 7)) sinh(27k1)

(4.46)

Ebenso wie in Theorem I1.2 b) bekommt man, dass man die Summation und den
Laplace-Operator vertauschen kann. Dies zeigt, dass das oben konstruierte x¢ Problem
D l6st.

(4.33) rechnet man mit Hilfe der Reihenentwicklung nach. Da wir diese Abschétzung
im Weiteren nicht mehr verwenden werden, verzichten wir darauf, diese Schritte hier
auszufiihren.

b) Wir definieren den Funktionenraum W (Y¢) = {¢ | ¢ € L*(I"),V,¢ € L*(Y*)} D
H'(Y*®), versehen mit der Norm [|¢|lwve) := |||z + | V@l L2(ve).-

Wir haben nach a) eine in e gleichméBige Schranke in W (Y#) fiir x° gefunden. Sei
n = {nk}ren eine beliebige monoton fallende Nullfolge mit 7, ' € N. Sei 7, fest,
dann hat man auch eine Teilfolge x=™ := x°|ym die gegen die eindeutige Losung
O™ € W(Y™) konvergiert. Betrachten wir jetzt 7,. Dann existiert eine Teilfolge
X5 von x&M, so dass y© "2 =19 %" € W(Y™). Nach Konstruktion gilt x%m = 0
in Y. So findet man induktiv eine Familie von Folgen x*"7. Wahlt man aus dieser
Familie von Folgen die Diagonalfolge x*° aus, dann konvergiert diese fiir € | 0 gegen
ein xo € W(Y). Damit sind (4.40) und (4.42) bewiesen.

Aus (4.27) - (4.29) bekommt man A,y = 0 in Y sowie 0,,Xo = 1 auf I'y bzw. yo =0
auf I';. Auch die Periodizitét in y; bleibt erhalten.
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Untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Zelllosung v fiir yo — oo.

Nach dem Satz tiber majorisierte Konvergenz kann man in (4.46) Reihen- und Grenz-
wertbildung vertauschen und es folgt

Toly) = Y ax cos(2nk(yn — 7)) exp(~2kys) (1.47)

keN

mit Fourierkoeffizienten

3/4 .
ap = 4/ cos(2mk(y — Z))Xo(yl,())dyl Vk € N*
1/4

3/4
bzw. ay = Xo:= 2/ X (y1,0)dy;.
1/2

und mit der gleichen Begriindung wie im letzten Schritt folgt daraus

lim Xo(y) = ao.

Y2—00
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Zelllssung ¥o. Sei X, eine weitere Zelllosung,
XO 7£ )20 und J := )ZO - X(].

Wir definieren die Hilfsfunktion

L 5 0<yp<m
Jm(Y2) = m+1l—y ; m<y <m+1 .
0 ; m+1<y

Aus dem Zellproblem folgt

/ V0V, (6ujm) = 0
Y

und daraus
1 m+1
o< [ WP = [ [ 00wty
Y1/ (m+1) 0 Jm
art. Int. 1 ! m+1 m—00
= 5/0 [8Cyn, v2) ], -, dyn = 0.

Daraus schlieBt man, wenn wir m — oo gehen lassen, dass [, [V,0> = 0 ist und
man findet mit der Dirichlet-Randbedingung auf I'y, dass 6 = 0 gilt und somit ist die
Eindeutigkeit der Zelllosung gezeigt.
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Aus der Eindeutigkeit der Zelllosung folgt wiederum, dass nicht nur eine Teilfolge von
x° schwach gegen Y, konvergiert, sondern dass dies fiir die ganze Folge x° gilt.

Zu zeigen ist noch die Abschétzung (4.41). Man rechnet nach, dass

IXollZery =
(Ie)

1
1
= a2+ 2a Z ak/ cos(2mk(y; — Z))dyl exp(—27kp) +
kens VO

! 1 1
3 / cos(2mk (3 — 7)) cos(2nl(ys — 7))y exp(~2n(k + 1))
k,leN* 0

1 Parseval 5
= ag+ 3 > agadpexp(=2a(k+1)p) < [Nl (4.48)
k,leN*

fiir alle p € [0, %] und daraus folgt die gesuchte Abschétzung

1/e
- - L .
ollisory = [ IRollsgndo < 2ol

|jTh. I1.3

Bemerkung II.1 Regularitit der Zelllosung Wie in [FL95], Proposition 2 148t
sich eine verbesserte Regularitdt von y, zeigen:

%0 € CUV) N0, ) U (3, D} x BY).

1
29
Randbedingungen wechseln, ist x¢ also keine C*°-Funktion. yq ist dort immerhin noch

Nur auf den Geraden y; = 0 und y; = an deren Schnittpunkten mit I' die
stetig.

Wir werden die letztere Aussage im weiteren jedoch nicht mehr gebrauchen und
verzichten daher auf einen Beweis.
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4.5 Verhalten der Zelll6sung auf I

Wir untersuchen jetzt noch etwas genauer, wie die Spur von o auf I' aussieht.
Wir konstruieren uns dazu eine Oberlosung © fiir alle x°, die wir explizit auf I’
als Fourierreihe entwickeln konnen und so graphisch zumindest approximativ dar-
stellen konnen. Wir zeigen damit aulerdem eine obere und eine untere Schranke fiir ay.

Wir betrachten zuerst ein 1-periodisches h mit Mittelwert Null,

-1 0<yi<s

das wir auf I" in eine Fourierreihe entwickeln

1
1) = hycos(2mk(y — )
keN
mit Fourierkoeflizienten:

0 ; kK mod2=0

hy = —% : k mod4=1
Wik ; k mod4=3

Fiir die Oberlésung machen wir den Ansatz

1
Ztk cos(2mk(y; — Z)) exp(—2mkys)
keN

mit den Fourierkoeffizienten

hy .
hy 1
to = — inf {3 2 cos(2rk(y — ) b
0 ylleI(lo,l) {keN* 21k cos(2mh(yn 4)>}

Setzen wir die Fourierkoeffizienten h; in © ein, so haben wir

Oy) = to —i— 2 Z T L cos(27r(4l + 1) (y1 — i)) exp(—2m (4l + 1)ys)

2

1
1+ 3 cos(2m (4l + 3)(y; — Z_L)) exp(—2m (4l + 3)y2).

Somit gilt nach Konstruktion © > aq. h ist stiickweise stetig differenzierbar, und damit
folgt, dass die Fourierreihe zu h;, auf jedem kompakten Teilintervall von I', das keine der
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Unstetigkeitsstellen {0} und {1} enthilt, gleichméafig konvergiert (siehe [Heu91], 137.2,
S. 148). Man kann somit fiir alle y; € I'y Summation und Differentiation vertauschen:

—029(y1,0 Z h, cos(2mk(y1 — —)) = L.

keN*

Ebenfalls kann man wegen der gleichméfliigen Konvergenz den Laplace-Operator in die
Reihe hineinziehen. © ist also eine Oberlosung von y*:

AO(y) =2 (y) = 0 VyeYs,
O(y) > x°(y) 0 Vyely,
O, ©(y) = On, X" (y) 1 VyeTy,
O(y) > x“(y) = 0 Vyed,

O(y), x*(y) 1-periodisch in ;.

Die Nullfunktion ist eine Unterlosung von x°. Wir kénnen das Vergleichsprinzip (siehe
Anhang Lemma A.4) anwenden und es folgt © > x© > 0 fiir alle € > 0.

©(y1,0) kann man graphisch darstellen. Wir definieren 9(y;) = Ir,(y1)©(y1,0). Da
wir zusétzlich wissen, dass yo = 0 auf I';, bekommen wir, dass das “Profil” von Yy,
zwischen dem Graphen von 9 und der y;-Achse liegt, achsensymmetrisch zu y = %.

Die Skizze wurde erstellt mit Maple V R.5 und beriicksichtigt 100 Summanden und

zeigt © und .

0364
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Nach dem Satz {iber majorisierte Konvergenz kénnen wir in der Reihenentwicklung fiir
© Summation und Integration vertauschen. Dies ermoglicht es, eine Schranke fiir ag
anzugeben:

1
0 S Qg S / @(yl,())dyl =
1

/2
+22/1 L cos(2n(dl + 1)y — 1)) exp(=2r (41 + 1))
- COS| 2T — —))eXpl—4m —
2 Z/l ! cos(2m (4l + 3)( 1))6 (=27 (41 + 3)y2)
—— T — —))exp(—27
2 = )i 41+ 3 Y1 1 p Yo
_ bk
2

Man erhélt das Infimum in ¢ fiir y; = }L:

2 1 1 1 1 3
0<ay<— — = U(l,-)—v(l,-), <0.186 4.49
SR T et CAUPTRL U] ELIL R0

wobei ¥(z) = 0{ BFF((;))} die Polygamma-Funktion und I" die Gamma-Funktion bezeich-

net.
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5 Die effektive Randbedingung

5.1 Herleitung mit der Energie-Methode

Im néchsten Schritt mufl man diese untere Randbedingung, die man in Problem D
erhalten hat, wieder zu Problem B zuriick skalieren, um den Beweis von Theorem II.2

zu beenden.
Man bezeichne mit w* die 1-periodische Fortsetzung von yo auf 2°. Desweiteren be-
zeichne w?(7) = w*(y(r)) = w*(Z) die Riickskalierung auf 2. Man beachte, dass im

allgemeinen w* # wy bzw. w® # vy. Aus Theorem I1.3 b) folgen die Abschétzungen:

1 1 const
Vw® = ||[Vw* o = —|IVx o < —|IVx < ,
VWl r2@) = (Vw22 (0e) \/E“ Xollz2ve) < \/E” Xollz2vy < NG

||w€||L2(Q) = €||w*||L2(Qs) = \/EH)N(O“LQ(YE) S COTLSt,

w2y = Vellw*l| 2oy = [ Xoll 2y < const.

Desweiteren gilt w® e L*(T'), denn man hat xo € L*(T") und 1-periodisch in y,

mit
Xo(y1,0) = ag cos(2mk(y; + 1))
X 1

keN

Ersetzt man jetzt y durch £ und ldsst dann ¢ gegen Null laufen, dann folgt aus der
Mittelwerteigenschaft oszillierender Funktionen (siche Lemma A.1 oder Lemma [.1 a):

0= (202 [ 1= a (5.4)

€ r
Lemma II.1
1
Opw® = B Vo e T%, (5.5)

1

/VwE-V§ = —/5 Ve e VE(Q). (5.6)

Q eJr

Dabei ist wieder V<(Q) = {¢ € H'(Q) | ¢[rsun = 0, ¢ l-periodisch in 1} wie in
Theorem I1.2 b) der Raum der Testfunktionen.
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Beweis w* 10st

Aw (y) = 0 YyeQF, (5.7)
w'(y) = 0 Vyeni, (5.8)
Oh,w'(y) = 1 Vyens, (5.9)
. 1 .
w(y) = Xolv, g) Vy € PF, (5.10)
1
w* - periodisch in y;. (5.11)

(5.5) folgt direkt durch Zuriickskalieren aus (5.9).

Das Problem fiir w* lautet in der schwachen Formulierung mit einer Testfunktion ¢ €
{¢ € H'(Q) | ¢lcupe = 0,67 " - periodisch in g, }:

V,w* -V, (= / ¢
Qe 5

/styw*-vyg:/vag.

Wir setzen &(z) := ((ex) fiir alle x € Q°. Substituiert man wieder y = ez, so folgt die

und da (e = 0 gilt

zweite Aussage. UL emma 11.1

Beweis von Theorem II.2 b) Um die effektive Randbedingung zu erhalten und
damit den Beweis von Theorem I1.2 b) abzuschliefien, gehen wir vor wie im Beweis
von Theorem 1.1 mit Tartar’s Energie-Methode (siche Anhang A.1).

Vergleichen wir unsere Situation mit der eines elliptischen Randwertproblems, wie es
in der Einleitung betrachtet wurde. Dort wurde der allgemeine Fall einer elliptischen
Matrix A betrachtet, wihrend wir hier A = 1, untersuchen. Da die Einheitsmatrix
symmetrisch ist, fallen die Losungen der Zellprobleme und der adjungierten Zellpro-
bleme (2.3) - (2.5) zusammen: x; = x; fur ¢ € 1,2. Aulerdem héngen die Zellprobleme
nicht mehr von e; ab und man findet x; = xo, ¢ € 1, 2.

Man setzt in der schwachen Formulierung von Problem B die mit €¢ multiplizierte
schnell oszillierende Testfunktion w®(z) = w*(2) ein, wobei ¢(x) = @(z1)(1 — w2) fiir

ein ¢ € C1(T):

s/VwE¢~Vv€+€/wEV¢~VvE:/ wpg. (5.12)
Q Q

I3
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Als néchstes setzt man nun €v°¢ als Testfunktion in (5.6) ein. Diese Testfunktion cv®¢
liegt in V*(€2), weil insbesondere v|p- = 0. Dann gilt

/vaap = 5/ Vuw* - Vv€q5+5/ Vuw v - Vo
r Q Q
= /wggog — e/ wVo - Vo + 5/ Vwv® - V. (5.13)
r Q Q

Dabei wurde im letzten Schritt (5.12) eingesetzt. Mit den Abschéitzungen (5.1) und
(5.2) fur w® bzw. den Abschétzungen (4.15) und (4.16) fiir v verschwinden der zweite
und der dritte Term auf der rechten Seite, wenn wir ¢ gegen Null gehen lassen, denn

6/ Vo' - wVe < el [Vo | 2 [wf] 22 (@) [ VBl =) < CVeE (5.14)
Q

bzw.
5/ Vwv® - Vo < el Vo || 2 |07 L2 [V @ Lo () < Cy/e. (5.15)
Q

Nach (5.4) konvergiert w® schwach gegen den Mittelwert ag. Es folgt also fir eine
geeignete Teilfolge, da nach (5.3) w® € L*(Q), dass

/ Ugp = / apgep-
r T

Die Funktion ¢ € C(T') war beliebig und es ergibt sich somit die effektive Randbe-
dingung (4.10). Oy, 12
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5.2 Herleitung mit 2-Skalen-Konvergenz und Problem E

Wir leiten jetzt noch einmal unabhéngig von Abschnitt 5.1 die effektive Randbedin-
gung aus Problem B mit der Methode der 2-Skalen-Konvergenz her. Dabei bekommen
wir zusétzlich noch das mikroskopische Aussehen von v° fiir € gegen Null.

Wir hatten gezeigt, dass v° gleichméBig in € in L?(T') ist und daher existiert nach dem
Kompaktheitssatz 1.1 ein 2-Skalen-Limes Vy(z1,y1;0) € L*(T x (0,1)), so dass

Us(mbo) i %(xlayl; 0)

Wie héngt dieser 2-Skalen-Limes Vj mit der schwachen Lésung des homogenisierten
Problems B, 7y, zusammen? L&t sich vy auf ganz 2 x Y fortsetzen und von welchen
Variablen héngt vy dann ab?

Die Standard-Methode der 2-Skalen-Konvergenz, die wir in der Einleitung vorgestellt
hatten, lasst sich auf unsere Situation nicht so einfach iibertragen, da fiir die oben
betrachtete Periodizitéitszelle Y gilt, dass V| = lim.jo [V¢] = lim, g £ — +oo.

Wiire in unserer Situation v® nur von Oszillationen in der y; Koordinate abhéingig,
dann ldge die Situation von 2-Skalen-Konvergenz in geschichteten Medien vor und
man hétte als Periodizitéatszelle (0, 1).

Wir erweitern daher die Definition [.1 des 2-Skalen-Limes. Dabei miissen wir beriick-
sichtigen, dass der Parameterbereich von ys, (0,1/¢), auch von e abhéngt.

Wir betrachten RY. Dabei seien ohne Einschriinkung die Koordinaten = = (2, 2, k)
so nummeriert, so dass I = {1,...,i}, J C {i+1,....7} und K C {j + 1,..., N} mit
ie{l,...N},je{i+1,..,N}. Dabei haben wir Q; = {z; | (x1, 2, 2x) € Q} gesetzt,
analog definiert man €.

Desweiteren sei Yi = {yx | ¥ = (yr,yx) € Y} zu Y = (0, 1)1l x (0,1/)% bzw.
Y ={yx | v = (yr,yx) €Y} zu Y = (0, )l x (R*)El. Analog zu Yx definiert man
Y;. Dabei bezeichne |I| bzw. | K| die Anzahl der Elemente der Indexmenge I bzw. K.

In unserem Fall, setzen wir dann N = 2, [ = {1} und entweder J = {2}, K = ) oder
J=0,K ={2}.

Definition II.1 (2-Skalen-Konvergenz mit Parametern) FEine Folge von Funk-
tionen u®(zr; x5, eyr) in L*(Qr X Qi x V) heisst 2-Skalen-konvergent mit Parametern
zy und yx gegen uo(zr,yr; vy, yx) € L (Qr x Y7 x Q5 X Yg), d.h.

2
u(xr; g, €YK ) = uo(@r, Yr; Ty, Yi )
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wenn fiir alle ¢(zr, yr; 27, yx) € C°[Q x Qs x Yie; CF (Y7)] gilt, dass

. Ty
11m5K/ / u (zry 2, eyr)P(xr, —; x5, Yk )dede jdyx =
EJ’O Q[XQJ }E( €

1
= m/ / wo(xr, yr; Ty, Yi ) O(xr, yr; g, Y ) dyrdydz pde .
QIXQJ Y[XYK

Lemma I1.2  Sei u®(xy; 25, eyr) eine Folge in L2(Q;xQyxYE), so dass u(xy; 25, eyx)

2 uo(zr,yr;wy,yr) € L (QrxYrxQ;x Yy ). Dann gilt folgende Mittelwerteigenschaft:

L?oc(inﬁJ xYk) 1

wxrxy, yk) = Uo(ﬂfhyI;iEbZ/K)d?/l-

5|K|ua(x[;xj,5y§<) = m
Yr

Beweis Wie im Beweis von Lemma I.1 a) setzt man spezielle Testfunktionen ¢ ein,
die nur von z, z; und yx abhingen. ]

Theorem I1.4
i) Es existiert ein eindeutiger 2-Skalen-Limes Ag von v°, der Lésung von Problem B,
mit Parameter zo, d.h.

v (21, 2) 2 Ao(1, y152) € LH(Q % (0,1))

und man stellt fest, dass Ay = g.

ii) Es existiert ein eindeutiger 2-Skalen-Limes vy von v mit Parameter ys, d.h.

v (21, €Ya) =\ vo(21,y1,Y2) € LQ((Oa 1) xY).

iii) vy 16st das folgende Problem E:

Ayvo(xl,yl,m) = 0 V(l’l,y) € (07 1) X Y, 5.16
vo(71,91,0) = 0 V(z1,y) € (0,1) x I'y, 5.17
anyUO(xlaylao

= apg(z1) V(ai,y) € (0,1)%

= 1-periodisch in ¥

lim vo(z1,y1, 92
Y2—00

(5.16)

(5.17)

= g(z1) VY(z1,y) € (0,1) x I'y, (5.18)
(5.19)

vo(1, Y1, Y2 ( )

)
)
)
)

und es gilt vo(x1,y1,%2) = g(z1)Xo(y) € L*(T) x HL (Y), wobei Yo die Zelllssung aus
dem homogenisierten Problem D ist.

iv) Der 2-Skalen-Limes von v mit Parameter y, ist konsistent mit dem gewohnlichen
2-Skalen-Limes V; auf I'. Insbesondere gilt fiir die effektive Randbedingung
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LA(D)

1
v¥(x1,0) — 170($1,0)=/ Vo(x1, y1)dyr = aog(r1).
0

v) Der Zusammenhang zwischen dem 2-Skalen-Limes mit Parameter y und dem schwa-
chen Limes v, ist der folgende:

L2(Q)

Ve (21, x2) — Oo (21, x2)
L2 ((0,1)xR*) b
ev® (@1, €y2) e g(xl)/ Xo (Y1, y2)dy: -
0

Beweis Wir hatten die Abschétzung (4.17) gezeigt und daraus einen schwachen
Limes v°|p — 0o|r € L*(T) erhalten. Andererseits folgt aus (4.17) nach Theorem 1.2
die Existenz eines 2-Skalen-Limes Vj(z1,y1;0) € L*(T x (0,1)).

Nach Lemma I.1 a) gilt

1
v (21,0) = Vo(21;0) = / Vo(z1,y1;0)dy; . (5.21)
0
1. Schritt: @o|r = Vo|p

Es sei darauf hingewiesen, dass dies nicht direkt aus (5.21) folgt, da der 2-Skalen-Limes
Vo von der Auswahl einer Teilfolge von v* abhéngt.

Fiir eine beliebige Testfunktion ¢ € {® € C*(Q) | |nur = 0, P l-periodisch in z;}
folgt unter Verwendung von Problem B durch partielles Integrieren:

0 = /QAUE¢:—/QVUE-V¢:/QUEA¢—/FUE 0
el /Q%Aqa_/rf/oanqﬁ:AA60¢+A(60—%)8n¢:A(@o—%)fw.

Sei (w1, 29) = @(x1)w2(29 — 1) mit ¢ € C*(T) beliebig, dann ist 8,¢(z1, x2)|r = (7).
C2(T) ist dicht in L*(I"), also gilt auf dem unteren Rand @|r = Vj, da wir in Theorem
I1.2 gezeigt hatten, dass Aty = 0 in €. Insbesondere bestimmt damit Vj die schwache
Losung .

Als Ansatz um den 2-Skalen-Limes Vy auf ganz ) x Y fortsetzen, benutzen wir
2-Skalen-Konvergenz mit Parametern. Von welchen Variablen hingt der fortgesetzte
2-Skalen-Limes, den wir mit vy bezeichnen, dann ab, von (xi,y;;22) mit xo als
Parameter, oder von (z1,y1; y2) mit y, als Parameter?
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2. Schritt: Existenz eines 2-Skalen-Limes mit Parameter zs

Angenommen ein Ag(x1,y1; x2) sei die gesuchte Form des 2-Skalen-Limes auf Q. Dabei
sei 9 ein fester Parameter.

Nach der Abschitzung (4.21) ist die Funktionenfolge

A (z1; p) =" (21, p)

fiir festes p € [0, 1] gleichméfig in & beschréankt und damit existiert nach Theorem 1.2
ein 2-Skalen-Limes Ay € L2(T'” x (0,1)), d. h.

A (xq;p) N No(z1, 15 p).

Da dies fiir alle p € [0, 1] gilt, existiert somit ein 2-Skalen-Limes Ag(z1, y1; T2) € L*(Q x
(0,1)) mit Parameter 5.

Insbesondere gilt
Ao(#1,9150) = Vo(z1,51;0)  V(x1,91) € (0,1)%

Mit Lemma I.1 a) folgt desweiteren fiir alle x5 € [0, 1]

L2(Q) ~

1
UE($1,$2) 4)/\0(5701;$2) 32/ AO(xlyyl§x2)dyl- (5'22)
0

3. Schritt: Das Problem fiir den 2-Skalen-Limes mit Parameter x5

Als zuléssige Testfunktion betrachten wir U: (zq1,y1;22) — V(xy,y1;22), ¥ € {¢ €
C?[Q; C%((0,1))] | ¢ 1-periodisch in zy und yy, ¢|run = 0}.

Dass ein solches W existiert, zeigt der folgende Ansatz: W(xy, &;1;) := e2p(Z)o (1, x2)
mit p € C%((0,1)), 0 € Z(Q) = {¢ € C*(Q) | ¢ l-periodisch in z1, ¢lrun = 0}
beliebig. Es gilt W (-, ;) € Z(2) und folglich

0 = /Avs(azl,@)\ll(xl,ﬁ,@)dx
Q 19
= —/Vvs(:pl,mg)-V\If(xl,%;xg)dx
Q

= / v (xq, 22) AV (21, ﬂ; xo)dx + / ve(x1,0)0V (21, ﬁ; To)dxy.
Q € r €
Im 2. Schritt hatten wir die Existenz eines 2-Skalen-Limes mit Parameter z, gezeigt.
Wir setzen den Ansatz ¥ = £2po ein. Die Terme hoherer Ordnung in ¢ sind beschriinkt
und damit ergibt sich beim Ubergang zu 2-Skalen-Limiten mit Parameter x,
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1 1 1
0= / / / Ao(ﬂ’yl;@)8510(?/1)0(%,wQ)dyldxlde_
0 0 0

o ist eine beliebige Testfunktion, also gilt fiir alle x € 2

1 1
0= / Ao(@r, y1; 22)02, plyn)dys =" _/ O o1, 15 72)8y, (41 )i,
0 0

denn A ist periodisch in y;. Da C%((0,1)) dicht in L%((0,1)) ist, kann man auf der
rechten Seite p durch Ag(z1,-;x2) fiir beliebiges x € Q ersetzen und so folgt, dass A
unabhéngig von y; ist. Der 2-Skalen-Limes mit Parameter xo, Ag, liefert also keine
zusétzliche Information iiber das mikroskopische Verhalten. Es gilt Ag = ¥y nach
(5.22). Damit haben wir i) gezeigt.

4. Schritt: Existenz eines 2-Skalen-Limes mit Parameter y,

Wiederum nach (4.21) ist die Funktionenfolge

A (115 92) 1= v° (21, €Y2)

fiir alle y5 € [0,1/¢] gleichméBig in & beschrinkt und es existiert nach Theorem 1.2 ein
2-Skalen-Limes \g € L*((0,1) x (0,1) x {yo}) fiir alle ¢, d. h.

X (15 92) = Nol1, 413 92).
Insbesondere gilt
)\o(xl,yl;o) = %(Ilayl; 0) v(%,?h) S (07 1)2 (5'23)

und mit Lemma 1.1 a) gilt fiir alle y, € RT

L%((0,1)) ~

1
N (215 92) @ No(21; o) :—/ Mo (1, y1; y2)dys .
0

Es gilt mit einer von £ unabhéngigen Konstanten C

/e 1 1/e
: / / (1 90)|dandye < / I L2 gt e < C.
0 0 0

Wir definieren

Uo(iUl,Z/byQ) = )\0(951>y1;y2) le,y) € (0> 1) xY.
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Die Konvergenz der Integrale in Definition II.1 ist punktweise in y5 und diese Integrale
sind beschrankt. Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt die Existenz eines
2-Skalen-Limes vy mit Parameter ys, d.h. v°(zy1, £y) — vo(x1, 31, 32) € L2 ,((0,1) X V).
Wir haben ii) gezeigt.

5. Schritt: Das Problem fiir den 2-Skalen-Limes mit Parameter y,

Wir betrachten den 2-Skalen-Limes vg(x1, y1, y2) mit festem Parameter y,. Als zuldssige
Testfunktion betrachten wir W: (z1,y1;y2) — Y(x1,y1592), ¥ € C2[(0,1); Z5(Y?)],
wobei Z¢(Y*¢) = {¢ € C*(Y) | ¢ 1-periodisch in yi, ¢|r,uge = 0,0y, @|r, = 0} ist.

Wir machen den Ansatz W(wy, 2; £2) := ep(L, £2)o(21) mit p € Z°(Y*), 0 € C§((0,1))

e ¢

beliebig. Es gilt W(-, 2, 2) € {¢ € C*(Q) | ¢ 1-periodisch in z1, P|nur: = 0, d2¢|rs = 0}
und aus Problem B folgt

0 = /Ave(xl,a:Q)\If(xl,ﬂ;@)dx
Q I
1
— —/VUE(l'l,ZEQ V\I/(xl,%,—)d —1—5/ g(ml)\ll(xl,%;O)dxl

£
2

x 1
= /v (xl,xg)A\I/(xl,—l,—)d + - /g(xl)\ll(ml, ;0)dxy
Q e’ € €

r

und durch die Substitution zy — ey, folgt

1 1
/ / l’l,&fyg A\I/((I,’l, 1,y2)dy2d$1+g/ g(xl)\ll(xl, - 0>dl’1
0
(5.24)

Wir setzen den Faktorisierungs-Ansatz fiir W ein. Damit ergibt sich beim Ubergang zu
2-Skalen-Limiten, wobei y, ein fester Parameter ist:

1 0 1
/ / / Uo(l’hyl,y2)AyP(y1,92)0(901)dy1dy2dx1
o Jo 0

+/O /1/2 9(@1)p(y1, 0)o (z1)dyrday . (5.25)

Wir setzen p(0) := [ p(y1,0)dy;. Da o eine beliebige Testfunktion aus C7((0,1)) ist,
folgt aus (5. 25)

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung



5.2  Herleitung mit 2-Skalen-Konvergenz und Problem E 43

o) 1
0= [ [ ol v 1) p(on. v + g(a)500). (5.26)
o Jo
Dies ist die schwache Formulierung des folgenden Problems E:

Ayvo(1,y1,42) = 0 V(w1,9) € (0,1) X (5.27)
On,vo(21,91,0) = g(w1) V(z1,9) € (0, 1)><F2, (5.28)
vo(z1,y1,0) = 0 V(z1,y) € (0,1) x I'y, (5.29)
(5.30)

(5.31)

/ IV, 0(z1, )Py < oo Vi € (0,1),
Y

vo(x1, Y1, Ya) 1-periodisch in y;.

Insbesondere ist 0,,vo(z1,y1,0) auf I'; von y; unabhéngig.

Damit haben wir gezeigt, dass der 2-Skalen-Limes z1 +— v°(x1, €ys) 2 vo(x1, Y1, yo) fiir
alle 1 € (0,1) ein Zellproblem wie das homogenisierte Problem D erfiillt.

Xo 16st eindeutig zu Neumann-Randwerten g = 1 in der Periodizitatszelle Y das
homogenisierte Problem E, also 16st wvo(x1,y1,92) = g(x1)Xo(y1,y2) eindeutig das
allgemeine Problem E.

Aus Theorem I1.3 b) bekommt man dann, dass vg — gag fiir yo» — 0o und damit ist
iii) gezeigt.

6. Schritt: Die Herleitung der effektiven Randbedingung

Aus (4.34) folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ||U0||%2(F) < lglle2ylIXoll 22y <
const. Damit gilt auf I"

. 1 1
To(a1,0) S T (2, 0) 2 / vo(1, 41, 0) = g(1) / Yo(y1, 0)dy,
0 0

und damit ist iv) bewiesen.
7. Schritt: Der Zusammenhang zwischen 2-Skalen-Limes vg und schwachem Limes v
Aus Lemma I1.2 folgt die “Mittelwerteigenschaft”:
1
evt (1, ey2) — g(xl)/ Xo (Y1, y2)dy
0

schwach in L2 ((0,1) x R") und damit ist v) gezeigt. 0.
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Wir haben damit unabhéngig vom Beweis von Theorem IL.b in Abschnitt 5.1, der mit
der Energie-Methode erfolgte, die effektive Randbedingung fiir vy auf I' noch einmal
hergeleitet.

Vergleichen wir das Resultat von Theorem I1.4 mit der Situation eines geschich-
teten Mediums mit Léngsschichten, in der man wvo(z,y) = wo(x1,22,y1) fiir den
2-Skalen-Limes erhélt. Dass man in unserer Problemstellung auch eine y,-Abhéngig-
keit gefunden hat, liegt daran, dass die e-Abhéngigkeit von v° nicht nur auf die
xr1-Richtung beschrankt ist.

Wie im Beweis von Theorem II.4 untersucht, hat sich der 2-Skalen-Limes mit Para-
meter yo als richtiger Ansatz erwiesen. Dies ist so zu verstehen, dass der Einfluss der
oszillierenden Randbedingungen in der vertikalen Richtung in gleichem Mafle abfallt,
wie die Oszillationen auf dem Rand eingehen.

Dass man eine z1-Abhéngigkeit in Problem E im Vergleich zum Zellproblem bekommen
hat, liegt daran, dass man auf makroskopischer Ebene noch in x;-Richtung den Einfluf}
der Randbedingung auf I' hat, denn g héngt von z; ab.

Wir bekommen fiir vy(z1,y1,y2) das “Profil”, wie wir es fiir xo in Abschnitt 4.5 her-
geleitet hatten, nur das die Hohe des Profils noch mit dem Faktor g(z;) multipliziert
wird.
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6 Der Zusammenhang zu Problem B*

Sei ¥; := {0} x (0,1) der linke Rand von €, ¥, := {1} x (0,1) der rechte Rand von
Q und ¥ := ¥; U X,. In Problem B hatten wir periodische Randbedingungen auf ¥
angenommen gehabt, obwohl eigentlich aus Problem A folgt, dass der Entwicklungs-
term erster Ordnung, v: = e !(u® — ug), Dirchlet-Randbedingungen auf dem linken
und rechten Rand von Q erfiillt wie in Problem B*.

Wir suchen eine Fehlerabschétzung zwischen v* und v%, damit sich Problem A und
Problem B miteinander “kombinieren” lassen, um im néchsten Kapitel eine Fehler-
abschétzung fiir u® — uo herzuleiten.

Lemma II1.3

a) Sei vZ Losung von Problem B* und v* Losung von Problem B, dann bekommt man
aus der asymptotischen Losung vy von Problem B auch eine asymptotische Losung o
von Problem B* mit:

Avg = 0 VreQ,
75 = 0 VredQ\T,
Uy = apg Vrel.

Dabei verstehen wir unter einer schwachen Losung 7, dass
/@SA¢ = ao/gan¢ Vo € Hy(Q)
Q 2

erfiillt ist.
b) Es gilt v¢ = v° bzw. v = vy fast iiberall in L?(Q).

Der Fehler, den wir durch das Abédndern der Randbedingungen auf > bekommen ha-
ben, verschwindet. Dies 1d8t sich so verstehen, dass Dirichlet-Randbedingungen und
Neumann-Randbedingungen dquivalent sind.

Beweis
a) Wir stauchen zuerst v® und v¢ in z;-Richtung um einen Faktor 2 und setzen an-
schlieBend durch Achsenspiegelung an der Geraden 21 = 1 auf (1,1] x (0,1) fort, d.h.

€ L U€<2$1,$2) Vo € (O, %] X (O, 1)
VE(z1,20) = { v(2(1 — 1), 22) Vz e (3,1) x(0,1)

e L 'Ui<2.l’1,$2) Vo € (O, %] X (O, 1)

bzw. Vi(x1,22) = { VE(2(1 — ), 22) Vz € (3,1) x(0,1)
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Wir definieren

d2<.’171,1132) = Va(ilﬁl,l'g)—‘/f(.’ﬂl,ﬂfg)
_ { V% (2@, 1) — vE (231, 22) Vo € (0,4] x (0,1) (6.1)
v(2(1 = @1), m9) —vE(2(1 — 21),22) Vz € (3,1) x(0,1)

und nach Konstruktion ist d® 1-periodisch in z;. d° 16st also das Problem B fiir g =0

AdF = 0 Vreq, (6.2)
¢ = 0 Vrel<ull, (6.3)
O, = 0 VoeTs, (6.4)
s 1-periodisch in ;. (6.5)

Aulerdem gilt d° = v® auf X. Damit folgt aus Theorem II.2, dass d° =0 dy, wobei
dy € L*(Q) die Lésung von

Ady = 0 Vzeq,
dy = 0 VezelUI,
Ci() = ?70 VIL‘GE,

—~
> o
~N O
N~—

ist, in dem Sinne dass dy die folgende schwache Formulierung erfiillt:

/ doAp = / 0O Yo € HZ(Q).
Q v
Man setzt fiir alle z € Q2

~ T

Up (21, x2) := Vo(x1, T2) — do(?>$2)-

Das 0§ leistet das Gewiinschte, da Jo(%, o) = (1, ) fiir alle 2, € (0,1). dy ist also
die gesuchte Funktion, die den Fehler durch periodische Randbedingungen korrigiert,
und 148t sich aus Problem (6.6) - (6.8) bestimmen.

b) Wir schétzen jetzt den Fehler zwischen v® und v$ ab. Nach (6.1) gilt

v (21, x0) — Vi(21,22) = de(%,xg) Vo € Q. (6.9)

Da df nach Konstruktion achsensymmetrisch zur Geraden xz = % ist, gilt
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[V (v* — Ui)”%?(n)

1 [t 2 T
_ 5/0 /0 V(5L )Py

1 1
< 2 / / Ved* (61, )P dérdca,

wobei wir im letzten Schritt (x1,z2) — (2&,&2) substituiert haben. Durch partielle
Integration folgt aus (6.2) - (6.5)

IV = )72

1 1
< <2 [ 0, 0.Q)E0.)E +2 [ FELE)E(LEML =0 (610)
0 0

und damit d° = const = 0 fast iiberall in L*(Q).

Analog zeigt man, dass fiir den Fehler zwischen vy und vj gilt:

IV (@0 — 05)||720) < 0

und damit do = 0 fast iiberall in L*(Q). O
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7 Rechtfertigung der asymptotischen Entwicklung

7.1 Fehlerabschitzung

Schlussendlich sind wir an einer Fehlerabschétzung zwischen der eigentlichen Losung
u® von Problem A und der asymptotischen Entwicklung ug(z) 4 evo(x1, £) interes-
siert. Das Ziel ist es, den Fehler explizit so abzuschéitzen, dass man angeben kann,
wie schnell er mit € gegen Null geht d.h. ||u®(x) —uo(z)+evo(w1, 2)|| g1 () = O(€7),r > 0.

Zuerst untersuchen wir die Fehlerabschétzung ohne Korrekturterm: ||V (u® —uo)|| g (q)-
Die Dreiecksungleichung liefert
3 & 3 3 (610) 3
[V (u® = uo)lr20) < el VU |lr2@) + V(0" = ) llr2e) =" €|Vl 120

Aus (4.15) folgt
el| Vo (#)|| 220 < const Ve

und fiir die L2-Norm gilt nach (4.22)

ellv® ()] r2() < const €.
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:
Theorem II1.5: Fehlerabschitzung
€ el0 1
ut —uy — 0€ H(Q) (7.1)
und der Fehler ||u®(z) — uo(z)| 1 (q) strebt in O(e'/?) gegen Null.

Damit haben wir unser Ergebnis aus Theorem II.1 a) verbessert, denn dort konnten
wir nur die schwache Konvergenz u — ug in H'(Q) zeigen.

7.2 Corrector Result

Unter einem Corrector Result versteht man, dass fiir einen Korrekturterm 6°

HUE — Uy — 9€||H1(Q) ﬂ) 0

gilt, wobei man natiirlich daran interessiert ist, dass sich dieser Korrekturterm 6°
einfacher bestimmen ldsst als u®. Die homogenisierten Probleme, die uy bzw. v
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und vy erfiillen, lassen sich mit Standardverfahren numerisch l6sen, wihrend die
Ausgangsprobleme fiir u® bzw. v® fiir numerische Losungsverfahren meist schlecht
geeignet sind.

Insbesondere wenn man keine Fehlerabschdtzung hat, kann man oft ein Kor-
rektur-Resultat zeigen. Man kann dann aber nicht immer Aussagen treffen, wie
schnell der Fehler gegen Null geht. Wie wir im folgenden zeigen werden, kann
man 6°(z) = evo(z1,Z) setzen, und damit bekommen wir eine Rechtfertigung der
asymptotischen Entwicklung in der Form u®(z) = uo(z) + evo(w, £).

Benutzen wir erst einmal als Korrekturterm den schwachen Limes 9y, so folgt unter
einer zusétzlichen Voraussetzung an die Regularitdt des Quellterms f eine schnellere
Konvergenz des Fehlers gegen Null:

Theorem I1.6: Korrektur mit der Energie-Methode Sei f € H'()), dann gilt
W — (up + i) 2 0 € HY(Q) (7.2)

und der Fehler ||uf(z) — (uo(x) + €09)| g1 () strebt in O(*/*) gegen Null.

Beweis Aufgrund der Poincaré-Ungleichung geniigt es ||V (u®(z) —ug(2) —eto(2) |72 @
abzuschéitzen. Wir berechnen explizit

< (6.10) c
IV(uf(2) —uo(@)le = 62/QIW () de

part.Int. —g/ ve(x1,0)g(x1)dxy (7.3)
r

und folglich gilt
IV (w*(2) = uo(x) — to(@)) |70

3 —8/ va(w1,0)9($1)dx1+2€2/Vvs(w)-V@o(%’)dl’+€2\|@o($))H§p(m-
Ie Q

2

-3

Leider gilt nicht, dass Vv schwach gegen Vg in L*(€2) konvergiert.

Aus der zusitzlichen Regularitit von f folgt nach Friedrichs, dass ug € H3() und
damit gilt mit dem Sobolev-Einbettungssatz in Holder-Riume g € H*/?(T') — C%*(T')
fir 0 < a < 1. Dann ist 9y als Losung des homogenisierten Problems B, (4.8) - (4.11),
nach Regularititstheorie eine H?(2)-Funktion und damit folgt nach dem Spursatz
Doy € HY2(T).
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Wir integrieren den gemischten Term einmal nach der einen und einmal nach der
anderen Seite partiell:

IV (w(2) — uo(x) — €to(2)) 1720

_ . /F v (21, 0)g(21 )

£
2

e /Q Av* (2)0(2)dz + &2 /a (@00 (@) (@)
—& /Qva(:c)Aﬁo(x)da: +e€ /aQ v°(x) 0,0 (z)do ()
+&? /Q Uo(2) A (x) + £ /89 0o(2) 000 (z)do ().

Nutzt man nun das e-Problem B (4.4) - (4.7) bzw. das homogenisierte Problem B (4.8)
- (4.11), so folgt

IV (@) — uo(z) — eto(2)) 1720

= —€/F(v5(w1, 0) — apg(x1))(g(z1) — €0200(1,0))dz. (7.4)

Wir betrachten im ersten Faktor zunéichst w®g — agg. Dabei gehen wir wie in [Alt99],
U 6.7, S. 235 vor und definieren h(t) := [} (Xo(y1,0) — ao)dy:.

Xo ist 1-periodisch in y; und nach den Uberlegungen aus Abschnitt 4.5 ist xo beschréinkt
auf I'. Somit ist A € L*(R) und es folgt durch die Substitution z — ey

! . 21 1
/ (Xo(—,0) — ag)dr, = eh(=) < Ce.
0 € €

Man hat g¢ € L%*(Q), denn g € C%*(T"),0 < a < 1. Durch Approximation von g¢
durch Treppenfunktionen bekommt man

/0 (5(0(%) —ap)g(z1)o(x1,0)dr, < Ce.

Also gilt
/ (W9 — aog)9 < Ce. (7.5)
r

Aus (5.13) folgt zusammen mit (5.14) und (5.15) sowie der Dichtheit von C}(I') in
L3(T), fiir alle ¢ € L?*(T)

/F (v —wig)g < Ce'?. (7.6)

Wir setzen ¢ = g — €020y. Durch Kombinieren von (7.5) und (7.6) folgt aus (7.4) das
gesuchte Korrektur-Resultat. [

Dieses Resultat 143t sich noch verbessern, in dem wir statt 9y den 2-Skalen-Limes vg
als Korrekturterm verwenden. Dafiir brauchen wir jedoch mehr Regularitét.
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Theorem I1.7: Korrektur mit dem 2-Skalen-Limes
i) Unter der zusiitzlichen Annahme, dass g € W2°°(T)) (d.h. g € COY(TI)) gilt

x
Ju(2) — (o) + evo(ar, D)oy = 10" (2) — (wo(a) + gl ) (@)l ey = O,
ii) Falls g konstant ist, ergibt sich
[[u(x) — (uo(z) + evo(a1, ))HHI(Q) O(e).

Beweis Die zusitzliche Regularitit in i) ist etwa fiir f € C11(2) gegeben, denn dann
ist u € C31(Q) — W*(Q) (siehe [Alt99], 8.5.2, S.305) und somit g € W2>(T").

Wir multiplizieren ||V (u®(z) — ug(x) —evo(-, 2))||%2 () aus und integrieren den gemisch-
ten Term partiell, je einmal nach jeder Seite:

HV(ue(x)—uO(l‘)—€vo(x1,§))|!i2(m 282/Q|V(vs( ) — vo(1, ))\ da
E 5/;8@1,0) g(x1,0)dz;
fe? /Q () Aoy, D)o — &2 /8 Qve(x)f)nvo(xl,g)da(x)
e /Q Ava(x)vo(xl,g)dx—é /a ) 8nv£(x)v0(a:1,§)da(x)

—&? / Avg(z1, E)Uo(az:l, E)al:r: + & / Onvo (21, z)vo(ccl, E)da(m).
Q € € 90 5 €
Mit der Kettenregel und der Partiellen Differentialgleichung fiir v* wird daraus
. x
IV (u () = wo(w) — evolr, )2y
rbB 5/ v (x)g(z1)dy
2 € 2 x X
+e° | v¥(2)0% vo(x1, =)dx + ¢ | v°(x) {8:,018%@0(1;1, —) + 0y, Oy vo (21, — )} dx
Q ! 9 Q 3
+/ v (z)Ayvo(x, E)da:
Q g
2 € Z € Z
—e V" (2)n1 0y, vo (1, —)da(:v) —e | v(z)n-Vyvo(xy, —)do(x)
i) i) €
—5/ g(1)vo (1, )dﬂﬁl —€ / O v () vo(21, )d%
x x
—& /8 Vo .%'1, Uo(xl, )d.T — 6/ {amlaylvo(flfl, )+8y1811’00<1’1, )} X
g Q 9

T x
X vo(xl,g)d:v—/QAyvo(iln,g)Uo(iUl,g)dx

+82/ 1105, Vo (21, g)vo(:cl, E)da(a:) + 5/ n - Vyvo(z1, z)vg(xl, f)da(:z:),
o0 € € 99 € £
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wobei n = (n1,ny) die duere Normale bezeichnet. Wir nutzen Problem E aus:
IV (" (2) = uo(x) — evo(a1, - ))||L2(Q)

Pb.E 5/5 ve(x)g(z1)dzy

2

+€2/Q{v€(a:)—vg(q:1, )}8 vo(xl,g)dx
—1—5/9 {UE(a:) — vo(xy, g)} {&Clﬁylvo(xl, ) + Oy, Oy v0 (21, 8)}dm —

< [ @l

2
X e
—5/ g(wl)vo(ﬂﬁl,g)dm —62/8n05($)vo(951>g)d$1
e I
2

X

x x
—I—e/ g(x1)ve(zq, —)day —I—s/ Oy, Vo (21, —)vo(21, —)d1.
g 9 I 19 19

Wir stellen fest, dass sich der erste und der vierte sowie der fiinfte und der siebte Term
wegheben. Zusitzlich setzen wir vo(z1, 2) = g(21)w®(7) ein.

19 (0 () — () — evols, D) o
= 2 [ (07(e) ~ glan) @), glo)e" (0)da
e / (0 () — g1 )" (2))Dr, g 1) (2) e

— / Oy (V — g(x1)w (x))g(x1)w" (z)dzy. (7.7)

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhélt man

IV (uf(x) — uo(z) — evo(z1, 6))HL2
< & (Jl0°]l 2y + gl oo @l z2@y) X
X (1102, g/l L ol | L2(2) + 2012, gll oo ()10, || L2(2))
& (10w, 0% L2y + ||9||L°<>(F)||5x2wa||L2(H)) gl lwllz2gm. — (7-8)

Wir miissen wir noch ||0,,w®||2(0), [|02.v%|| 2(rys [|w® |2y und [|Op,w® || z2(my abschéit-
zen. Wir rechnen nach

consty

||6x1w8||%2(9) = g”ayl)NCOH%Q(YE) < c )

2

S (4_19) 2 12 k 12
Harzv HLQ(H) =47 é |Ck| m + |CO| < consts ,
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_ 3 (4.48)
W 2amy = [[Xoll2rarey < ([Xoll 2y
und
19222y / Oryio” (0, 1) — / 0 %0( 2 ) Py,
(4.4
S HXUHLz Zerxp —4rk— )<const3 €,

keN*

wobei die letzte Ungleichung aus der Summenformel fiir die Geometrische Reihe mit
q = exp(—4n?) folgt, denn die Reihe Y, k?¢* konvergiert gleichméBig:

1
d K¢ = 49, kd* = q0, (qf?q > q'“) = 40, (qaql—_q

keN keN keN
q q(1+gq

= q0, 2 ( 2

(1-¢? (1-9q)

N———

< consts €°. (7.9)

Damit ergibt sich aus (7.8)
|V (u*(2) — uo(z) — evo(a1, 8))||Lz < const, &*/?

und daraus folgt mit der Poincaré-Ungleichung i):

el|v®(x) — evo(zy, — )HLZ(Q) = ||u®(x) — uo(z) — evo(zy, )||L2 < const £*/*,

Fiir g = const bleibt nur der dritte Term in (7.7) tibrig und wir bekommen ii), d.h. wir
haben dann eine Abschéitzung in O(¢). O
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Teil 111

Diskussion

Wir haben also mit 2-Skalen-Konvergenz die Existenz einer asymptotischen Entwick-
lung wug(z) + e0auo(w1)Xo (%) gezeigt, mit der die Losung des urspriinglichen Problems
u® in Ordnung e approximiert werden kann, falls f glatt genug ist. Die Entwick-
lungsterme uy € H?(Q2) bzw. Yo € H}.(Y) bestimmen sich aus dem homogenisierten
Problem A bzw. dem Zellproblem. Dies ist dhnlich zum Korrektur-Resultat im Falle
einer Matrix mit oszillierenden Koeffizienten (siche [All92], Th. 2.3, (2. 9)).

Falls nur f € L*(Q) ist, gilt u°* — wg in H'(Q). Der Fehler geht jedoch dann nur
in Ordnung /¢ gegen Null. Diese beiden Probleme weisen im Gegensatz zu den
e-Problemen A bzw. D keine oszillierenden Randbedingungen auf und sind zum
Beispiel numerisch 16sbar.

Desweiteren haben wir in Problem A und B die effektive Randbedingung auf T’

bestimmt und dabei gesehen, dass erst in O(e) die Neumann-Randbedingung eingeht.

Als néchsten Schritt konnte man das Resultat dieser Diplomarbeit auf ein Gebiet verall-
gemeinern, auf dessen Rand mit Neumann-Randbedingungen, ', rechteckige Zacken
aufgesetzt sind. Auf dem gesamten &ufleren Rand sollen dann homogene Dirichlet-
Randbedingungen vorliegen. Diese Situation, die in [Sar98] néher betrachtet wurde, ist
in den unten angefithrten Anwendungen genauso von Interesse, wie die in dieser Arbeit
betrachtete Geometrie.

Desweiteren sei darauf hingewiesen, dass sich unser Problem auf beliebige Gebiete mit
glattem Rand, wobei ein Teil des Randes mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
und der restliche Rand mit oszillierenden Randbedingungen versehen ist, verallgemei-
nern lé8t. Dazu verfihrt man wie in [FL95]: Durch Parametrisierung der Randkurven
lassen sich die urspriinglichen Gleichungen auf die in dieser Arbeit betrachtete Geo-
metrie zurickfithren und die neuen Parameter der Randkurve sind dann z; bzw. .
Der Rand I" parametrisiert dabei den Rand mit oszillierenden Randbedingungen. Die
Resultate miissten dann am Schlufl wieder von 2 auf das “krumme” Gebiet iibertragen
werden, indem man die Parametrisierung riickgéngig macht.

Auflerdem sei angemerkt, dass wir uns auf isotrope Probleme eingeschréankt haben, da
wir den Laplace-Operator betrachteten und nicht einen allgemeinen elliptischen Ope-
rator V - AV zu einer Matrix A aus {M € R?**? | det(M) > 0}. Desweiteren kinnte
man noch eine von ¢ abhiingige Funktion f¢ € L*(2) in Problem A zulassen.

Fiir Anwendungen ist besonders die effektive Randbedingung auf I' interessant, da die
makroskopische Gréfle agg gut messbar ist und oft eine spezielle physikalische Inter-
pretation hat. Von weiterem Interesse wére es daher den Zusammenhang zwischen a
und der Lénge des Neumann-Randes I zu untersuchen.
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8 Beispiele fiir Anwendungen

8.1 Elektromagnetismus

Eine Anwendung von Problem A befindet sich in der Elektro- bzw. Magnetostatik,
wobei u® das elektrische bzw. magnetische Potential ist und die periodischen Randbe-
dingungen die Oberfliache eines Werkstoffs modellieren, auf der sich periodisch ein Lei-
ter (Neumann-Randbedingung) und ein Isolator (Dirichlet-Randbedingung) abwech-
seln und €2 das Vakuum darstellt. Die effektive Randbedingung auf I' représentiert
dann den Effekt des effektiven Widerstandes, der beim Ubergang vom Vakuum in das
Medium mit der rauhen Oberfliche eine stehende elektro-magnetischen Welle dampft.

8.2 Wairmelehre

Unsere Situation 148t sich auf die stationdre Warmeleitungsgleichung iibertragen, wo-
bei die Dirchlet-Randbedingung die Anschluss-Bedingung an einen thermischen Leiter
ist, die Neumann-Randbedingung die an einen thermischen Isolator. u® ist dann die
rdumliche Temperaturverteilung. Die effektive Randbedingung steht hier fiir den ther-
mischen Widerstand der rauhen Oberfliche. Bei grosstechnischen Kiihlanlagen oder
Heizkorpern sucht man oft moglichst grosse Oberflichen durch Wélbungen zu errei-
chen, um moglichst viel Warme abgeben zu kénnen. Dort hat man also solche rauhen
Oberflachen.

8.3 Stromungsmechanik

Im Bereich der Umweltphysik findet sich die wohl wichtigste Anwendung der von
uns in dieser Arbeit untersuchten Problemstellung. Wenn man Problem A um 180°
dreht, hat man als Anwendung die laminare Stromung z.B. eines Grundwassers,
durch das von oben Wasser aus einem Boden einsickert oder abgepumpt wird.
Dabei ergibt sich die Dirichlet-Randbedingung durch einen Zu- oder Abfluss und die
Neumann-Randbedinung durch wasserundurchléssiges Material am oberen Rand. Die
effektive Randbedingung auf I' reprisentiert dann die Permeabilitéit dieses 16chrigen

Randes.

Genauer gesagt, ist nach [Bea79], 6.3 im Falle des inkompressiblen Fluss in isotropi-
schen, porosen Medien die Gleichung

V- k(O(p))(Vp—e) = 0:0(p) (8.1)

zu losen, wobei p der Druck, ©(p) der Wassergehalt eines Einheitswiirfels als Funktion
des Druck, k die Leitfihigkeit und e die Richtung der Gravitation ist.

Homogenisierung alternierender Randbedingungen bei der Poissongleichung



8.3 Stromungsmechanik 56

Ein Teil des oberen Randes, der in dieser Arbeit mit I'] bezeichnet wurde, sei mit Fluid
bedeckt. Man macht dabei die Annahme, dass diese Locher gleichméfig und periodisch
auf einem Teil des Randes, bei uns I', veteilt sind. An den Stellen, wo das Fluid ein-
flielen kann, ist der Druck p = 0. Da der Gradient orthogonal auf Niveaulinien steht,
liegen Neumann-Randbedingungen auf dem Wasser undurchléssigen Rand I'; vor. Da
man sich das Grundwasser jenseits von 0 \ T' als fortgesetzt vorstellen kann, sind auf
dem restlichen Rand homogene Dirchlet-Randbedingungen sinnvoll. Die dazugehérigen
Randbedingungen lauten also

p = 0 aufoQ\TI%, (8.2)
E©(p)(Vp—e€)-n = 0 aufI5,

wobei n die &uflere Normale bezeichne. Da dieses nichtlineare Problem (8.1) - (8.3) bis
jetzt noch nicht 16sbar ist, fithrt man einige sinnvolle Naherungen auf dhnliche Weise
wie in [Fil98], p. 86 durch. Unter den Annahmen, dass

vereinfachen sich (8.1) - (8.3) zu

Ap = 0 in (8.4)
p = 0 auf 0Q\T%,
Op = 0 aufI%.

Lassen wir noch einen Quellterm f auf der rechten Seite von (8.4) zu, so sind wir in
der Situation von Problem A (siehe Abschnitt 3.1), wenn wir noch p = u® setzen.

Da up = 0 die effektive Randbedingung in Problem A ist, bekommen wir sogar, dass
der Druck bei der ersten Naherung ganz verschwindet und der wasserundurchléissige
Rand nur in erster Ordnung in ¢ eingeht. Unsere Abschatzung (4.49) fiir ag konnen wir
dann so interpretieren, dass der effektive Druck in erster Ordnung, d. h. vy, auf dem
l6chrigen Rand T' hochstens 18,6 % von g betrdgt. Man hiitte eigentlich erst einmal
einen hoheren Druck, der durch die wasserundurchléssigen Stiicke I'; bedingt wird,
erwartet, da |T'5| = 1 fiir alle € > 0 gilt.
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9 Ausblick

Das Problem lidsst sich vom periodischen Rahmen auch auf zufillig perforierte
Rénder erweitern, wenn man ein ergodisches dynamisches System betrachtet, das die
Liange der Intervalle, auf denen jeweils die eine oder die andere Randbedingung gilt,
bestimmt. Anschaulich handelt es sich bei der Ergodizitdt um die Forderung, dass
auf dem rauhen Rand, jede stochastisch mogliche Kombination der Randbedingungen
einmal auftritt. Mit der Energie-Methode wurde dies von Belyaev und Chechkin in
[BCI9] gezeigt.

Um unsere Resultate auf die stochastische Situation zu verallgemeinern, bietet sich
anhand des in dieser Arbeit mit 2-Skalen-Konvergenz gefiihrten Beweises, dann die
Methode der 2-Skalen-Konvergenz im stochastischen Mittel nach Bourgeat, Mikeli¢
und Wright an, siche [BMW94]. Die Untersuchung der stochastischen Situation hétte
jedoch den Rahmen dieser Diplomarbeit gesprengt.
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Teil IV

Anhang

A Verwendete Sitze und Lemmata

A.1 Standardresultate aus der Homogenisierung

Lemma A.1 Mittelwerteigenschaft oszillierender Funktionen® Sei f(z,y) €
LLY, C%(Q)],1 < p < 0o, Q C RY beschréinkt und Y C Q die Periodizitiitszelle, dann

gilt fiire | 0
T, LP(Q

) 7oy L
R CEN Y e (A1)

Beweis (nach [JKO94], S. 5) Sei e < 1. Wir iiberdecken € mit einem Quader E,
der kY (k € N) Periodizitétszellen Y enthélt und setzen f auf E \  trivial fort.

/ [Fla, D) SUPREEOR e / |f ey, y)|Pdy
E € {yleycE}

f Y-periodisch

2ot [Q w1 [ Ity

< k const(Y) f(ey)? L const f(0)

Sei 6 > 0 und z(x,y) ein trigonometrisches Polynom in y mit z(z) = f(x) und
|z — f(z)[P <. (Zum Beispiel fiir p = 2 durch Fourierreihen) Damit gilt

[ )~ se. Hpa < 6

Fiir ein trigonometrisches Polynom zeigt man durch Approximation mit Treppenfunk-
tionen, dass fiir € | 0

N
—~
8

|
~—

N

(@)= [ <Ay

und damit folgt das Lemma. []

SWir beweisen hier eine weniger allgemeine Mittelwerteigenschaft im Spezialfall oszillierender Funk-
tionen. Der Beweis benutzt im Gegensatz zu Lemma [.1.a nicht die 2-Skalen-Konvergenz. Da wir
die Mittelwerteigenschaft in der Formulierung von Lemma A.1 im Beweis von Theorem 1.1 mit der
Energie-Methode verwenden werden, zeigt dies, dass man den Beweis von Theorem I.1 unabhéingig
voneinander sowohl mit der Energie-Methode als auch mit Methode der 2-Skalen-Konvergenz fithren
kann.
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Im Folgenden beweisen wir mit den beiden in dieser Arbeit verwendeten Methoden,
das in der Einleitung zitierte Theorem I.1.

Erster Beweis von Theorem 1.1 - mit Tartar’s Energie-Methode

Aus dem Ausgangsproblem (2.1) und (2.2) folgt mit Standardmethoden die Existenz
einer Teilfolge von w°, wiederum mit u® bezeichnet, so dass u® — wy € Hj(Q),
ut — ug € L2(Q) und & = AVuE — & € (L*(Q))N. Fiir Theorem I.1 ist also
noch zu zeigen, dass &, = AgVuy. Daraus folgt dann auch die behauptete Gestalt des
homogenisierten Problems (2.6) und (2.7).

Nach Konstruktion sind die x; Y-periodisch und nach dem Lemma iiber die Mittel-
werteigenschaft oszillierender Funktionen (Lemma A.1) folgt

wi(z) — z; € L*(Q). (A.2)

Fiir den Gradienten dieser Testfunktionen folgt

X X
V,wi () = Vy’wi(g) =e; — Vsz(g)

und mit der Y-Periodizitat von V,w® folgt wieder aus Lemma A.1, dass
€ 1 2
Vaw; (z) — € — V] Vyxi(y)dy € L7(€2). (A.3)
Y

Mit dem Gauflschen Integralsatz folgt, da x; Y-periodisch, dass

/ Vyxi(y)dy = / Xi - ndo(y) = 0. (A.4)
Y oy
Es folgt also aus (A.2) und (A.3) mit (A.4)

w — x; € H'Y(Q)
und  wi — x; € L*(Q),

wobei die letzte Aussage aus dem Einbettungssatz von Rellich nach Wahl einer Teilfolge
folgt. Im néchsten Schritt betrachten wir

T

G (@) = (A) (@) Vi (2) = AT(D)Vyui(5).

Da die Matrix A° in L>(9°) und die Testfunktionen w$ in L?(2) sind, folgt (¢ €
(L*(Q))Y und da A" und V,w; Y-periodisch sind, folgt wieder mit Lemma A.1
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G (@) = Age; € (L))",

Man rechnet nach, dass

[ vo=0 voemi@) (A5)
Q

denn mit der Variablensubstitution z — y := % bekommt man wegen der Y-

Periodizitdt aus der schwachen Formulierung des Zellproblems (2.3) - (2.5)

| AT ) )V )y =0 () = o(e) € HY()

Sei ¢ € C§° beliebig. Wir wahlen jetzt ¢pws fiir ein beliebiges i € {1, ..., N} als Testfunk-
tion in der schwachen Formulierung des Ausgangsproblems (2.1) und (2.2) bzw. ¢u®
als Testfunktion in der schwachen Formulierung (A.5) des adjungierten Zellproblems
und erhalten

| €@ ui@oin+ [ &) Volauilas = < fout > oo

(A.6)
b, / (@) - V() d(x)dz + / C(@) - Vola)(x)dr = 0. (A7)
Q Q
Es gilt £° - Vw; = (° - Vu®, denn man rechnet nach
£ - Vus = A°Vuf - Vu? = (A9)TVuf - Vuf = ¢¢ - Vub. (A.8)

Wir kénnen nun die Gleichung (A.6) von (A.7) abziehen und bekommen

/55 ) Vol dx—/c (2) - Vo()da
= < f, <;5wz >H-1(Q (Q),HL(Q) ng S COO(Q)

Fiir € | 0 folgt mit der starken Konvergenz von u® — ug bzw. w$ — z; in L*(Q2) und
der schwachen Konvergenz der Fliisse £& — &, bzw. (¢ — Al'e; in (L*(Q))N

/ &o(x) - Vo(x)zdx — / Al (2)e; - Vo(x)ug(z)dr =
Q Q
= < f,x;¢ >H_1(Q)7H(%(Q) Vo € COOO(Q)
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Hier hat es sich ausgezahlt, dass man x° als Losung des Zellproblems zum adjungierten
Operator definiert hat, da somit nur Produkte stark und schwach konvergenter Folgen
auftraten und wir also zum Limes iibergehen konnten.

Die letzte Gleichung 148t sich zu

/ &o(x) - V{x;o(x) }dx — / So(x)x; - e;0(x)dr — / Agei -Vo(r)ug(x)dr =
Q 0 Q
= < [, >g i@ Vo€ Co ()

umschreiben und mit der schwachen Formulierung des Ausgangsproblem ((2.1) und
(2.2)) folgt, wenn man dort z;¢ als Testfunktion einsetzt, dass

/Q fo() - esp(w)da — — /Q ATe; - Vo(x)uo(x)dr Vo € C2(Q).

Durch partielle Integration folgt

/Q €o() - s (w)d = /Q ATe; - Vug()d(z)dz Vo € C2(Q).

und es ergibt sich & -e; = Al'e;- Vug = A°Vuy-e;. Da dies fiir alle ¢;,4 € {1, ..., N} gilt,
folgt & = ApVup. Man kann zeigen, dass Ay eine elliptische Matrix ist (siehe [CD99],
Prop. 6.12). Es folgt, dass die Losung des homogenisierten Problems ug eindeutig ist
und damit konvergiert jeweils nicht nur eine Teilfolge sondern die ganze Folge u® bzw.

AVus. O

Zweiter Beweis von Theorem 1.1 - mit 2-Skalen-Konvergenz

Wir haben die gleiche Ausgangssituation, wie im 1. Beweis von Theorem 1.1, der
mit Hilfe der Energie-Methode gefithrt wurde. Es existiert eine Teilfolge von u?,
wiederum mit u® bezeichnet, so dass u® — uy € H}(Q), v — ug € L*(Q) und
£ = Auf — & € (L2(N))N. Es ist wiederum zu zeigen, dass & = AgVug gilt.
Anstelle der Losungen x§ des Zellproblems verwendet man in diesem Beweis die Funk-
tion uy € L*[Q, Hy(Y)/R], die Vu© A Vauo + V,uy erfiillt. Die Existenz eines solchen
uy hatten wir in Lemma 1.2 i) gezeigt. Sei ¢y € C5°(Q2) und ¢y € Cg°(Q; CF(Y)). Als
Testfunktion kénnen wir dann ein beliebiges ¢(x) = ¢o(z) +e¢1(z, £) € Hj(Q) withlen.
Eingesetzt in die schwache Formulierung des Ausgangsproblems bekommen wir

/Q AV @) - (Vo) + eVata(z, 2) + V(e D))o =
= < fido(-) +eoul, E) > H-1(Q), 1L (Q)

oder dquivalent dazu
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/ﬂVus(m) (AT Vo(z) + Vo1 (x, g)}dx +e /Q AV (x) - Vo (z, g)dm =

= < fido(-) + e, g) > H-1(0),HL(Q) - (A.9)

Fiir € | 0 folgt fiir den ersten Term auf der linken Seite mit Lemma 1.2 i)

lim | V(@) - (A" (@){Voo(2) + Vyon(, D)}
€ Q

! T
] / /Y{VW) + Vyui(x,y)} - AT (){ Vo () + V1 (2, ) }dyda,
denn A € (L>(€Q))"N und Vo (x) + Vo (x,y) € L (Y;C(€2)) und damit ist

(A9){Vo(w) + Vo1 (2, y)} € LL(Y;C(Q))

eine zuldssige Testfunktion und man kann Theorem 1.3 anwenden. Der zweite Term
auf der rechten Seite in (A.9) verschwindet fiir € | 0. Letzteres folgt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung aus der Beschréinktheit von A*Vu® in (L?(2))".

Nach Definition von ¢ und ¢, gilt ¢o(-) +e1(-, 2) ol ¢0, und damit bekommen wir
aus (A.9) fire | O

% /Q [/{Wo(l’) + Vyui(z,y)} - AT){Vo(2) + Vi (2, ) }dyde =

= <[, 00 >n-1),ui©)

bzw. dquivalent dazu

ﬁ / /y AW Vuo() + Vyur (2, 9)} - {Voo(x) + Yy (e, ) Yydr =
= <o >@.my@ - (A.10)

Wir betrachten den Funktionenraum

H = Hy(Q) x L*(Q; Hy(Y)/R)

und versehen ithn mit der Norm

||90||31 = HQDOH%{(}(Q) + “901”%2[Q;H#(Y)/R] Vo = (o, 1) € H.
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Die Bilinearform

a(p, d) = IYI// Y Veo(z) + Vypi(z,y)} - {Vo(z) + Vo1 (2, y) }dydz,

definiert fiir alle ¢, ¢ € H, ist stetig auf H. Uberpriifen wir die Koerzivitit von a. Da
A nach Voraussetzung elliptisch ist, folgt fiir ein av > 0

a(¢, ¢) > Vgo(z) + Vyﬁbl(%y)H%?(Qxy) Vo € H. (A.11)

=
Y]

Durch partielle Integration und mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes bekommt man,
dass die gemischten Terme beim Ausmultiplizieren der Norm verschwinden:

//quo Vyo1(z,y)dydzx

— [1f TTa@ioaan
= 1] (Fatnt@rerte.} - ndotuds = .

Im letzten Schritt hat man dabei ausgenutzt, dass ¢; Y-periodisch ist.

Damit folgt || Voo(z) + Vo1 (2, )| r2(0xy) = [|@(x, y)||#. Also folgt aus (A.11), dass a
auf H koerziv ist. Desweiteren ist die Abbildung

F:op=(¢o,01) — <[ d0>p-10),m0)

linear und stetig auf H.

Nach dem Satz von Lax-Milgram folgt die Existenz einer eindeutigen Losung (ug, u1) €
H von (A.10). Wihlt man zuerst eine Testfunktion ¢ mit ¢; = 0, dann erhélt man aus
(A.10) durch partielle Integration

|Y\ // y{Vuo(z) + Vyui(x,y) }dy - Vo(r)dydr =
= <[ >u@me Voo € Ho(Q)

bzw. durch Testen mit ¢ = (0, ¢1) erhélt man aus (A.10), dass

|Y| // yY){Vuo(z) + Vyur(z,y)} - Vyor(x)dyde =0 Ve, € LQ[Q;H;E(Q)/R].
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Zusammen mit der Y-Periodizitdt von wu;, die nach Lemma 1.2 i) gilt, ergibt sich also
das folgende homogenisierte Problem

1 .
~ 7V L] AOHTw(o) + Tyt = f ine,
Y
—V, - A[y){Vuo(z) + Vyui(z,y)} = 0 inQxY,
ug = 0 auf 09,
uq(z,-) Y -periodisch.
Setzt man in diesem Problem u;(z,y) = — (X1, ..., Xn)T - Vg ein, so bekommt man das

homogenisierte Problem, mit Ay in der in Theorem 1.1 definierten Form. Argumentiert
man wie am Ende des ersten Beweises, so folgt die Konvergenz fiir die ganze Folge u®
und nicht nur fiir eine Teilfolge. [
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A.2 Einige Resultate aus der Funktionalanalysis

Lemma A.2: Allgemeine Poincaré-Ungleichung Da wir eine spezielle Form der
allgemeinen Poincaré-Ungleichung verwendet haben, die wir in (iii) beweisen, stellen
wir hier verschiedene Formulierungen der Poincaré-Ungleichung zusammen.

i) Sei u € WyP(Q),1 < p < oound Q C RN offen und beschriinkt, dann gilt

An(Q)

1N
||l ey < ( ) VullLr (@),

wobei ky das Volumen der N-dimensionalen Einheitskugel ist.

ii) Sei w € W'P(Q),1 < p < oo und  zusitzlich konvex, dann gilt

An(Q)\ A
o= ey < (P50) T din )|V

RN

wobei u = m Jou der Mittelwert von u in  und diam(€2) der maximale Durch-
messer von (? ist.

iii) Sei u € M C W'(Q),1 < p < oo, M nichtleer, konvex und abgeschlossen.
Auflerdem sei zusétzlich M ein Kegel mit Spitze in 0, d.h. u € M,a > 0 = au € M.
Desweiteren sei 0 C RY offen und beschrénkt mit Lipschitz-Rand 92, dann gilt:

Falls fiir eine Konstante ¢ gilt, dass

Jug e M :ug+&e M= <c VEeER, (A.12)

dann existiert ein C' < oo, so dass

HU/HLP(Q) < CHVUHUJ(Q) Yu € M. (A13)

Anmerkung: Es gilt sogar die Aquivalenz von (A.12) und (A.13).

Beweis Wir zeigen nur iii). Der Beweis folgt dabei [Alt99], 6.15, S. 223 - 225. Ein
Beweis von i) und ii) findet sich in [GTO01], pp. 152 - 157.

iii) Wir zeigen zuerst fiir ein beliebiges nichtleeres, konvexes und abgeschlossenes M C
Whr(Q), dass aus (A.12), folgt dass

HuHLp(Q) S C (HVUHLP(Q) + 1) Yu € M. (A.14)
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Sei zundchst uy = 0. Wir beweisen (A.14) durch Widerspruch, d.h. es existiere ein
ur € M,k € N*, so dass

1
||Vuk||Lp(Q) + 1 S E”uk‘”L”(Q)' (A15)

k—o0

Also konvergiert dann [juy|zr) — o00. Sei K > 0 fest, dann folgt

K k—o0

— 0.

(Sk I T re—
lull ooy

Fiir k£ grofl genug, gilt dann 0 < 6 < 1. Da uyp = 0 € M und M konvex, folgt
U := dpuy, € M. Also

Ul oy = dllurll oy ™= K. (A.16)
Wir multiplizieren (A.15) mit d; und somit folgt
1 K -
IVUillzo () + 0k < 7 [|Ukllr (o) = A "2200. (A.17)

Also folgt Uy, € WHP(2) und wegen der Reflexivitit von W1P(Q) die schwache Konver-
genz U, = U € WHP(Q) fiir eine Teilfolge, die wir wiederum mit U}, bezeichnet haben.
Da M abgeschlossen war, ist auch U wieder in M enthalten. Insbesondere konvergiert
VU, — VU. Mit (A.17) hat man VU = 0.

Nach Voraussetzung war () zusammenhéngend, also gilt U = & LP-fast iiberall fiir ein
konstantes £ € R und nach (A.12) gilt |£] < c.

Mit dem Einbettungsatz von Rellich folgt, dass Uy — U € LP(£2) und somit

(A.16)
K =" |IVU|re(e) = [€]|2] < |

und damit bekommen wir einen Widerspruch, wenn wir eingangs K grof3 genug
gewdhlt hatten. Also muss die Ungleichung (A.14) im Falle ug = 0 gelten.

Sei nun uy € M beliebig, dann folgt (A.14) fiir ein & € M := M — ug, denn man hat
flir u := @ + ug:

lullery < llallze@) + luollLe

< C(lIVullzoi) + IVuol o) + 1) + luoll o) < C(|Vullr@) + 1).
Wir benutzen an dieser Stelle die Voraussetzung, dass aus u € M folgt, dass fiir a > 0
au € M ist. Dann kénnen wir in (A.14) au anstatt u einsetzen. Im Spezialfall @ = 0

folgt (A.13) sofort. Teilt man durch a,a # 0 und &8t dann a gegen unendlich gehen,
so folgt (A.13). O
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Lemma A.3: Schwaches Maximumprinzip Wir betrachten Q C R¥, offen und
beschrinkt. Sei uw € H*(Q2) die eindeutige Lésung von:

Au = f Veeq, (A.18)
u = g VYrel;CoTy#0, (A.19)
Opou = h VYrely=00\Ty, (A.20)

wobei f € L?(Q),g € H'(Ty), h € L*(T'y) gegeben seien. Falls f > 0in Q und h <0 in
I's, dann gilt
Sup u = sup g. (A.21)
Q I

Unter “>” etc. verstehen wir dabei, dass die Ungleichung fast iiberall in 2 bzw. I’y
erfiillt ist.

Beweis (vgl. [KS80], p.245, Prop. 5.2) Die schwache Formulierung des ellipti-
schen Randwertproblems (A.18) - (A.20) lautet:

[vuve==[gce [ he weeee B @ gl =0}
Q Q I

Wir wéhlen ( = max(u — supr, g,0) als Testfunktion und definieren M = {x € Q |
¢(x) > 0}. Somit erhdlt man

/ Vu-V(u—supg) >0
M I
Par%n_;;nt. _/ f(u — sup g) Z 0.

M r

Dies ergibt M = (), und somit folgt (A.21). O

Lemma A.4: Schwaches Vergleichsprinzip Seien u,v € H'(f2), weiterhin sei
Au < Avin Q, u > v auf I'y und 0,u > 0,v auf I'y dann gilt

u > v in .

Beweis Da wir eine lineare Partielle Differentialgleichung betrachten, geniigt es zu
zeigen, dass aus Av > 0in Q, v < 0 auf I'; und 9,v < 0 auf I'y folgt, dass v < 0 in Q.
Ansonsten kann man einfach v durch v — v im folgenden ersetzen.

Analog zum letzten Beweis definieren wir M := {z € Q | v(x) > 0}. Durch Anwen-
dung des schwachen Maximumprinzips (es gilt Av > 0 in M und v|sy = 0) auf v|y
bekommen wir sup; v = supy,, v und somit folgt M = (). O
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B.2 Symbolverzeichnis

N
N*
Z
7
R
R+
RN
C

SR

&
<

&
<

die Menge der natiirlichen Zahlen

die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null

die additive Gruppe der ganzen Zahlen

die additive Gruppe der ganzen Zahlen ohne Null
der Korper der reellen Zahlen

die Menge der positiven reellen Zahlen ohne Null
der n-dimensionale euklidische Raum

der Korper der komplexen Zahlen, die imaginére Einheit ist mit ¢
bezeichnet

= Anv(M) das Lebesgue-Mafl im RY einer Menge M C RY bzw.
das Zahlmaf$ einer Indexmenge M C Z

das Oberflichen-Maf einer Menge M C RY, d.h. das Lebesgue-Maf
auf oM

das Kronecker-Symbol, 9,5 = 1 fiir j = k, ansonsten ist d;, = 0
die charakteristische Funktion einer Menge M

die Einheitsmatrix im RY (die Matrix mit den Koeffizienten
5j,kaj7k S {1, ,N})

transponierter Vektor a, a in RY

transponierte Matrix A, A in RV*V

d
dx;

= (Dgyy .., D, )T

die partielle Ableitung nach y;

= (Oyyy ey Oy )T

:= 0O,,, die partielle Ableitung nach z;

die totale Ableitung nach x;

= n, - V,, die Richtungsableitung bzgl. y in Richtung der &uleren
Normale n, an das Gebiet, in dem die y betrachtet werden

die dufleren Normale n, an das Gebiet, in dem die = betrachtet
werden

= anw
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Q)

CH(Q)

2

Cro(@)

c=(Q)
C5(Q)

CL(Q)

Lr($2)
L=(9)
LP

LfOC<Q)

Whe(Q)

Wi ()

= 0%, R), der Raum der stetigen Funktionen, die von einer Menge
Q) in die reellen Zahlen abbilden

= C*(Q,R), der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen, die von einer Menge (2 in die reellen Zahlen abbilden, k € N*

= C*(Q,R), 0 < a < 1 der Unterraum von C*(Q) der Funk-
tionen mit Holder-stetigen Ableitungen 0™¢, 0 < m < k, wobei
Squ#y,x,yeQ{M} < oo die Holder-Konstante ist;

lz—yl*
im Fall von k£ = 0, = 1 spricht man von Lipschitz-stetigen Funk-

tionen

= C*(2,R), der Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren
Funktionen, die von einer Menge 2 in die reellen Zahlen abbilden

= C¥(,R), k € NU {oc}, Unterraum von C*(Q2) der Funktionen
¢ mit kompaktem Trager in (2 fiir alle 0™¢, 0 <m < k

= CLIQ,R), k£ € N U {oo}, Unterraum von C*(Q) der Q-
periodischen Funktionen

= LP(2,R),0 < p < o0, der Raum der reellwertigen Funktionen ¢
mit (f, [6(a)|Pdz) /7 < oo

= L>®(Q,R), der Raum der reellwertigen Funktionen ¢ mit
€ss SUp,cq |¢(z)| < 00

= L% (Q,R),0 < p < oo, der Unterraum von LP(Q) der fast iiberall

)-periodischen Funktionen

= L7 (2,R),0 < p < oo, der Raum der lokal in 2 integrierbaren

reellwertigen Funktionen, d.h. ¢ € LP(D) fiir alle D C Q

= WkP(Q,R), der Raum der reellwertigen Funktionen ¢ mit
(fo D™ ¢(z)[Pdz)'/P < oo fiir alle m € {1,...,k}, k € NU {oo};
versehen mit der Norm |[|¢|ye.0(q) := S o 1D ooy

= Wi’p(Q,R), der Abschluss von C3(€) in der Wk (Q)-Norm,
ke NU{oco}

= WFP(Q,R), der Abschluss von C$°(Q) in der W#?(Q)-Norm,
ke NU{oco}

= Wk2(Q), k € NU {oo}
= W;’Q(Q), ke NU{oo}
= WH(Q), ke NU {oc0}
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H (Q)/R

H(Q)

Coe (€4 O (V)]
LP[Q; CL(Y)]

LE[Y; CO(Q)]

L[ Hy(Y)]

Raum der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation u ~ v <=
u — v = const, fiir alle u,v € Hy(Y')

der Dualraum zu X

der Dualraum zu H; (£2)

der Raum der Funktionen aus Cg°(£2) mit Werten in C3°(Y))

der Raum der Funktionen ¢ : x — ¢(x) € C3(Y) mit [|¢(z, -)||C%(Y)
€ LP(QQ), 1 < p < oo; versehen mit der Norm ||¢||Lp[9;0;(y)] =

{Jollo(@, Moy dat?
der Raum der Funktionen ¢ : z — ¢(z) € C°(Q) mit |[¢(-,y)|co@
€ L5(Y), 1 < p < oo; versehen mit der Norm ”(bHLI;#[Y;00(Q)} =

{fy(SUP;BEQ |p(z, y)|)Pdy } /P

der Raum der Funktionen ¢ : z +— ¢(z) € Hy(Y) mit
IVo(x,-)||2v) € L5(Q); versehen mit der Norm ||¢||L2[Q;H?1¢(Y)] =

{foIVo(z, ')H%?(Y)dx}lﬂ

u® konvergiert schwach in X gegen uy
u® konvergiert schwach* in X’ gegen uq

u® konvergiert im Sinne der 2-Skalen-Konvergenz (siehe Definiton
[.1) gegen uy
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