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Lineare Regression: Grundlagen

Lineare Regression: Verfahren zur Analyse des Einflusses von einer
oder mehreren unabhangigen Variablen, die ein beliebiges Messniveau
aufweisen konnen, auf eine metrische abhangige Variable

Das Prinzip wird anhand eines Beispiels verdeutlicht, das in dem
folgenden Streudiagramm dargestellt ist

Auf der y-Achse ist das Ergebnis eines standardisierten Leistungstest fur
8.-Klassler im Fach Mathematik dargestellt (abhangige Variable) und auf
der x-Achse die Zeit in Wochenstunden, die ein Schuler fur Mathe-
Hausaufgaben aufwendet (unabhangige Variable)

Die Lage der Punktewolke deutet darauf hin, dass es sich um einen
positiven Zusammenhang handelt: Je mehr Zeit fr Hausaufgaben,
desto besser das Testergebnis

Bivariate Statistik 3
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Lineare Regression: Grundlagen

Die lineare Regression ist ein asymmetrisches Verfahren, d.h. eine
Variable wird als abhangig definiert und durch eine oder mehrere
unabhangige Variable erklart

Die lineare Regression basiert darauf, die beobachteten Werte, die im
Streudiagramm dargestellt wurden, moglichst gut durch ein statistisches
Modell (eine Gerade) abzubilden

In die Punktewolke der Beobachtungswerte wird also eine Gerade
eingezeichnet, auf dieser Geraden liegen die Vorhersagewerte

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

Die (hier noch unvollstandige) Gleichung der bivariaten linearen
Regression, durch welche Position und die Steigung der Geraden
festgelegt werden, lautet:

y; =b, +bX

y ist die vorherzusagende (abhangige) Variable fur Schdler (i = 1,2,...n),
b, die Regressionskonstante (auch: Achsenabschnitt, ,intercept®), b, das
Regressionsgewicht (,slope”) und x; eine unabhangige Variable

Wie wird nun die Position der Linie in der Punktewolke bestimmt?

Wenn alle Punkte auf einer Geraden liegen wurden, dann ware dies die
,obest mogliche” Gerade, da sie alle Punkte reprasentiert; bei der
Vorhersage von y durch x wirden also keine Fehler gemacht (siehe
nachste Folie)

Bivariate Statistik 7
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Lineare Regression: Grundlagen

In der Praxis werden jedoch bei der Vorhersage von y durch x praktisch
immer Fehler gemacht; die vollstandige bivariate Regressionsgleichung
lautet daher:

Yi = bo + blxi + €

e, ist ein Fehlerterm, der durch die Abweichung zwischen Vorhersage-
und Beobachtungswerten (sog. Residuen) geschatzt wird

Wie wird nun die Gerade an die Punktewolke angepasst? Am besten
angepasst konnte z.B. bedeuten, dass die Summe der positiven und
negativen Differenzen zwischen Vorhersage- und Beobachtungswerten
minimiert wird

Diese Summe ist jedoch immer null, da sich positive und negative

Abweichungen zwischen Vorhersage- und Beobachtungswerten
ausgleichen

Bivariate Statistik



Lineare Regression: Grundlagen
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Lineare Regression: Grundlagen

Minimiert werden daher die quadrierten Abweichungen zwischen
Beobachtungs- und Vorhersagewerten (i ):

Yez=min = Y(y,-§)e=mir
i=1 =1

Diese Vorgehensweise wird Methode der kleinsten Quadrate bzw. OLS-
Methode (,ordinary least squares®) genannt

Es werden also diejenigen Werte von b, und b, gesucht, bei denen die
folgende Gleichung ein Minimum hat:

min = i()/i _(bo +b1Xi))2

Bivariate Statistik 11



Lineare Regression: Grundlagen

Wird diese Gleichung nach b, und b, abgeleitet, folgt daraus:

n

2 (% =%)(y; = Y)
b, =Y -bX b, =-+=—
Z(Xi _Y)Z

Die Formel zeigt, dass b, als Quotient der Kovariation der Variablen x
und y und der Variation von x berechnet wird

Die Kovariation ist fur das Verstandnis der linearen Regression (und —
Korrelation, s.u.) zentral und wird daher auf der nachsten Folie grafisch
veranschaulicht

Dort sind die Variablen x und y in z-standardisierter Form dargestellt;
d.h., beide Variablen haben einen Mittelwert von 0 und eine Standard-
abweichung von 1

Bivariate Statistik 12
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Lineare Regression: Grundlagen

Das Streudiagramm ist anhand der Mittelwerte von x und y in vier
Quadranten eingeteilt worden

Die Kovariation basiert auf dem Produkt der Abweichungen der x- und y-
Werte von ihrem jeweiligen Mittelwert: (x. —X)(y, — V)

Alle Punkte, die im oberen rechten oder unteren linken Quadranten
liegen, tragen positive Werte zur Kovariation bei

Beispiel im Diagramm: Schuler mit y = 0,86 und x = 1,35; die Kovariation
betragt hier: (1,35 - 0)*(0,86 - 0) = 1,16

Alle Punkte, die im unteren rechten oder oberen linken Quadranten
liegen, tragen negative Werte zur Kovariation bei (siehe Beispiel unten
links)

Bivariate Statistik 14



Lineare Regression: Grundlagen

FuUr die Auspragung des Regressionskoeffizienten b, ist nun
entscheidend, wie sich die Punkte im Streudiagramm verteilen

Liegen die meisten Beobachtungswerte in den Quadranten oben links
oder unten rechts, ware die Kovariation der Variablen y und x in der
Summe aller Beobachtungswerte negativ

In diesem Fall besteht zwischen y und x ein negativer Zusammenhang,
was durch einen negativen Regressionskoeffizienten b, zum Ausdruck
kommt

Liegen die Beobachtungswerte dagegen, wie im Beispiel, Uberwiegend
in den Quadranten unten links bzw. oben rechts, ist die Kovariation in
der Summe positiv und auch b, nimmt einen positiven Wert an (je mehr
Zeit fur Hausaufgaben, desto besser die Leistung)
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Lineare Regression: Grundlagen

Ist b, = 0, ist auch die Kovariation von x und y null und es besteht kein
linearer Zusammenhang zwischen den Variablen; die
Regressionsgerade verlauft dann parallel zur x-Achse, hat also keine
Steigung

Exakt ist der Regressionskoeffizient b, so zu interpretieren, dass sich die
Vorhersagewerte des Regressionsmodells fur y genau um b, Einheiten
erhohen, wenn sich die unabhangige Variable x um eine Einheit erhoht

b, wird auch als unstandardisierter Regressionskoeffizient bezeichnet

Er gibt in jedem Fall die Richtung des Effekts von x auf y an, sagt jedoch
nur bedingt etwas Uber die Effektstarke aus (— Beta, s.u.)

Bivariate Statistik 16



Lineare Regression: Grundlagen

Die Regressionskonstante b, gibt den Schnittpunkt der
Regressionsgeraden auf der y-Achse beim Wert x = 0 an (Achsen-
abschnitt)

Bei b, = 0 schneidet die Gerade die vertikale y-Achse beim Wert x = 0
(sie geht ,durch den Ursprung®)

Ob die Regressionskonstante inhaltlich sinnvoll interpretierbar ist, hangt
davon ab, ob der Wert x = 0 zum gultigen Wertebereich gehort

Im Beispiel ist dies der Fall; x = 0 bedeutet hier, dass der jeweilige
Schuler keine Mathematikhausaufgaben macht

Die nachste Folie verdeutlicht die Lage der Regressionsgeraden bei
unterschiedlichen Werten von b, und b,

Bivariate Statistik 17



Lineare Regression: Grundlagen

by > 0
b, >0

be <0
b, >0

b, >0

by > O
b, <0
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Lineare Regression: Grundlagen

Zur Berechnung der Regressionsparameter b, und b, wird die
Arbeitstabelle auf der folgenden Folie bendtigt

Die x-Variable entspricht der Zeit fur Hausaufgaben und y entspricht der
abhangigen Variablen Mathematikleistung

Weiterhin dargestellt werden fur jede Person die Abweichungen von x
und y von ihren jeweiligen Mittelwerten, die Variation von x (vierte Spalte
von links) und die Kovariation von x und y

Die Kovariation ist entscheidend fur die Richtung des Regressions-
koeffizienten b,

Im Beispiel ist die Kovariation in der Summe positiv, b, ist somit ebenso
positiv, mit steigender Hausaufgabenzeit erhoht sich die Leistung

Bivariate Statistik 19



Lineare Regression: Grundlagen

¥i X (Ir _I] (I;‘ _IJI (J _J_J (Ir’ o f)(}!f o J_’j
33 2 0 0 -15 0
35 1 1 1 -13 13
36 0 2 4 12 24
37 1 1 1 11 11
38 2 0 0 -10 0
39 1 1 1 -9 9
41 1 1 1 7 7
42 2 0 0 6 0
43 1 1 1 -5 5
47 1 1 1 -1 1
48 1 1 1 0 0
50 3 1 1 2 2
51 1 1 1 3 -3
53 1 1 1 5 -5
57 4 2 4 9 18
60 2 0 0 12 0
61 2 0 0 13 0
62 6 4 16 14 56
63 4 2 4 15 30
64 4 2 4 16 32
> 42 Y 200
y=480 £=2,0

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

Nun konnen die Regressionsparameter ausgerechnet werden:

n

> %=Xy —Y)
b, == _ 200 4,762

Zn: (Xi o 2)2 42

=1

b, = ¥ -b,X = 48— (4,762*2) = 38,476

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

» Die vollstandige Regressionsgleichung fur diese Regression lautet:

Yi =

38,476+ (4,762*homework:) + ¢,

= Dies bedeutet:

Die vorhergesagte Leistung betragt 38,476 Punkte wenn x = 0 ist, d.h. wenn
der Schuler keine Hausaufgaben macht

Erhoht sich die unabhangige Variable um eine Einheit, d.h. macht ein
Schuler eine Stunde mehr Hausaufgaben, erhoht sich die Leistung um 4,762

Einheiten

e, erfasst den , Teil” in der Mathematikleistung, der nicht durch den linearen
Effekt der Hausaufgabenzeit erklart wird

Bivariate Statistik 22



Lineare Regression: Grundlagen

Uber die Regressionsgleichung kénnen nun die y-Vorhersagewerte
ausgerechnet werden, die auch die Position der Regressionsgeraden im
Koordinatensystem bestimmen

Zum Beispiel betragt der y-Vorhersagewert bei x = 3:

V.3 =38,476+(4,7162*3) =38,476+14,29=52,77

Bei einer Hausaufgabenzeit von 3 Stunden wird durch das
Regressionsmodell also eine Leistung von 52,77 vorhergesagt

Im Koordinatensystem liegt die Regressionsgerade bei einem x-Wert
von 3 entsprechend auf dem y-Wert 52,77

Bivariate Statistik 23
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Lineare Regression: Grundlagen

Im Folgenden werden die verschiedenen Kennziffern besprochen, die in
SPSS fur die bivariate Regression ausgegeben werden

Als Mal} dafur, wie eng die Regressionsgerade an den Punkten der
Punktewolke liegt — oder wie gut das Modell an die Daten angepasst ist
— wird das Verhaltnis zwischen dem erklarten Teil der Streuung und der
gesamten Streuung betrachtet (Output ANOVA)

Bei der nicht erklarten Streuung (in der Gleichung: Fehlerterm bzw.
Residuen e;) handelt es sich um die summierten quadrierten
Abweichungen zwischen Vorhersage- und Beobachtungswerten

Dieser Wert wird unter ,Quadratsumme Residuen® ausgegeben und
betragt hier 1107,6

Bivariate Statistik 25



Lineare Regression: Grundlagen

ANOVA’
Quadratsum Mittel der
me df Quadrate F Signifikanz
Regression 952,381 1 952,381 15,477 ,001 @
Residuen 1107,619 18 61,534
Gesamt 2060,000 19

a. EinfluBvariablen : (Konstante), time spent on math homework

b. Abhangige Variable: math score

» Die erklarte Streuung entspricht den summierten quadrierten Differenzen
zwischen Vorhersagewerten und dem Mittelwert von y

= Dieser Wert wird unter ,Quadratsumme Regression“ ausgewiesen und
betragt 952,4. Nicht erklarte und erklarte Streuung ergeben zusammen
die Gesamtstreuung (2060,0, die summierten quadrierten Abweichungen
zwischen y-Mittelwert und den Beobachtungswerten)

Bivariate Statistik 26




Lineare Regression: Grundlagen
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Lineare Regression: Grundlagen

R-Quadrat

KDI‘I’IQIE rtes
R-Quadrat

Standardfehle
r des
Schatzers

7,84439

a. Elnfluﬂvarlablen ; {Kc:nstante}, time spent on math homework

Das Verhaltnis zwischen der Quadratsumme der erklarten Streuung und
der Quadratsumme der Gesamtstreuung wird als R? (auch:
Bestimmtheitsmal}, Fit, Determinationskoeffizient) bezeichnet und ergibt

hier:

R? =

952,38

2060,0

=0,462

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

R? folgt einer PRE (,, proportional reduction in error”)-Logik. Alle PRE-
Malde basieren auf der Formel: (E, - E,) / E,

E, entspricht der Quadratsumme ,Gesamt® (Fehlersumme, wenn AV
durch ihren eigenen Mittelwert vorhergesagt wird)

E, entspricht der Quadratsumme ,Residuen” (Fehlersumme, wenn AV
durch die UV (hier: Hausaufgabenzeit) vorhergesagt wird)

Da (2060 — 1107,6) / 2060 = 0,462, werden bei der Vorhersage der
Leistung durch die Hausaufgabenzeit 46,2% weniger Fehler gemacht

Anders ausgedruckt: 46,2% der Varianz in der Leistung konnen durch
die Hausaufgabenzeit erklart werden

Bivariate Statistik 29



Lineare Regression: Grundlagen

Zusatzlich wird ein korrigiertes R? ausgegeben, das immer dann zu

verwenden ist, wenn das Regressionsmodell mehr als eine unabhangige
Variable hat

Das korrigierte R? ,bestraft® komplexe Modelle mit vielen

Erklarungsfaktoren und berechnet sich wie folgt (n = Stichprobenumfang,
k = Anzahl der Regressionskoeffizienten + Konstante):

QS Residuen
(n-k)
QS Gesamt
(n-1)

korr.R2=1-

Bivariate Statistik 30



Lineare Regression: Grundlagen

ANOVA’
Quadratsum Mittel der
me df Quadrate F Signifikanz
Regression 952,381 1 952,381 15,477 ,001 @
Residuen 1107,619 18 61,534
Gesamt 2060,000 19

a. EinfluBvariablen : (Konstante), time spent on math homework

b. Abhangige Variable: math score

Die Quadratsummen werden anhand ihrer Freiheitsgrade (df = degrees

of freedom) vergleichbar gemacht

Die Freiheitsgrade in der Zeile ,Regression” entsprechen der Anzahl der

b,-Koeffizienten

Die Freiheitsgrade in der Zeile ,Residuen” entsprechen n-2 und in der

Zeile ,Gesamt” n-1

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

ANOVA’
Quadratsum Mittel der
me df Quadrate F Signifikanz
Regression 952,381 1 952,381 15,477 ,001 @
Residuen 1107,619 18 61,534
Gesamt 2060,000 19

a. EinfluBvariablen : (Konstante), time spent on math homework
b. Abhangige Variable: math score

= Der F-Wert entspricht dann dem Verhaltnis zwischen der erklarten
Streuung und der nicht erklarten Streuung

= Die Berechnung lautet: 952,38 / 61,53 = 15,48; die erklarte Streuung ist
also 15,5-mal grofRer als die nicht erklarte Streuung

Bivariate Statistik 32




Lineare Regression: Grundlagen

Mit Hilfe des F-Wertes wird die Nullhypothese getestet, dass alle
Regressionskoeffizienten des Modells in der Grundgesamtheit = 0 sind

Kann diese Nullhypothese nicht mit hinreichender Sicherheit abgelehnt
werden, ist nicht auszuschliel3en, dass die Regressionskoeffizienten rein
zufallig zustande gekommen sind und nicht von der Stichprobe auf die
Grundgesamtheit verallgemeinert werden konnen

Im Beispiel ist der F-Wert hochsignifikant

Die Erklarungsleistung des Regressionsmodells ist somit mit hoher
Wahrscheinlichkeit nicht rein zufallsbestimmt

R? und der F-Wert sind zusammenfassend Koeffizienten zur Beurteilung
des Gesamtmodells
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Lineare Regression: Grundlagen

Mic:ret‘fizi&ntenﬁl

Standardisiert
Nicht standardisierte &
Koeffizienten Koeffizienten
Standardfehle
_Modell B r Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 38,476 2,990 12,870 ,000
D apen ool 4,762 1,210 680 | 3,934 001

a. Abhangige Variable: math score

= Unter B werden zunachst die Konstante (b,), der nicht standardisierte
Regressionskoeffizient (b,) und dessen Standardfehler ausgegeben

= Es werden genau die Werte angegeben, die weiter oben von Hand
berechnet wurden

= Nochmal zur Interpretation von b,: Wenn der Schuler keine
Hausaufgaben macht (x = 0), betragt die vorhergesagte Leistung 38,476

Bivariate Statistik 34



Lineare Regression: Grundlagen

Mic:ret‘fizi&ntenﬁl

Standardisiert
Nicht standardisierte &
Koeffizienten Koeffizienten
Standardfehle
_Modell B r Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 38,476 2,990 12,870 ,000
D apen ool 4,762 1,210 680 | 3,934 001

a. Abhangige Variable: math score

= Mit jeder Stunde Mathematik-Hausaufgaben erhoht sich die Leistung um
4,762 (b,-Koeffizient)

= Da b, >0 ist, gibt es einen positiven Effekt der Hausaufgaben auf die
Leistung, die Regressionsgerade steigt im Streudiagramm von links unten
nach rechts oben
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Lineare Regression: Grundlagen

Eine Schatzung dafur, wie stark verschiedene Regressionskoeffizienten
um den wahren Wert streuen (— Inferenzstatistik), ist der Standardfehler
des Regressionskoeffizienten, der wie folgt berechnet wird:

s, |11
s.e.(bl):sy n-2y

s, und s, sind die Standardabweichungen von x und y, n ist die
Stichprobengrof3e und r?, ist die die quadrierte Korrelation zwischen x
und y (also das R?)
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Lineare Regression: Grundlagen

Die Formel zeigt, dass drei Faktoren zu kleinen Standardfehlern
beitragen:

— Ein grol3er Stichprobenumfang (n)
— Eine starke Korrelation zwischen x und y

— Eine hohe Standardabweichung (Streuung) von x

FUr unser Beispiel ergibt sich:

se.(b) =

10,41 \/1-0,462 121

1,49 20-2

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

Mit Hilfe des Standardfehlers ist es moglich, Ruckschlisse auf die wahre
Lage des Regressionskoeffizienten in der Grundgesamtheit zu ziehen
(— Inferenzstatistik, Hypothesentest)

Der ungunstigste Fall tritt ein, wenn der wahre Regressionskoeffizient b*
in der Grundgesamtheit = 0 ist, die unabhangige Variable also
tatsachlich keinen Effekt auf die AV hat

Diese sog. Nullhypothese (der wahre Wert von b, ist in der
Grundgesamtheit = 0) wird mit Hilfe der t-Statistik getestet

Berechnung: t-Wert durch Standardfehler von b,

t=—
s.e.(b,)
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Lineare Regression: Grundlagen

Faustformel: Ab einem Stichprobenumfang von (ca.) n = 100 sind t-
Werte ab 2,0 — bzw. (bei negativem b) ab -2,0 — auf dem 95%-Niveau
signifikant sind (der exakte p-Wert lasst sich in der Praxis im Output des
jeweiligen Statistikprogramms ablesen)

Dies bedeutet, dass die Nullhypothese (b, ist in der Grundgesamtheit = 0)
bei t = 2,0 mit einer Sicherheit von etwa 95% und einem Alpha-Fehler-
Risiko von 5% abgelehnt werden kann (ab t-Werten von etwa 2,6 betragt
die Sicherheit 99%)
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Lineare Regression: Grundlagen

Beta wird im bivariaten Fall wie folgt berechnet (wobei b, der
Regressionskoeffizient einer unabhangigen Variablen x, s, die
Standardabweichung derselben Variablen und s, die
Standardabweichung der abhangigen Variablen ist):

beta =b, S 4,762 149

s, 10,41

=0,68

Betas rangieren in der Regel (wie — Korrelationen, s.u.) zwischen -1
und 1 und erlauben daher eine eindeutige Beurteilung von Effektstarken
— und zwar auch dann, wenn die UVs in unterschiedlicher Metrik
gemessen sind

Da in die Berechnung von Beta Standardabweichungen einfliel3en, wird
diese Kennziffer lediglich fur metrische UV empfohlen
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Lineare Regression: Grundlagen

Zusatzlich zum Test des Regressionskoeffizienten gegen 0 kann man
sich fragen, in welchem Wertebereich b, in der Grundgesamtheit
wahrscheinlich liegt (— Inferenzstatistik, Konfidenzintervalle)

Den genauen Wert konnen wir mit Stichprobendaten zwar nicht
bestimmen. Es ist jedoch moglich, ein Konfidenzintervall zu schatzen, in
dem der wahre Wert mit bestimmter Wahrscheinlichkeit liegt:

b, £ t-Wert *s.e.(b,)

Je nach akzeptiertem Alpha-Fehler-Risiko sind als Faustformel t-Werte
von 2,0 (~ 95%-Konfidenzintervall) oder 2,6 (~ 99%-Konfidenzintervall)
einzusetzen
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Lineare Regression: Grundlagen

Das 95%-Konfidenzintervall fur den Hausaufgaben-Effekt im Beispiel
betragt dann:

4,762 +2,0*1,21

Es ergibt sich das Intervall mit den Grenzen [2,34; 7,18]

Dies ist eine Stichprobenschatzung fur das Intervall, in dem der wahre
Effekt von Hausaufgaben auf Leistung mit einer Wahrscheinlichkeit von
95% liegt

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

l'(t:»effizi»entua-na

MNicht standardisierte

Standardisiert
e

Koeffizienten Koeffizienten
Standardfehle
Il B r Beta T Signifikanz
(Konstante) 47,800 2,761 17,315 ,000
Mann ,800 5,521 034 , 145 ,886

a. Abhangige Variable: math score

Ubungsbeispiel mit dichotomer UV (1 = Mann, 0 = Frau)

Die vorhergesagte Leistung der Frauen liegt bei 47,8

Manner sind demgegenuber um b, = 0,8 besser in Mathematik; der
Geschlechtsunterschied ist hier aber nicht signifikant (t = 0,145, p = 0,886)

Bivariate Statistik
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Lineare Regression: Grundlagen

Bei mehrstufig kategorialen Variablen (z.B. Schultyp mit den 3
Auspragungen (1.) offentlich, (2.) privat in religioser Tragerschaft, (3.)
sonstige Privatschulen) wird pro Auspragung bis auf eine (die
Referenzkategorie) eine Dummy-Variable in das Modell aufgenommen

Interpretation: Mathematikleistung der Schuler in religiosen
Privatschulen liegt, gegenuber der Referenzkategorie der offentlichen
Schulen (Durchschnittsleistung 49,8), um b, = 3,3 Einheiten hoher

Schuler in sonstigen Privatschulen durchschnittlich um b, = 10,7
Einheiten besser als Schuler in offentlichen Schulen

Ob der Unterschied zwischen den beiden Privatschul-Typen signifikant
ist, wird in diesem Modell nicht getestet
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Lineare Regression: Grundlagen

Koeffizienten®

Standardisiert
Nicht standardisierte e
Koeffizienten Koeffizienten
Standardfehle
_Modell B r Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 49,845 075 661,484 000
private_relig 3.298 RET 116 17,604 ooo
private_other 10,651 2797 254 38,480 000
a. Abhangige Variable: math score
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BLUE-Annahmen

Lineare Regressionen liefern nur dann sinnhafte und unverzerrte
Ergebnisse, wenn eine Reihe von Voraussetzungen erflllt sind (sog.
BLUE-Annahmen, ,best linear unbiased estimator®)

Einige der wichtigsten BLUE-Annahmen werden nun (in SPSS) getestet:

» Linearitat: Die Beziehung zwischen der abhangigen Variablen und
der (den) unabhangigen Variablen ist linear

= Die Residuen folgen bestimmten Regeln: symmetrische Verteilung
und Homoskedastizitat

= Es gibt keine Multikollinearitat der erklarenden Variablen
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BLUE-Annahmen

Beispieldaten: ALLBUS (Allgemeine Bevolkerungsumfrage in den
Sozialwissenschaften, N = 2229 erwerbstatige Personen)

= Abhangige Variable: Nettoerwerbseinkommen monatlich in EUR
= Unabhangige Variablen:

» Geschlecht (Frau = 1, Mann = 0)

= Berufserfahrung in Jahren

» Bildungsjahre (8 bis 20)

= Wohnort: Ostdeutschland (= 1, West = 0)

Lineare Regression
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BLUE-Annahmen

Koef‘fizientenal

Nicht standardisierte
Koeffizienten

Standardisiert
2]
Koeffizienten

Standardfehle

_Modell B r Beta T Signifikanz
1 (Konstante) -555,129 122,482 -4,532 ,000
Berufserfahrung 7,766 1,313 114 5,916 ,000
Geschlecht: Frau -554,229 43,923 -,234 -12,618 ,000

Wohnort: Ostdeutschland -371,520 45,975 -,149 -8,081 ,000
Bildungsjahre 167.166 7.901 409 21,158 .000

a. Abhangige Variable: Einkommen in EUR
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BLUE-Annahmen: Linearitat

Wenn zwischen einer abhangigen und einer oder mehreren
unabhangigen Variablen ein nichtlinearer Zusammenhang besteht, ist
das lineare Regressionsmodell durch eine Transformation der
unabhangigen Variablen anzupassen

Es gibt verschiedene Formen nichtlinearer Zusammenhange (z.B. u-

formig, glockenformig, exponentiell, Sprungstelle), die jedoch theoretisch
begrundet werden sollten

Im Beispiel vermuten wird, dass der Zusammenhang zwischen
Berufserfahrung und Einkommen nicht linear, sondern glockenformig ist
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BLUE-Annahmen: Linearitat

Um diese Hypothese zunachst grafisch zu testen, betrachten wir ein
Streudiagramm (y-Achse: Einkommen, x-Achse: Berufserfahrung) und
lassen hier eine nichtparametrische Regressionslinie (Loess, Kernel-
Regression) einzeichnen

Tipp: Falls die abhangige und/oder unabhangige Variable relativ wenige
Auspragungen aufweist, empfiehlt es sich aus optischen Grunden, der
entsprechenden Variable fur das Streudiagramm einen Zufallsfehler
(Jitter) zuzuspielen, hier z.B. fur die Variable Berufserfahrung:

COMPUTE exp2 = exp + NORMAL(.5). Zuspielen eines Zufallsfehlers
EXECUTE.

IF (exp2 < 0) exp2 = ABS(exp2). Beibehalten der unteren Grenze 0
EXECUTE.
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Einkommen in EUR

BLUE-Annahmen: Linearitat
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BLUE-Annahmen: Linearitat

Der Zusammenhang zwischen Einkommen und Berufserfahrung scheint
erwartungsgemald u-formig zu sein

Zum statistischen Test dieser Hypothese und zur Modifikation des
Regressionsmodells gibt es mehrere Moglichkeiten:

— (1.) Einteilen der Berufserfahrung in Abschnitte und Aufnahme
entsprechender Dummy-Variablen in das Modell

— (2.) Aufnahme eines quadrierten Terms fur die Berufserfahrung (zusatzlich
zum linearen Term) in das Modell

— Variante 2 ist meist sparsamer und eleganter
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BLUE-Annahmen: Linearitat

Vorgehensweise fur Variante 2:

= Ermittlung des arithmetischen Mittelwertes der Berufserfahrung
(28,5 Jahre)

= Zentrierung der Berufserfahrung (zur Vermeidung von Kollinearitat
zwischen dem linearen und quadrierten Term)

» Quadrierung der zentrierten Berufserfahrung:

DESCRIPTIVES VARIABLES = exp.

COMPUTE exp _c =exp - 28.5.
EXECUTE.

COMPUTE exp_q =exp_c*exp_c.
EXECUTE.
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BLUE-Annahmen: Linearitat

K':)effizienten'aI

Nicht standardisierte
Koeffizienten

Standardisiert
=
Koeffizienten

Standardfehle

_Modell B r Beta T Signifikanz
1 (Konstante) -124 347 110,514 11428 ,261
Geschlecht: Frau -542,324 43,528 -,229 -12.,459 ,000

Wohnort: Ostdeutschland -380,693 45 545 = 182 -8,359 ,000
Bildungsjahre 161,612 7.867 396 20,544 ,000
Berufserfahrung zentriert 10,311 1,354 151 7,617 ,000
Berufserfahrung quadriert -473 070 -130 -6,728 ,000

a. Abhangige Variable: Einkommen in EUR
Lineare Regression 54




BLUE-Annahmen: Linearitat

Interpretationsrichtlinie fur quadrierte Terme:

» [st der Effekt des quadrierten Terms negativ und signifikant (wie im
Beispiel), handelt es sich um einen glockenformigen
Zusammenhang

» |st der Effekt des quadrierten Terms positiv und signifikant, handelt
es sich um einen u-formigen Zusammenhang

Lineare Regression

95



BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

Die Residuen, also die Abweichungen zwischen Beobachtungs- und
Vorhersagewerten, sollten zufallig auftreten und keinem systematischen
Muster folgen

Andernfalls sind die Signifikanztests (F-Test, t-Tests) verzerrt

Mogliche Ursachen fur nicht-zufallige Residuen:

Wichtige Erklarungsgrof3en fehlen im Modell
Es gibt Abhangigkeiten in den Daten (z.B. Klumpeneffekte)
Nichtlineare Zusammenhange wurden nicht erkannt und modelliert

Die abhangige Variable ist schief verteilt
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

Zunachst prufen wir, ob die Residuen symmetrisch verteilt sind

Dazu wahlen wir im Regressionsmenu unter ,Diagramme” das
Histogramm und Normalverteilungsdiagramm (P-P-Diagramm) aus

Wie im Histogramm ersichtlich ist, sind die Residuen tendenziell
linkssteil verteilt

Im P-P-Diagramm sind die Residuen dann normalverteilt, wenn die dicke
Linie auf der dinnen Referenzlinie liegt

Auch hier gibt es deutliche Abweichungen der Verteilung von einer
Normalverteilung
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

Weiterhin wird gefordert, dass eine Varianzengleichheit
(Homoskedastizitat) der Residuen gegeben sein sollte (Diagramm links
nachste Folie)

Unterscheiden sich die Residualvarianzen bei unterschiedlichen
Auspragungen der Variablen x, liegt Heteroskedastizitat der Residuen
vor (rechtes Diagramm)

Bei ungleichen Residualvarianzen fuhrt die OLS-Methode nicht zu
effizienten Schatzwerten fur die Regressionskoeffizienten

D.h., dass diese Schatzwerte nicht die kleinst mogliche Varianz
aufweisen; auch die t-Werte sind keine zuverlassigen Schatzer mehr
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

Homoskedastizitat Heteroskedastizitat
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

Typisches Beispiel fur das Auftreten von Heteroskedastizitat: bei einer
Zeitreihe steigen die Abweichungen von der Trendgeraden mit Fortlauf
der Zeit (z.B. fur die Treffgenauigkeit bei der Wettervorhersage: je weiter
in der Zukunft, desto unwahrscheinlicher ist eine genaue Prognose)

Ob Varianzhomogenitat vorliegt, kann durch einen Plot der
Vorhersagefehler bzw. Residuen (y-Achse) gegen die Vorgersagewerte
(x-Achse) beurteilt werden

Dieser Plot ist jedoch haufig wenig aufschlussreich, weshalb hier eine
andere Vorgehensweise empfohlen wird:
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

Test auf Homoskedastizitat mithilfe von Box-Plots:

— Speichern der standardisierten Residuen und der Vorhersagewerte als neue
Variablen im Datensatz

— Einteilung der Vorhersagewerte in Quartile

— Box-Plot der standardisierten Residuen fur die Quartile
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

REGRESSION
/DEPENDENT eink
/IMETHOD=ENTER frau ost bild exp_c exp_q
/SAVE PRED ZRESID.

FREQUENCIES VARIABLES=PRE_1
/[FORMAT=NOTABLE
INTILES=4
/ORDER=ANALYSIS.

RECODE PRE_1 (lo thru 930.7 = 1) (930.71 thru 1247.6 = 2) (1247.61 thru
1703 = 3) (1703.1 thru hi = 4) INTO quartile.
EXECUTE.

EXAMINE VARIABLES=ZRE_1 BY quartile
/PLOT=BOXPLOT
ISTATISTICS=NONE
/INOTOTAL.
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Standardized Residual

BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

Der Box-Plot zeigt recht eindeutig, dass die Varianz der Residuen mit
steigenden Vorhersagewerten (also im hoheren Einkommensbereich)
zunimmt, es liegt Heteroskedastizitat vor

Wie kann nun Abhilfe geschaffen werden, um die Probleme (schiefe
Verteilung und Heteroskedastizitat der Residuen) zu beheben?

Wir vermuten, dass die Ursache der Probleme die typischerweise
schiefe (linkssteile) Verteilung der abhangigen Variablen ist (nachste
Folie, links)

Wir nehmen daher eine Transformation der AV vor, indem wir das
Einkommen logarithmieren, wodurch die Verteilung symmetrisch wird
(rechts)
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Haufigkeit

BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

= Betrachten wir nun erneut ein Histogramm der Residuen, ein
Normalverteilungsdiagramm der Residuen und den zuvor dargestellten
Box-Plot (nachste Folien) zeigt sich, dass

Die Verteilung der Residuen nun annahernd symmetrisch ist

Sich auch im Normalverteilungsdiagramm kaum noch Abweichungen von
der Referenzlinie zeigen

Die Varianz der Residuen uber die Vorhersagewerte nun annahernd gleich
ist (Homoskedastizitat)
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BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik

K1::naffizientenal

Nicht standardisierte
Koeffizienten

Standardisiert
=
Koeffizienten

Standardfehle

|_Modell B r Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 6,102 ,065 93,686 ,000
Geschlecht: Frau -,430 ,026 -,295 -16,759 ,000
Wohnort: Ostdeutschland -210 027 =437 -7.818 ,000
Bildungsjahre 101 ,005 402 21.772 ,000
Berufserfahrung zentriert 009 .001 217 11,381 ,000
Berufserfahrung quadriert 000 .000 =TT -9,545 ,000

a. Abhangige Variable: Logarithmiertes Einkommen
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Haufigkeit

BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik
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Standardized Residual

BLUE-Annahmen: Residuendiagnostik
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BLUE-Annahmen: Kollinearitat

Kollinearitat (bzw. Multikollinearitat) liegt vor, wenn zwei oder
mehrere unabhangige Variable sehr hoch miteinander korrelieren

Bei perfekter Kollinearitat liel3e sich eine erklarende Variable Uber eine
lineare Gleichung aus einer oder mehreren anderen erklarenden
Variablen exakt berechnen

Beispiel: In ein Regressionsmodell flieRen die drei Variablen
Partnerschaftsdauer zum Befragungsjahr, Jahr des Beginns der
Partnerschaft und Befragungsjahr ein

Die Partnerschaftsdauer ist nun nichts anderes als Befragungsjahr
minus Jahr des Beginns der Partnerschaft und damit redundant
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BLUE-Annahmen: Kollinearitat

Wenn zwar keine perfekte, aber eine hohe Kollinearitat zwischen zwei
Variablen besteht, konnen folgende Probleme auftreten:

— Das

— Das
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BLUE-Annahmen: Kollinearitat

KoeffizientenaI

Nicht standardisierte

Koeffizienten

Standardisiert
=
Koeffizienten

Standardfehle
|_Modell B r Beta 1 Signifikanz
1 (Konstante) 4,684 104 45,014 ,000
Berufserfahrung -,107 ,005 -2,558 -22.157 ,000
Alter in Jahren 114 005 2,615 22,652 ,000

a. Abhangige Variable: Logarithmiertes Einkommen

KoeffizientenaI

Kollinearitatsstatistik
Modell Toleranz VIF
1 (Konstante)
Berufserfahrung 027 36,521
Alter in Jahren 027 36,521

a. Abhangige Variable: Logarithmiertes Einkommen
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BLUE-Annahmen: Kollinearitat

Alter und Berufserfahrung korrelieren mit r = 0,987, werden aber
trotzdem gemeinsam in ein lineares Regressionsmodell aufgenommen

Dass dieses Modell Kollinearitatsprobleme hat, kann durch Toleranz
und Varianzinflationsfaktor beurteilt werden

Der Toleranzwert einer unabhangigen Variablen j ist definiert als:

Toleranzj =1- R2j

Dabei bezeichnet R? die multiple quadrierte Korrelation der
unabhangigen Variablen j mit den anderen unabhangigen Variablen
des Modells

Berechnung im Beispiel: 1-(0,987*0,987) = 0,027
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BLUE-Annahmen: Kollinearitat

Der zusatzlich ausgegebene Varianzinflationsfaktor (VIF) ist nichts
anderes als der Kehrwert der Toleranz (hier mit Rundung):

VIF, = 1 _ 1 _ 1
Tol. 1-R2. 0,027

J J

=37,0

Faustregel fur die Interpretation: Toleranzwerte unter 0,1 oder VIF-
Werte Uber 10 wecken den Verdacht auf Kollinearitat; Toleranzwerte
unter 0,01 lassen sicher auf das Vorliegen von Kollinearitat schlief3en

Abhilfe: Pradiktoren aus der Regression entfernen oder kollineare
Pradiktoren durch Mittelwertbildung zu Skala zusammenfassen
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Ausblick

Zur Logik multivariater Regressionen mit mehr als einer unabhangigen
Variablen siehe (— ,Forschungsdesigns und Drittvariablenkontrolle® )

Das Verstandnis der linearen Regression ist essentiell fur die
Einarbeitung in Erweiterungen einfacher linearer Regressionsmodelle
wie die logistische Regressionen (verallgemeinertes lineares Modell)
oder Mehrebenenmodelle (hierarchisches lineares Modell)

Lineare Regression und Varianzanalyse basieren beide auf dem
Allgemeinen Linearen Modell
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