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Rohuste Helmert-

Wilhelm Caspary und
Dieter Beineke, Neubiberg

Ein robustes Schiitzverfahren fiir die Helmert-
Transformation wird vorgestellt, dessen Er-
gebnisse vom Koordinatensystem unabhéngig
sind.

1 Einfiihrung

Koordinatentransformationen gehdren seit jeher zu den
Standardaufgaben, die im Alltag des Geoditen eine grof3e
Rolle spielen. Sie treten in zwei unterschiedlichen Formen
auf:

(a) Positionen miissen von einem Bezugssystem in ein an-
deres umgerechnet werden, das sich hinsichtlich des geo-
ditischen Datums und/oder der Abbildungsvorschrift vom
Ausgangssystem unterscheidet. Fiir diese Transformation
konnen analytische Formeln entwickelt werden. Das Er-
gebnis ist mathematisch streng und eindeutig.

(b) Die Beziehungen zwischen zwei Punktfeldern, deren
Positionen mit unterschiedlichen Methoden und/oder zu
unterschiedlichen Zeiten ermittelt worden sind, oder die
unterschiedliche Bezugssysteme besitzen, zwischen de-
nen kein mathematischer Zusammengang herstellbar
oder bekannt ist (ungleichartige Koordinaten) sollen mo-
delliert werden. Zur Losung dieser Aufgabe miissen eini-
ge Punkte beiden Punktfeldern angehoren (identische
bzw. homologe Punkte). In der Regel wird das Koordina-
tensystem eines der Punktfelder als Startsystem festge-
legt, das in das zweite Punktfeld (Zielsystem) transfor-
miert werden soll.

Im Folgenden betrachten wir ausschlieBlich die Transfor-
mation ungleichartiger Koordinaten, die in den letzten
Jahren wieder verstirkt Aufmerksamkeit gefunden hat,
da sie bei neuen Messmethoden und neuen Aufgaben,
die dem Vermessungswesen zugewachsen sind, eine
wichtige Rolle spielt. Als Beispiele seien die Einpassung
von GPS-Positionen in ein Landeskoordinatensystem, die
Deformationsanalyse durch Vergleich wiederholt gemes-
sener Punkthaufen und der Aufbau von Geodatenbanken
aus unterschiedlichen Datenquellen genannt.

Auch die Modellbildung fiir die Koordinatentransforma-
tion ist kiirzlich erneut Gegenstand von Veroffentlichun-
gen gewesen. Es ging dabei um die Frage der Austausch-
barkeit von Start- und Zielsystem, d.h. der Unabhiingig-
keit der Parameterschitzung von der Transformations-
richtung. Dieses Problem scheint wohl mit dem Beitrag
von KocH (2002), der die einschldgigen Literaturhinweise
enthilt, weitgehend gelost zu sein.

In eine andere Richtung zielen Beitrige, die beginnend
mit Carosio (1982) robuste Verfahren zur Schitzung
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Transformation

der Transformationsparameter vorschlagen. Dadurch
soll erreicht werden, dass eine Verfidlschung der Schitz-
ergebnisse durch grobe Fehler in den identischen Punkten
vermieden wird. Die richtige Vorgehensweise bei der ro-
busten Helmert-Transformation wird im Folgenden niher
betrachtet.

2 Helmert-Transformation

Die folgenden Betrachtungen, fiir die wir das einfache
Modell der ebenen Helmert-Transformation mit vier un-
bekannten Parametern (a, b, ¢, d) wihlen, gelten allge-
mein fiir die Transformation ungleichartiger Koordinaten.
Wenn die Koordinaten (x, y) des Start- bzw. Ausgangssys-
tems als deterministisch und die des Zielsystems (X, Y)
als unabhingige gleich genaue Beobachtungen betrachtet
werden, so erhilt man z.B. nach NiEmMEER (2002), S. 316
die Beobachtungsgleichungen fiir p identische Punkte:

Xi+v, =a+xc—yd .
Yi+in:b+y[C+x,'d 1_1727'--7[7- (1)

Die Parameter a und b sind Translationen in x- bzw. y-
Richtung, ¢ =m cosa und d = m sino enthalten den
MaBstab m und den Drehwinkel «. Wenn die Zahl p
der identischen Punkte grofer als zwei ist, werden die Pa-
rameter durch eine Ausgleichung nach der Methode der
kleinsten Quadrate (MkQ) geschiitzt. Dabei wird die Sum-
me der Quadrate der Restklaffungen A; minimiert

P P
Z(Vﬁzﬂ- + v;) = Z Al.2 — min. (2)
i=1

i=1

Mit
1= {Xl Yl X2 ...Yp}T, V= {VX] Vy, Vx, ... VYP}T,
1 0 1 ... 0
x={abcd} und AT = 0T 0.
X yr X2 ... W
—yVi Xi -2 ... Xp

kann (1) auf die gewohnte Form
1+v=Ax, P=1 3)

des Gaul3-Markov-Modells gebracht werden.

Auf Einzelheiten der Losung dieser Standardaufgabe soll
hier nicht eingegangen werden. Es ist aber zu beachten,
dass die gewihlte Schitzmethode schlechte Ergebnisse
liefert, wenn Punkte grobe Lagefehler aufweisen. Diese
konnen z.B. durch grobe Messfehler, Eingabefehler, De-
formationen oder falsche Zuordnung entstanden sein und
sind besonders dann schwer aufzudecken, wenn sie in He-
belpunkten auftreten oder so genannte kleine grobe Fehler
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sind. Um sich gegen die negativen Auswirkungen grober
Fehler zu schiitzen und ihre Aufdeckung zu erleichtern,
werden robuste Schitzmethoden empfohlen, so unter an-
derem in Carosio (1982), HAuN/BiLL (1984), KANANI
(2000), NiEMEIER (2002). Auch zur Deformationsanalyse
und fiir Genauigkeitsuntersuchungen in historischen Kar-
ten sind robuste Helmert-Transformationen vorgeschla-
gen worden, z.B. CasparY/CHEN/KONIG (1983), Caspary/
Borutta (1986), CasparY/HAEN/BoruTTA (1990) und BEI-
NEKE (2001).

3 Robuste Schéatzung

Die Methode der kleinsten Quadrate beruht bekanntlich
auf der Minimierung der Summe der Verbesserungsquad-
rate. Solange die Verbesserungen durch zuféllige Messab-
weichungen verursacht sind, liefert dieses Schitzprinzip
optimale Ergebnisse. Treten jedoch grobe Messfehler
auf, so zeigen sich diese nicht immer in gro3en Verbesse-
rungen der betreffenden Beobachtungen, da durch das
Schitzverfahren die Betrdge der Verbesserungen tenden-
ziell nivelliert werden. Dadurch werden grobe Abwei-
chungen verschleiert und geschétzte Parameter verfélscht.
Erste Beispiele fiir eine robuste Zielfunktion (auch: Ver-
lustfunktion) und die statistischen Grundlagen des robus-
ten Schitzens wurden von HUBER (1964) veroffentlicht.
Einen Uberblick iiber die inzwischen ausgereiften und er-
probten Verfahren, Untersuchungen zu ihrer Eignung fiir
Parameterschitzungen in der Geodisie sowie die Darstel-
lung der theoretischen Grundlagen und der Beziehungen
zur klassischen Ausgleichungsrechnung findet man u.a. in
Borutta (1988), Caspary (1988), Koch (1996) und Wicki
(1999).

Die robuste Zielfunktion lautet in allgemeiner Form

Z p(vi)7 Vi = aiTx — li. (4)

Sie hat ihr Minimum fiir

ap(vi) ap(v,) aV,' avi
- = N — =0
Z ax]' Z 6vi axj Z\V(V) ax]'
mitj=1, 2,.... (5)
Fiir das lineare Modell (3) der Ausgleichungsrechnung
geht (5) in die Gleichung

ATy =0, y={y(ny) v() ...w(im)} (6)

iiber. Es kommt nun darauf an, die Funktion p(v;) bzw.
ihre Ableitung y(v;) so zu wihlen, dass der damit defi-
nierte Schitzer die erwiinschten Eigenschaften aufweist.
Die o.a. Literatur enthilt dafiir zahlreiche Beispiele.
Fiir die Losung von (6) ist es zweckmiBig, folgende Um-
formung durchzufiihren

ATy = ATW v, W = diag (@) = diag(w)).  (7)

1

Wird nun v aus (3) eingesetzt, so erhilt man das lineare
Gleichungssystem

ATWA x —A"TWI =0, (8)
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mit den von v; abhéngenden ,,Gewichten* w; , das iterativ
gelost werden muss. Allerdings ist bei dieser so genannten
iterativ gewichteten Methode der kleinsten Quadrate Vor-
sicht geboten, wenn (4) nicht konvex ist. Das Minimum
wird dann nur bei guten Niherungswerten erreicht. Au-
Berdem kann der Fall auftreten, dass die Minimierung
von (4) kein eindeutiges Ergebnis liefert.

4 Robuste Helmert-Transformation

Verwendet man die mit (4) gegebene robuste Zielfunktion
bei der Schitzung der Transformationsparameter des Mo-
dells (1) bzw. (3), so behandelt man die Ziel-Koordinaten
X; und Y; der Punkte P; wie unabhingige Beobachtungen.
Dies ist jedoch in der Regel nicht gerechtfertigt, da die
Koordinaten als Funktionen geodétischer Messungen kor-
reliert sind. Es ist daher sachgerechter, die Koordinaten
als Komponenten von 2D-Zufallsvektoren aufzufassen,
die die Positionen von Punkten in der Ebene (Zufallsob-
jekte) eindeutig beschreiben. Die Komponentendarstel-
lung hingt von der im Prinzip beliebigen Wahl eines Ko-
ordinatensystems ab. Rechtwinkelige kartesische Koordi-
natensysteme werden durch vier GroBen eingefiihrt. Die
Parameter des Modells (3) driicken die Unterschiede die-
ser GroBen zwischen Start- und Zielsystem aus.

Im Zielsystem sind die Punkte also als Zufallsobjekte auf-
zufassen, die so an die festen Punkte des Startsystems an-
zupassen sind, dass gewisse Funktionen der verbleiben-
den Positionsdifferenzen minimal werden. Wenn diese
Positionsdifferenzen durch Koordinatenunterschiede aus-
gedriickt werden, so sind sie ebenfalls von der Wahl des
Koordinatensystems abhéngig. Dies ist unschidlich, so-
lange man diese Grofen als Beobachtungspaar gemein-
sam betrachtet wie in KocH (1985) oder die Methode
der kleinsten Quadrate anwendet, deren Zielfunktion we-
gen (2) nicht vom Koordinatensystem abhéngt. Wird je-
doch ein robustes Schitzverfahren gewihlt, und (4) mit
den Koordinatenverbesserungen nach (1) gebildet, so er-
hilt man von der Wahl des Koordinatensystems abhéngige
Schitzergebnisse. Besonders deutlich zeigt dies die Be-
stimmung der ,,Gewichte“ w; = y(v;)/v; nach (7). Diese
Abhingigkeit der Schiitzung kann vermieden werden,
wenn die Zielfunktion (4) mit den Restklaffungen A;
der Punkte gebildet wird. Da die A; auch ohne Koordina-
tensystem existieren, werden bei einer solchen Modellbil-
dung die Punkte als die Objekte betrachtet, die moglichst
gut zur Deckung gebracht werden sollen. Wie dies rechen-
technisch bei der Zielfunktion

Z p(Ai) = Z A, 9)

gelost werden kann, wurde bereits von CaspARY/CHEN/KO-
NIG (1983) und HauN/BILL (1984) gezeigt. Einfach und zu-
verldssig wird die Losung wieder, wenn der Algorithmus
der iterativ gewichteten Methode der kleinsten Quadrate
eingesetzt wird. Fiir jeden Punkt wird dann ein ,,Gewicht*
wyx, = wy, aus w; = y(A;)/A; berechnet, das fiir beide
Verbesserungen (vy,, Vy,) unabhingig von ihrer konkreten
GroBe gilt.
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Abb. 1: Dichte- und Verteilungsfunk-
tion der y,-Verteilung

Etwas diffiziler wird die Situation bei robusten M-Schiit-
zern (z.B. HuBer), die durch Festlegung von Abstimm-
konstanten (auch: Tuningkonstanten) an die Varianz der
Beobachtungen angepasst werden miissen. Diese Ab-
stimmkonstanten haben unter der Annahme von
vi ~N(0,6%) die Form ¢ =k ¢ und sind Bestandteil
der Definition der Funktion p(v;) in (4). Der Faktor k
wird meist so festgelegt, dass normalverteilte Verbesse-
rungen mit der Wahrscheinlichkeit P (z.B. P = 95%),
dem Betrage nach kleiner als ¢ ausfallen. Werden die Re-
siduen v; durch die Restklaffungen A; ersetzt, so miissen
die Abstimmkonstanten angepasst werden, da die A; eine
Y- Verteilung besitzen, deren Erwartungswert ungleich
Null ist, vgl. CasparY/HAEN/PLATZ (1990).

Nach ProHorov/Rozanov (1969) besitzt die aus m unab-
hidngig normiert normalverteilten Variablen u; ~ N(0, 1)
gebildete Zufallsvariable x = \/u? + u3 + ... + u2, eine
zentrale y,,,-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Die Wahr-
scheinlichkeits-Dichtefunktion von x hat die Form

m— -1 —x
fle) = [T (g)} ol E
Mit m = 2 folgen daraus fiir die normierten Klaffungen

0i =AiJo=/vi+ vﬁ_/o Dichte und Verteilung, die

als Grundlage fiir die Festlegung der Abstimmkonstanten
benotigt werden (siehe Graphen in Abb. 1).

(10)

1(0) =0e%, F(5) = r Fdr=1—-e¥ (11)
0

Fiir den Mittelwert und die Varianz der 7,-Verteilung er-

hilt man:

8= "6 f(6)dé = \/mj2 = 1.2533

_ (12)
0% = [°(0 —0)’f(0)dd = 2 — /2 = 0.4292.

Soll nun die Abstimmkonstante so festgelegt werden, dass
mit Wahrscheinlichkeit P die Klaffungen kleiner als ko
ausfallen, so kann k durch Umkehrung der Verteilungs-
funktion berechnet werden:

k=F'(P)=/-2In(1-P) fir0<P < 1. (13)

In der Praxis wird die Standardabweichung s nicht be-
kannt sein. Sie muss dann simultan mit den Parametern
iterativ geschitzt werden. Dazu empfiehlt es sich, die ein-
fach zu berechnende duflerst robuste Medianabweichung
(m) zu ermitteln, die anschlieBend noch durch den Erwar-
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tungswert von fiir die normierte Verteilung von x zu divi-
dieren ist, um eine erwartungstreue Schitzung (s) fiir die
Standardabweichung zu halten:

m = med|x — med(x)]
g —s=m/E(m) °

Fiir x ~ N(E, 1) erhilt man E(m) = @~ '(0.75)= 0.6745.

Fiir x ~ 7y, gilt der Wert E(m) = ¢ = 0.4485, den man

durch numerische Niherungsverfahren (z.B. Newton Ite-
ration) aus der Gleichung

F(x+¢) —F(x—¢) =05 (15)

gewinnt, wobei x = F~'(0.5) = \/In(4) = 1.1774 der
Median von x ist.

Um die Abstimmkonstanten vergleichbar zu machen (sie-
he Beispiel im nichsten Abschnitt), muss fiir |v;| < ko
und A; < k'c dieselbe Wahrscheinlichkeit gewiihlt wer-
den. Wird zum Beispiel k = 1 festgelegt (bei Normalver-
teilung entspricht das einer Wahrscheinlichkeit von
P = 68%), so muss k' = F~1(0.68) = 1.5 nach Formel
(13) gesetzt werden.

(14)

5 Beispiel

Um das Verhalten verschiedener Schitzer fiir die Trans-
formationsparameter des Modells (1) zu vergleichen, wur-
de eine umfangreiche numerische Studie durchgefiihrt.
Deutliche Unterschiede in den Ergebnissen treten vor al-
lem dann auf, wenn der Anteil grob fehlerhafter Punkte
hoch ist. An einem tiberschaubaren Beispiel soll dies de-
monstriert werden.

Dazu wurde ein Test-Punktfeld A aus fiinf identischen
Punkten konstruiert (siche Tab. 1), das aus einem als feh-
lerfrei unterstelltem Startsystem und einem in den Punk-
ten 2 und 5 grob fehlerhaften Zielsystem besteht. Aufer-
dem wurden zu den Koordinaten des Zielsystems normal-
verteilte Abweichungen mit ¢ = 0.01 addiert. Die Koor-
dinaten des Test-Punktfeldes B wurden durch eine einfa-
che Drehung um 45° (jeweils Start- und Zielsystem) aus
dem Test-Punktfeld A abgeleitet. Die Punktkonstellation
beider Test-Punktfelder ist somit — bis auf die absolute
Lage in den Koordinatensystemen, bzw. der unterschied-
lichen Wahl des Koordinatensystems — identisch.

Die Schitzung der Parameter erfolgte zunichst mit der
Methode der kleinsten Quadrate (MKkQ), dann durch Mi-
nimierung der L;-Norm in den Varianten ) |v| — min
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Tab. 1: Koordinaten und Anordnung der Test-Punkifelder A und B, wobei B gleich A um 45° gedreht entspricht.

Test-Punktfeld A Test-Punktfeld B

Startkoordinaten Zielkoordinaten Startkoordinaten Zielkoordinaten

Nr. y X Y X y X Y X
1 0.0 1.0 0.004709 0.993808 0.707107 0.707107 0.706058 0.699399
2 1.0 1.0 1.493057 1.007303 1.414214 0.0 1.768022 -0.343480
3 1.0 0.0 0.981590 -0.015174 0.707107 -0.707107 0.683359 -0.704818
4 0.0 0.0 -0.021163 -0.009153 0.0 0.0 -0.021437 0.008493
5 0.5 0.5 0.498160 0.381458 0.707107 0.0 0.621984 -0.082521

¥ ¢ J J</ NV
:J_,-'. ’ \\\\ ‘ // /

(L1-V), > A — min (L1-D), sowie mit dem Huber-
Schiitzer fiir k = 1.0 (HU-V) und k' = 1.5 (HU-D)

(x) = X fiir
VW =1c. sign(x) fiir

und dem Hampel-Schiitzer fiir k; = 1.0, 2.0, 4.0 (HA-V)
und k' = 1.5, 2.5, 4.5 (HA-D)

M<c
x| > ¢ c=ks (16)

X fur |x| < Cq
ci - sign(x) fir ¢ < x| <c
y(x) = c—lx i - o = kis
Cr- G—Cy Slgl‘l(x) ur Cz = |X| < C3
fiir x| > ¢3
(17)

Auch hier wurden (jeweils fiir den Huber- und Hampel-
Schitzer) die Varianten x = v (HU-V bzw. HA-V) und
x = A (HU-D bzw. HA-D) berechnet. Die als unbekannt
betrachtete Standardabweichung (o) wurde in jedem Ite-
rationsschritt aus den Residuen (v;) fiir HU-V und HA-V
bzw. aus den Klaffungen (A;) fiir HU-D und HA-D mit
Hilfe der Medianabweichung (14) neu geschiitzt.

Den Abstimmkonstanten k; wurden relativ niedrige Werte
gegeben, da der Anteil grober Fehler in dem Beispiel sehr
hoch ist (2 von 5 Punkten = 40%). Alle Berechnungen
nach der iterativ gewichteten Methode der kleinsten
Quadrate wurden mit der Einheits-Gewichtsmatrix (I) ge-
startet und mussten ca. 30 mal iteriert werden.

Die in Tab. 2 zusammengestellten Ergebnisse zeigen sehr
deutlich den Einfluss der Wahl des Koordinatensystems
auf die robuste Schitzung, wenn die Residuen-Zielfunk-
tion Y p(v;) eingesetzt wird. Sowohl die Transformati-
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onsparameter Mafstab (m) und Drehwinkel (o) als
auch die Restklaffungen differieren stark fiir die Schit-
zungen L1-V und HU-V zwischen den Versionen A
und B desselben Punktfeldes. Weniger ausgeprégt ist die-
ser Effekt bei der Losung HA-V. Wird dagegen die Ab-
stands-Zielfunktion )" p(A;) fiir die Schitzung ange-
wandt, so ergeben sich fiir beide Versionen des Punktfel-
des exakt identische Ergebnisse.

Ferner kann an den Ergebnissen abgelesen werden, dass
der Huber-Schitzer fiir das gewihlte Beispiel weniger gut
geeignet ist. Wegen der geringen Punktanzahl und des ho-
hen Verschmutzungsgrades kann die y-Funktion den Ein-
fluss der Ausreifler hier zwar ddmpfen, aber nicht vollig
beseitigen. Die extrem groBen Fehler, die eingefiihrt wur-
den, werden nicht geniigend herabgewichtet und verén-
dern von Iterationsschritt zu Iterationsschritt die ge-
schitzte Varianz so, dass das Verfahren schlieBlich einen
Konvergenzpunkt in der Nihe der MkQ-Losung findet.
Das Beispiel ist natiirlich nicht typisch fiir die Praxis. Dort
hat man es meist mit mehr identischen Punkten und we-
niger, sowie kleineren groben Fehlern zu tun. Die Effekte
treten dann nicht so klar zutage sind aber gleichwohl,
wenn auch abgeschwicht, vorhanden.

6 Schlussfolgerungen

Wenn bei der Schitzung der Parameter eines Modells fiir
die Transformation ungleichartiger Koordinaten robuste
Verfahren eingesetzt werden, so ist zu entscheiden, ob
die Zielfunktion mit den Verbesserungen der Koordina-
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tenunterschiede der identischen Punkte oder mit denen ih-
rer Abstidnde gebildet wird. Nur wenn die Residuen der
Punktabstinde eingesetzt werden, ist das Schitzergebnis
vom Koordinatensystem unabhingig und damit im Ein-
klang mit der Vorstellung des Punktes als Objekt im
Raum, der auch ohne Koordinatensystem existiert.
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Zusammenfassung

Zur Transformation ungleichartiger Koordina-
ten wird ein lineares Modell gebildet, das die
Beziehungen zwischen zwei Referenzsystemen
approximiert. Werden die Modellparameter nach
der Methode der kleinsten Quadrate geschatzt, so
ist die Zielfunktion wegen 12 + v> = A* eindeutig.
Bei robusten Zielfunktionen, die mit Koordina-
tenverbesserungen (v, vy) gebildet werden, ist
dies jedoch nicht der Fall. Die Autoren schlagen
deshalb vor, robuste Zielfunktionen stets mit
Positionsabstinden (A) zu formulieren.

Abstract

For the transformation of inhomogeneous coor-
dinates a linear model is formulated, which ap-
proximates the relation between the two reference
systems. The method of least squares for esti-
mating the model parameters yields on account of
vﬁ 4= v§ = A” an unique objective function. But
this is not true for objective functions of robust
estimators if they are based on coordinate dif-
ferences (v, v,). Therefore the authors recom-
mend to form objective functions always with
position differences (A).
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