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Thema:
Ein dynamisches System wird mathematisch durch n € N gekoppelte Differential-
gleichungen (DGL) beschrieben. Speziell werden autonome Systeme der Form

dx
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betrachtet, ausfiihrlich geschrieben in der Form
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wobei x; = x;(t) zeitabhdngige Funktionen sind, welche zum zeitabhéngigen Vek-
tor x = (z1,...,7,)" (genannt Zustandsvektor) zusammengefasst werden, ebenso
wie die Funktionen f; zum Vektorfeld f= (f,..., f,,)T zusammengefasst werden.

Das System (1) beziehungsweise (2) wird ergdnzt durch Hinzunahme einer Anfangs-
bedingung x(ty) = Xo, man erhalt dann ein Anfangswertproblem (AWP)

dx

dt
Unter geeigneten Bedingungen an die Funktionen f; existiert eine eindeutige Losung
X : [tg,00) — R"™ des Anfangswertproblems (3).

Ist die Anzahl an Komponenten n gréBer als 2 und sind einige Nichtlinearitaten
in den Funktionen f; vorhanden (dafiir reichen schon einfache Nichtlinearitaten der

f(x), x(to) = xo. (3)



Form x;z; aus) kann Chaos auftreten. Jedoch ist Chaos alles anderes als ein zufalli-
ges Verhalten, wie es in diesem Praktikum untersucht wird. Daher ist das Thema des
Praktikums die numerische Lésung des AWP (3) und die Untersuchung des Lang-
zeitverhaltens t — oo bei dem folgenden nichtlinearen, autonomen DGL-System
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wobei konstante positive Parameter o > 0, » > 0 und b > 0 vorausgesetzt wer-
den. Diese Dynamik wird Lorenz-System oder Lorenz-Gleichungen genannt, nach
Edward Norton Lorenz (1917-2008), dem Begriinder der Chaos-Theorie, und ist ei-
ne vereinfachte Beschreibung der zweidimensionalen Konvektion-Strémung in der
Atmosphare zwischen einer warmen und einer kalten Schicht. Fiir das Praktikum
wird immer mit den Standardparametern ¢ = 10 und b = 8/3 (bei unterschiedlichen
r-Parametern) gearbeitet.

Literatur:

e Kurt Meyberg, Peter Vachenauer, Héhere Mathematik 2, Springer Verlag,
dort insbesondere Kapitel 9 (Gewdhnliche Differentialgleichungen), Paragraph
10 (Stabilitat).

e Claus Hillermeier, Dynamische Systeme, Skriptum zur Vorlesung an der Uni-
versitdt der Bundeswehr Miinchen.

e Steven Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos, Perseus Books, Kapitel 9,
insbesondere Abschnitt 9.6 (“Using Chaos to Send Secret Messages” ).

1. Aufgabe. Auch wenn die Haupttatigkeit wird sich darauf konzentrieren, das
zeitabhangige Verhalten der Dynamik zu untersuchen, ist die erste Aufgabe immer
die Suche nach konstanten Losungen der DGL, die sogenannten Gleichgewichtsla-
gen (GGL) (auch Ruhelagen bezeichnet): Konstante Werte in den Komponenten von
Xaa, welche die DGL erfiillen und somit folgendes algebraisches Gleichungssystem

%XGG = 0 = f(xge) gentigen. Mit anderen Worten: Einmal ist die Gleichgewichts-

lage fiir t = ¢, erreicht worden, verharrt das durch x = x(¢) modellierte System fiir
alle Zeit t > ty in diesem unveranderlichem Zustand.



Wichtig ist jetzt die Frage, wie sich ein System verhilt, wenn es “durch eine
kleine Storung aus dem Gleichgewicht gebracht” wird, also in einen Zustand nahe
einer GGL xg¢ gebracht wird. Kehrt das System ins Gleichgewicht zuriick (d.h.
ist die entsprechende GGL stabil) oder die anfangliche Stérung wachst und wachst
(die entsprechende GGL ist instabil)? Man interessiert sich also fiir das zeitliche
Verhalten der Losung des AWP

kleine Abweichungen

X _fx), x(ty) = xae + Bx (5)

i
fir t — oco. Oder dquivalenterweise, welches ist das Langzeitverhalten der Dynamik
der ursprnglich kleinen Abweichungen Ax? Solange diese Abweichungen aus der

untersuchten GGL xg¢ klein bleiben, kann die Dynamik von Ax durch Linearisierung
der (im Allgemeinen) nichtlinearen Dynamik (1) um die Ruhelage gewonnen werden

konst. xgq
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Fiir den Fall, dass alle Komponenten in f stetig differenzierbar sind, ist eine Klassi-
fikation der (asymptotischen) Stabilitdt vs. Instabilitdt der Gleichgewichtslage
gegeniiber kleinen Storungen mdglich, wenn alle Eigenwerte von A entweder einen
strikt negativen Realteil haben oder wenn mindestens ein Eigenwert einen strikt po-
sitiven Realteil hat. Lesen Sie hierzu die entsprechenden Aussagen in Satz 10.3
(“Linearisierungstheorem” ) des 9. Kapitels von Meyberg und Vachenauer sowie das
anschlieBende “Rechenschema” (Stichwort: Routh-Hurwitz-Kriterium).

Fiir das Lorenz-System (4) mit ¢ = 10 und b = 8/3 beweisen Sie analytisch
folgende Eigenschaften

0
o Firr <listxgg o= | 0 | dieeinzige asymptotisch stabile Gleichgewichts-
0
lage.
b+3 . : : . .
o Firl<r< (7% = 24.7368 existieren zwei asymptotisch stabilen Gleich-
O’ —_— E—

+/b(r — 1)
gewichtslagen xgcg. + = | + [b(r — 1)

r—1



b+3
o Fiirr > aa+b+1 = 24.7368 existiert keine asymptotisch stabile Gleichge-
O' J— E—
wichtslage mehr, hier treibt Chaos sein Unwesen (aber nicht nur Chaos).

Anleitung: Bei der Berechnung der Eigenwerte von A (6) ergeben sich die charak-
teristischen Polynome

X)) =(A+b)- (N +A1+0)+o(1-1))
fir die erste GGL sowie
XA =N+ XN (1+0+b)+A-b(r+0)+20b(r —1)

fir die beiden anderen GGL. Mithilfe des Routh-Hurwitz-Kriteriums (Satz 10.4 im
9. Kapitel des Buchs von Meyberg und Vachenauer) kann entschieden werden, ob
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms alle negativen Realteil haben oder
ob ein positiver Realteil auftritt — somit kann in diesem Fall die Stabilitat der GGL
klassifiziert werden. Sie konnen die charakteristischen Polynome symbolisch mittels
Matlab rechnen lassen.

2. Aufgabe. (Fiir Tipps zu dieser Aufgabe: siehe Anhang 1). Auch wenn in Matlab
die Funktion ode45 zur numerischen Integration von DGL-Systemen zur Verfiigung
steht, wird hier die Dynamik des Lorenz-Systems mittels des einfacheren klassischen
Runge-Kutta-Verfahren (RK4) selbst programmiert. Dafiir muss zunichst die Vek-
torfunktion f(x) fiir das Lorenz-System als “anonymous function” definiert werden,
so wie im Anhang 1 erklart wird. Diese Funktion soll mehrere unterschiedliche
Zustande gleichzeitig bearbeiten, damit mehrere Bahnen verfolgt werden konnen.
Die numerische Integration eines DGL-Systems (besonders niitzlich wenn Nicht-
linearitaten vorhanden sind und eine exakte Losung unmoglich macht) ist ein an-
genahertes Losungverfahren, womit die Trajektorie des Zustandsvektors x(t) an
gleichmaBig entfernten, diskreten Zeitpunkten ¢, = k h bestimmt, mit k einem ganz-
zahligen Index und h als Dauer eines einzelnen Zeitschritts. Im Fall des klassischen

d
Runge-Kutta-Verfahrens (RK4) fiir die autonome Dynamik d—)t( = f(x) wird aus dem

bekannten, aktuellen Zustand x(k) der unbekannte Zustand im nachsten Zeitschritt
x(k + 1) folgendermaBen angendhert
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Fiir die untersuchte Dynamik des Lorenz-Systems wird mit einem Zeitschritt ~ = 0.01
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gearbeitet und von ¢ = 0 bis ungefihr ! t = t_end = 100 Sekunden integriert, so
dass die Zeitkoordinaten durch folgendes Matlab-Array

%% Zeit-Aufloesung

h =0.01;
t_end = 100;
t_end = Dt*(2"nextpow2(t_end/h)-1);

t = O:h:t_end;

gegeben ist. Mittels des RK4-Algorithmus integrieren Sie numerisch die Lorenz-
Dynamik fiir 3 unterschiedliche Anfangszustandsvektoren, z.B.

x0 = [[-20; -11; 2], [6; -1; -10], [-10; 8; 13]];

so dass 3 unterschiedliche Bahnen entstehen. Diese numerische Integration soll bei
den folgenden 4 verschiedenen r-Werten getrennt durchgefiihrt werden:

o r=0.2.,
e =10,
o =23,
e r =150,

und schlieBlich r» = 28.

Fiir jeden r-Fall soll die zeitliche Entwicklung der drei Komponenten des ersten Zu-
standsvektors dargestellt werden, so wie eine 3-dimensionale Darstellung der Bahnen
der 3 betrachteten Zustandsvektoren. Hinweis: Sei dimx die Anzahl an Komponen-
ten aller Anfangszustande (in dieser Aufgabe lautet dimx = 3 % 3 fiir die 3 unter-
suchten 3-dimensionalen Anfangszustande), so dass die zeitliche Entwicklung aller
Zustandskomponenten im Matlab-Array x mit dimx Zeilen (fiir die Komponenten
der Zustandsvektoren) und length(t) Spalten (fiir die aufgelosten Zeitkoordinaten)
gespeichert wird, dann enthalt x(1:3,:) die Evolution des ersten 3-dimensionalen
Zustandsvektors (mit x(1:3,1) dem ersten Anfangszustandsvektor), x(4:6,:) die
Evolution des zweiten 3-dimensionalen Zustandsvektors, und x(7:dimx, :) die Evo-
lution des dritten 3-dimensionalen Zustandsvektors. Das Plotten der Ergebnisse
erfolgt mittels des folgenden Matlab-Codes

figure(10);
plot(t,x(1,:),’b-,t,x(2,:),’r->,t,x(3,:),’°g-");
xlabel(’t’);

ylabel(’x_ 1, x2, x.3%);
legend(’x.1°,°x.27,°x.37);

figure(11);

for c=1:dimx/3

!Die Dauer t_end der gesamten Simulation wird justiert so, dass das Zeit-Array t
= 0:h:t_end; eine Linge gleich einer Potenz von 2 ist, damit die spitere Fast-Fourier-
Transformation effizienter berechnet werden kann.



plot3(x((c-1)*3+1,:),x((c-1)*3+2,:) ,x((c-1)*3+3,:),’-");
hold on;

end

hold on;

for c=1:dimx/3
plot3(x((c-1)*3+1,1) ,x((c-1)*3+2,1) ,x((c-1)*3+3,1),°ko’);
hold on;

end

xlabel(’x_1°);

ylabel(’x.2°);

zlabel(’x_37);

b
Im dritten r-Fall » =23 < a(hLbJri) = 24.7368 spielen Sie ein bisschen mit
O’ JR— —
den Anfangszustanden bis folgende Situation eintritt: Auch wenn am Ende die

+,/b(r — 1)
Trajektorien an einer der beiden asymptotischen GGL xgq 1+ = | + [b(r — 1)

r—1
enden, so wie in 1. Aufgabe behandelt wurde, kann recht lange dauern, bis
dieser endgiiltige GGL-Zustand erreicht wird. Die zeitbeschrankte Zwischenzeit,
wo die Komponenten des Zustandsvektors hin und her “oszillieren” ohne ein pe-

riodisches Muster aufzuweisen, wird Transientes Chaos genannt. Fiir den Fall

r =28 > JHZjL? = 24.7368 sehen die Bahnen wie in Abb. 1 aus, charakte-
O‘ —_— —
risiert durch den beriihmten “Schmetterling-Attraktor”, diesmal jedoch ohne eine

endgiiltige GGL dauerhaft zu erreichen (1. Aufgabe). Die Zwischenzeit des Transi-
enten Chaos bei r = 23 dauert nun die ganze modellierte Zeit, wo das “Oszillieren”
ohne periodisches Muster nie aufhort: Dies ist das chaotische Verhalten, wel-

ches in der niachsten Aufgabe genauer charakterisiert wird. Jedoch nicht alles ist

Chaos sobald r > O'(H_[lj—{—:i = 24.7368 gilt: Bei r = 150 sind die Bahnen doch

2

o
periodisch, keine Spur vom Chaos, und man redet von einem Grenzzyklus.

Wichtig: Die Vektorfunktion f(x), so wie im Anhang als “anonymous function”
f = @(x,r) (...) implementiert worden ist, berechnet mehrere 3-dimensionalen
Spaltenvektoren auf einmal. Somit kann x(:,k) nicht direkt auf f iibertragen
werden, sondern es muss zundchst als Gruppe von mehreren 3-dimensionalen Spal-
tenvektoren umgeformt werden

x_aux = reshape(x(:,k),3,dimx/3);

wobei dimx die Anzahl an Komponenten aller Anfangszustande darstellt; wie bereits
erwahnt gilt fiir diese Aufgabe dimx = 3 % 3, weil 3 unterschiedliche 3-dimensionalen
Vektoren verfolgt werden.

ZWelche der beiden GGL xgg, + oder xgg, - angepeilt wird, ist vom Anfangszustand
abhéngig.



Lorenz, sigma=10, b=2.6667, r=28; h=0.01
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Abbildung 1: Teilergebnis von Aufgabe 2.

3. Aufgabe. Fiir r = 28 sollen nun 2 recht nahe Anfangszustinde betrachtet
werden, z.B.

x0 = [[1; 2; 3], [1; 2; 3+1e-8]1]1;

und anschlieBend, wie in der vorherigen 2. Aufgabe, die entsprechenden 2 Trajek-
torien numerisch berechnet werden; hier gilt dimx = 2 % 3. Das Ergebnis soll in
xc gespeichert werden (bitte das x fiir » = 28 aus 2. Aufgabe nicht iiberschreiben,
dies wird spater in 4. Aufgabe benétigt): die ersten 3 Komponenten xc(1:3,:)
gehoren der ersten Trajektorie x(t), die letzten 3 Komponenten xc (4:6, :) der zwei-
ten Trajektorie x'(t). Zum Schluss berechnen Sie die Entfernung zwischen beiden
Trajektorien an jedem Zeitpunkt

de(t) =/ (m1() = 4 (1)) + (wa(t) — #4(1)” + (ws(t) — 25())” (8)

Dies wird in dc gespeichert, welches logarithmisch als Funktion der Zeit dargestellt
werden soll. Beachten Sie wie d.(t) nach kurzer Zeit exponentiell wachst (oder in
der logarithmischen Darstellung linear wachst). Dies ist die zweite Haupterschei-
nung vom Chaos: Die Extremempfindlichkeit im Verhalten auf winzige nderungen
im Anfangszustand, welche aus den Nichtlinearitdten in der Dynamik stammt; die
erste Haupterscheinung ist das bereits untersuchte Hin-und-Her-Springen ohne wie-
derholendes, periodisches Muster.



Bestimmen Sie die positive Steigung des anfinglichen Anstiegs bei der loga-
rithmischen Darstellung von d.(t) als Funktion der Zeit: Diese Steigung entspricht
der Skala k1, > 0 beim exponentiellen Wachstum d,(t) ~ e™** und wird Lyapunov-
Exponent genannt. Der Grund, wieso sich irgendwann das exponentielle Wachstum
in d.(t) "sattigt” hat mit der Dissipation der darunter liegenden physikalischen Kon-
vektionsstromung zu tun und wird nicht naher behandelt: Es geniigt zu erwdhnen,
dass die rdumliche Ausdehnung des “Schmetterling-Attraktors” beschrankt ist (wie
in der vorherigen Aufgabe gesehen wurde) und somit Entfernungen zwischen belie-
bigen Punkten auf diesem Attraktor nicht unendlich groB werden konnen.

4. Aufgabe. (Fiir Tipps zu dieser Aufgabe: siehe Anhang 2). Auch wenn nicht
sehr genau, kann der fehlende Periodizitits-Charakter bei Chaos  durch eine spek-
trale Fourier-Darstellung charakterisiert werden. Dafiir wird der sogenannte Fast-
Fourier-Transformation-Algorithmus verwendet, welcher in Matlab bereits vorhan-
den ist. Fiir r = 28 berechnen Sie in doppellogarithmischen Darstellung die Fourier-
Transformation (im Betrag) der zeitlichen Entwicklung fiir jede der 3 Komponenten
in xc(1:3,:) aus der vorherigen 3. Aufgabe (Details dazu entnehmen Sie aus dem
Anhang 2). Belegen Sie damit, dass keine charakteristische Frequenz bei den Tra-
jektorien des Lorenz-Systems im chaotischen Betrieb vorhanden ist.

5. Aufgabe. Auch wenn Chaos umgangsprachlich mit Zufall gleichgesetzt wird,
soll nun einen recht kuriosen Effekt untersucht werden, welche solch eine Zufallig-
keit wiederlegt: Die Synchronisation von Lorenz-Systemen im chaotischen Betrieb
(Abschnitt 9.6 des Buchs von Strogatz). Fiir r = 28 wird die erste Komponente des
Zustandsvektors (aus 2. Aufgabe) auf ein zweites Lorenz-System (von nun an als
Lorenz-Empfanger bezeichnet und mit dem Index ,. markiert) iibertragen, wobei die
Dynamik des Empfangers leicht modifiziert ist: In den zweiten und dritten Bewe-
gungsgleichungen mit den nichtlinearen Termen wird das eigene x,; durch das aus
dem ersten Lorenz-System empfangene x; ersetzt

d:cl dmr, 1
E :U(ngl'l) dt :U(l’rgfl'rl)
. dx U=, = ) dx,
Sender: 7; — o, — @9 — w3 — Empfanger: TTtQ = PU— Ty — UTy3
dx dx
dTS = —bxs + 71 T2 T;’?’ = —bx;3 + U2

(9)
Programmieren Sie dafiir die entsprechende “anonymous function” f,(x) zur Be-
schreibung der Dynamik fiir den Empfanger
fr = 0(x,u,r) ([ sigma*(x(2,:)-x(1,:)); r*u... 1);

(2-te und 3-te Komponente bei ... erginzen) und definieren Sie einen zufilligen
Anfangszustand fiir den Empfanger, z.B.

xr0 = 5*rand(3,1);

3Eine genauere Begriindung wurde bereits 1963 durch Lorenz recht elegant (mittels der
heute als Lorenz-Kurve bezeichneten Methode) plausibel gemacht. Dies jedoch wird nicht in
diesem Praktikum behandelt.



AnschlieBend berechnen Sie die zeitliche Evolution des Zustandsvektors x,.(t) fiir den
Empfanger und zeigen Sie graphisch, dass x — x, ZX0 gilt, d.h., das Empfanger-
System synchronisiert sich mit dem Sender, obwohl der Empfanger keine Information
iber den Anfangszustand des Senders hat. Sowohl der Sender wie der Empfanger
werden bei den gleichen Parameter o, b und r betrieben. Sie werden sicherlich die
kleinen Abweichungen merken, welche aus der Ungenauigkeit in der numerischen
Integration stammt: Konnen Sie identifizieren /erraten, wo die Ursache liegt?

6. Aufgabe. Diese Synchronisation von chaotischen Systemen kann sogar verwen-
det werden, um versteckte Nachrichten vom Lorenz-Sender zum Lorenz-Empfanger
zu Ubertragen. Dabei wird das Signal u(t) vom Sender zum Empfanger, welches
letzterer zum Synchronisieren einsetzt, mit einem zusatzlichen schwachen (=ver-
steckten) Signal y(t) lberlagert, so dass y(t) nicht im Frequenz-Spektrum sichtbar
wird. Als verstecktes Signal wird nun die Superposition von zwei beliebigen sinusfor-
migen Oszillationen angenommen, mit Frequenzen fi /o (unterhalb von 50 Hz, die
maximal aufgeloste Frequenz bei dem gewihlten Zeitschritt h), beliebigen Phasen
¢1/2 und kleinen Amplituden A;/,, wobei die Amplituden so gewahlt werden sollen,
dass die FFT von u(t) diese zwei Frequenzen nicht als Peaks aufweist (typischerweise
A/ £0.05)

versteckte Nachricht
—~ . .
y(t) = Aisin(2mfit + ¢1) + Aasin 2w fot + 2) |
u(t) = x1(t) +y(t) Ubertragen zum Lorenz-Empfanger.
———

Lorenz-Sender

Ihre Aufgabe: Modifizieren Sie die letzte 5. Aufgabe so, dass die Synchronisation
des Lorenz-Empfangers nun mit dem modifizierten u(t) erfolgt. Die resultierende
Komponente x,. ;(t) wird von u(t) abgezogen

yr(t) = u(t) — 1 (1),

und mit dem versteckten Signal verglichen. Sie konnen fiir den Vergleich sowohl im
Zeitbereich oder im Frequenzbereich (FFT) arbeiten, wie es lhnen lieber ist. Welche
ist die Schlussfolgerung aus diesem Vergleich?

Anhang 1 zur Programmierung mit Matlab. Implementierung von f(x) fiir das
Lorenz-System (4) als “anonymous function”, mit x als (aktueller) Zustandsvektor
und r als variabler Parameter:

sigma = 10; b = 8/3;
f = o(x,r) ([ sigma*( x(2,:) - x(1,:) ); r*x(1,:) - x(2,:) - x(1,:).*x(3,2); ... 1)

Formulieren Sie die dritte Komponente ... der Vektorfunktion und achten Sie dabei
auf das .* bei dem Produkt der verschiedenen Komponenten von x. Diese Funktion
berechnet gleichzeitig die Dynamik von mehreren unterschiedlichen Zustandsvekto-
ren, damit mehrere Bahnen gleichzeitig verfolgt werden konnen.



Anhang 2 zur Programmierung mit Matlab. In Matlab ist die Fast-Fourier-
Transformation (FFT) einer Zeitreihe recht einfach mittels der bereits eingebauten
Funktion ££ft() zu berechnen. Anbei finden Sie ein Beispiel fiir eine FFT eines
Signals von Dauer ungefihr * t_end = 100 Sekunden bei einer zeitlichen Auflésung
von Dt = 1073 Sekunden, bestehend aus der Superposition von zwei beliebigen
sinusférmigen Oszillationen mit Frequenzen f;/, (unterhalb von 500 Hz, die maxi-
mal aufgeldste Frequenz bei dem gewahlten Dt), beliebigen Phasen ¢, /5 und kleinen
Amplituden A/,

y(t) = Aysin (2nf1t + 1) + Agsin (2w fot + ) + n(t)

zusammen mit einem Rauschanteil n(t), welcher als gleichmiBig verteilte Zufallszahl
zwischen 0 und 0.1 bei jedem Zeitschritt generiert wird

Hh Zeit-Aufloesung

Dt = 0.001;

t_end = 100;

t_end = Dt*(2"nextpow2(t_end/Dt)-1);
t = 0:Dt:t_end;

%% verrauschtes Signal

f1 = 4.83;
Al = 0.6;
phil = -0.3;
£f2 = 38.17;
A2 = -1.7;
phi2 = 1.27;

y = Alxsin(2*pi*fl*t+phil) + A2xsin(2%pi*f2*t+phi2) + 0.1l*rand(1l,length(t));

%/ maximal aufgeloeste Frequenz und Frequenz-Array
Fs = 1/Dt;
f = Fs/length(t)*(0:1length(t)/2);

hh FFT

y_fft = £ft(y);

absFFT = abs(y_fft/length(t));
absFFT = absFFT(1:length(t)/2+1);

%% Plots

figure(1)

loglog(f,absFFT, ’LineWidth’,1)

xlabel(’f (Hz)’);

ylabel (’ |[FFT(y) 1) ;

title( sprintf(’f_1=YgHz, f 2=YgHz’,f1,£2) );

4Die Dauer t_end des betrachteten Zeit-Intervalls wird justiert so, dass das Zeit-Array t =
0:Dt:t_end; eine Lénge gleich einer Potenz von 2 ist, damit die Fast-Fourier-Transformation
effizienter berechnet werden kann.
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