der Bundeswehr

Universitat e Miinchen

2
~—

Bachelor BAU, EIT, LRT

Mathematik 1 - 3

Bachelor EIT
Mathematik 4




Inhaltsverzeichnis

I Mathematik 1 4
1 Zahlen und Vektoren 5
1.1 Mengen und Abbildungen . . . . . . . .. )
1.2 Reelle Zahlen . . . . . . . 7
1.3 Die vollstandige Induktion . . . . . . . . ... o 9
1.4 Binomialkoeffizienten . . . . . . . . ... 11
1.5 DieEbene . . . . 13
1.6 Vektoren . . . . . . . . 17
1.7 Komplexe Zahlen . . . . . . . .. 24
2 Lineare Algebra 28
2.1 Gleichungssysteme und Matrizen . . . . . . .. ... ... ... ... ... 28
2.2 Matrizenmultiplikation . . . . . . ... oo 35
2.3 Vektorraume . . . . .. 40
2.4 Elementarmatrizen . . . . . . . .. 47
2.5 Determinanten . . . . . ... L 52
2.6 Lineare Abbildungen und Eigenwerte . . . . . . . ... ... L. 57
Il Mathematik 2 66
3 Analysis einer reellen Veranderlichen 67
3.1 Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit . . . . . . . . . ... .. ... ... . .... 67
3.2 Differentiation . . . . . . . L 83
3.3 Potenzreihen . . . . . . .. 94
3.4 ntegration . . . . . . L 99
4 Gewohnliche Differentialgleichungen 108
4.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung . . . . . . . ... ... ... 110
4.2  Gewdhnliche Differentialgleichungssysteme . . . . . . . . .. .. ... ... ... 118
4.3 Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten . . . . . . . . 121
4.4 Stabilitdt . . . ... 125
5 Fourier-Analysis 130
5.1 Fourierreihen . . . . . . .. L 130
5.2 Fourier-Transformation . . . . . . . . . .. ... 142
5.3 Laplace-Transformation . . . . . . . . . .. .. ... 152
Il Mathematik 3 164
6 Analysis mehrerer reeller Verdnderlicher 165
6.1 Differentiation . . . . . . . .. 165



6.2 Integration . . . . . . . 184
7 Funktionentheorie 206
7.1 Folgen, Stetigkeit und Holomorphie . . . . . . . . ... . ... ... ... .... 207
7.2 Integration . . . . . . . 211
7.3 Potenzreihen, Laurentreihen und Residuensatz . . . . . . . ... ... ... ... 218
IV Mathematik 4 227
8 Numerische Mathematik 228
8.1 Grundbegriffe der Numerik . . . . . . . . ... ... 228
8.2 Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . .. .. ... 237
8.3 Nichtlineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 238
8.4 Polynominterpolation . . . . . .. ... 239
8.5 Polynom-Splines . . . . . . ... 240
8.6 Numerische Quadratur . . . . . . . . . ... 242
8.7 Numerische Lésung von Anfangswertproblemen gew. Differentialgleichungen . . . 246
8.8 Lokale Minimierung ohne Nebenbedingungen . . . . . . . ... ... ... ... 255
9 Partielle Differentialgleichungen 257
9.1 Beispiele und Grundbegriffe . . . . . . . ... o o 257
9.2 Separationsansidtze . . . . . . .. ... 267
9.3 Numerische Lésungsansatze . . . . . . . . . . . . ... 271
10 Stochastik 277
10.1 Einfilhrung: Wahrscheinlichkeit und Information . . . . . . . ... ... ... .. 277
10.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume . . . . . . . . . ... o Lo 280
10.3 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume . . . . . . . . . . ... ... oL 284

10.4 Mathematische Statistik . . . . . . . . . . . ... 288



Teil 1

Mathematik 1



Kapitel 1

Zahlen und Vektoren

1.1 Mengen und Abbildungen

Der Begriff ,Menge" gehort zu den Grundbegriffen der Mathematik. Eine formale Definition
dessen, was Mathematiker unter ,,Menge" verstehen, ist sehr problematisch; daher begniigen wir
uns mit einer umgangssprachlichen Beschreibung, die von GEORG CANTOR, dem Begriinder der
Mengenlehre, stammt:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Wir werden Mengen mit GroBbuchstaben bezeichnen. Die Objekte der Menge A werden Elemente
von A genannt. Man schreibt @ € A (bzw. a ¢ A), wenn das Objekt a ein (bzw. kein) Element
von A ist.

Neben der Aufzihlung von Elementen bei endlichen Mengen zum Beispiel durch

A={ay,as,...,a,}, (1.1)

wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt, werden Mengen sehr haufig durch die Angabe einer
Eigenschaft &, die genau allen Elementen einer zu betrachtenden Menge zukommt, beschrieben.
Zum Beispiel kénnte man die Menge {—+/2, ++/2} auch durch {z € R;z? = 2} darstellen. Im
allgemeinen werden Mengen, deren Elemente eine spezielle Eigenschaft besitzen, folgendermaBen
notiert:

{x; x erfiillt die Eigenschaft £} bzw. {x € G;x erfiillt die Eigenschaft £}. (1.2)

Wie das obige Beispiel zeigt, kann der Term ,,x erfiillt die Eigenschaft £" auch durch eine mathe-
matische Formel ausgedriickt werden. Die leere Menge () besitzt kein Element.

Eine Menge B heiBit Teilmenge von A (in Zeichen: B C A), wenn jedes Element von B auch
Element von A ist. Zwei Mengen A, B heiBen gleich, in Zeichen: A = B, falls sowohl A C B als
auch B C A gilt. Eine Menge B heiBt echte Teilmenge von A (in Zeichen: B C A), wenn B C A
und B # A gilt. Fiir zwei Mengen A, B sind der Durchschnitt AN B, die Vereinigung AU B und
das Komplement A\ B definiert durch

ANB = {z;z€ Aundx € B}, (1.3)
AUB := {x;x € A oder x € B}, (1.4)
A\ B := {x;x€ Aundz ¢ B}. (1.5)
Das Zeichen ,,:=" heiBt , definitionsgemaB gleich”, wobei der Doppelpunkt bei dem zu definie-

renden Ausdruck steht. Besitzen zwei Mengen A, B kein gemeinsames Element, so heiBen sie
»disjunkt”, d.h. es gilt AN B = 0.
Als direktes (oder kartesisches) Produkt von n Mengen Ay, ..., A, bezeichnet man die Menge

Ay x oo x Ay i={(a1,...,an);a; € A; firallei=1,...,n}. (1.6)
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Die Elemente (aq,...,a,) dieser Menge werden als , geordnete n-Tupel* bezeichnet. Der Begriff
»geordnet" ist dadurch gerechtfertigt, dass gilt:

(ai,...,a,) = (da},...,al) genau dann, wenn a;, = a; firallei = 1,...,n. (1.7)

Beispiel(e) 1.1
e Fir A; = {a, 8} und Ay = {1,2, 3} ergibt sich:

Al X A2 = {(a7 1)7 (Oé, 2)7 (aa 3)) (67 1)a (/87 2)7 (57 3)}
und
Az x Ar={(1,0),(2,0),(3,a),(1,8),(2,8),(3,8)}
e Fiir Ay = {Latein, Physik} und Ay = {1,2,3,4,5,6} ergibt sich:
Ay x As = {(Latein, 1), (Latein, 2), (Latein, 3), (Latein, 4),
(Latein, 5), (Latein, 6), (Physik, 1), (Physik, 2),
(Physik, 3), (Physik,4), (Physik,5), (Physik,6) }

Firr den Fall Ay = Ay = ... = A,, = A schreibt man
A" fir Ax...xA. (1.8)
—_——
n-mal

Seien A und B zwei Mengen. Eine Abbildung (oder Funktion) f von A nach B wird durch
f:A—= B, zw— f(z) (1.9)

dargestellt und ist eine Vorschrift, die jedem = € A genau ein Element f(x) € B zuordnet. Man
nennt A den Definitionsbereich, B den Wertebereich und die Elemente von A werden als Argu-
mente der Abbildung f bezeichnet; f(x) heiBt das Bild von x unter f (oder der Funktionswert
von f an der Stelle ). Die Funktion f heiBt injektiv, falls aus f(x1) = f(z2) folgt: 1 = x4 fir
alle 1,29 € A. Die Injektivitat einer Funktion hdngt nicht nur von der Abbildungsvorschrift ab,
sondern auch vom Definitionsbereich, wie die folgenden Beispiele zeigen:

Beispiel(e) 1.2
o f1:{1,2,3,4} — {1,4,9,16}, x> 22
Diese Funktion ist injektiv.

o fo:{-1,1,2,3,4} — {1,4,9,16}, x+— 2%
Diese Funktion ist nicht injektiv, denn fa(—1) = f2(1).

Fiir jede Teilmenge C' C A bezeichnet man fiir eine Abbildung f mit Definitionsbereich A die
Menge
F(C)=A{f(z);2 € C} (1.10)

als Bild von C' unter f. Das Bild f(A) des gesamten Definitionsbereichs von f unter f wird als
Wertemenge bezeichnet. Ist fiir unsere Abbildung

f:A—= B, zw— f(z) (1.11)

die Wertemenge f(A) gleich der Menge B, so heiBt die Funktion f surjektiv.
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Beispiel(e) 1.3
o f3:{1,2,3,4} — {1,4,9,16}, x> 22,
Diese Funktion ist surjektiv.

o f1:{1,2,3,4} — {1,2,...,16}, x> 22
Diese Funktion ist nicht surjektiv, denn {1,4,9,16} # {1,2,...,16}.

o f5:{1,2,3,4} — {1,4,9}, z+— 2%
Diese Abbildungsvorschrift ist nicht korrekt formuliert, denn B ist eine echte Teilmenge

von f5(A).

Funktionen, die injektiv und surjektiv sind (in unseren Beispielen die Funktion f; bzw. f3) werden
als bijektiv bezeichnet. Fiir eine bijektive Funktion

f:A—= B, z+— f(x) (1.12)

gibt es somit zu jedem y € B genau ein z € A mit: f(z) = y. Es existiert also eine weitere
Abbildung
fThiB—= Ay ) (1.13)

mit: f~1(f(z)) = z fiir alle z € A und f(f~(y)) = y fiir alle y € B. Man bezeichnet f~! als
Umkehrfunktion oder Umkehrabbildung von f. Die auf jeder Menge A definierte Funktion

lda:A— A z—x (1.14)

heiBt Identitat auf A. Zwei Abbildungen
f:A—=B, zw— f(x) und ¢g:C— D, 2z~ g(z) (1.15)
sind genau dann gleich (in Zeichen: f = g), falls A = C, B = D und f(x) = g(x) fur alle

x € A. An dieser Definition der Gleichheit fiir Abbildungen sieht man, dass die Darstellung der

‘

Abbildungsvorschrift (etwa mit Hilfe des Zeichens ,z* oder des Zeichens ,,z") keine Rolle spielt.
Durch Einschriankung des Definitionsbereichs einer Abbildung f : A — B,z — f(z) auf eine
Teilmenge Ayp C A erhidlt man die Restriktion

fla, : Ao — B,z = f(x). (1.16)

1.2 Reelle Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R. Besondere Teilmengen von R sind

N := {1,2,3...} Menge der natiirlichen Zahlen (1.17)

Ny = NU{0}=1{0,1,2,3...} (1.18)

Z = {..—-3,-2,-1,0,1,2,3...} Menge der ganzen Zahlen (1.19)

Q = {T; m,n € Z,n # 0} Menge der rationalen Zahlen. (1.20)
n

Neben den rationalen Zahlen gibt es in R die irrationalen Zahlen, die durch unendliche, nicht-
periodische Dezimalbriiche gekennzeichnet sind. lIrrationale Zahlen sind zum Beispiel v/2 oder
m. Neben der Aufteilung der reellen Zahlen in rationale und irrationale Zahlen gibt es auch die
Aufteilung in algebraische und transzendente Zahlen.

Die reellen Zahlen sind durch eine Vergleichsrelation < vollstandig geordnet, wobei fiir z,y € R

gilt:
z<y = (x—y) <0 bzw. (1.21)
<y = (x —y) <O. (1.22)
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Das Zeichen ,,:<=" bedeutet , definitionsgemaB genau dann, wenn “. Mit Hilfe der Ordnungs-
struktur ,, <" betrachten wir nun Intervalle reeller Zahlen:

e abgeschlossenes Intervall mit a,b € R, a < b:

[a,b] ={x e R;a <z <b} (1.23)
e offenes Intervall mit a,b € R, a < b:

(a,b) :={r €eR;a <z <b} (1.24)
e halboffene Intervalle mit a,b € R, a < b:

(a,b] ={x €R;a <z <b}und [a,b) :={r € R; a <z < b}. (1.25)

“

Es ist iiblich, noch zwei Symbole ,, —o0* und ,,00" (minus unendlich, unendlich) einzufiihren und
—00 < oo festzulegen. Man definiert fiir a € R:

(—00,a] = {zeR;z<a} (1.26)
(—00,a) = {zeR;z<a} (1.27)
[a,00) = {x€eR;a<z} (1.28)
(a,00) = {x€R;a<uz} (1.29)

Eine Menge S reeller Zahlen heit nach oben beschrankt, wenn es eine reelle Zahl b gibt, sodass
S C (—o0,b]. In diesem Fall heiBt b eine obere Schranke von S. Analog dazu nennt man eine
reelle Zahl a eine untere Schranke von S und S nach unten beschrinkt, falls S C [a,00). Ist
S C R nach oben beschrankt, so nennt man die kleinste obere Schranke s das Supremum von
S (in Zeichen: s = sup{S}). Offensichtlich braucht sup{S} nicht zur Menge S zu gehéren. Es
ist nicht selbstverstandlich, dass die Menge der oberen Schranken von S C (—oo, b] eine kleinste
Zahl enthalt. Dies gehdrt zu den Grundannahmen, die man bei der axiomatischen Einfiihrung
der reellen Zahlen fordert. Damit hat auch jede nach unten beschrinkte Menge U C [a, 00) eine
groBte untere Schranke (ein Infimum inf{U}).

Beispiel(e) 1.4
o sup{[a, ]} = sup{[a,b)} = b

o sup{{z € Qs 2% <2}} = V2
e inf{{l1+1;neN}}=1

Der Betrag |a| einer reellen Zahl ist definiert durch

(1.30)

la = a falls a>0
Tl —a falls a<0
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Offensichtlich gilt fiir a,b € R

o < a < ld (1.31)
|—al = lal, (1.32)
jab] = laf- b, (1.33)
a lal
had = == 1.34
E G bAO (1.34)
la| <b <= —-b<a<b (1.35)
Aus —|a| < a < |a| und —|b] < b < |b] folgt:
—(lal + [bl) < a+b < |a| + b (1.36)
und damit die Dreiecksungleichung
la + 0] < |a| + [b]. (1.37)

Betrachtet man zwei reelle Zahlen a, b auf der Zahlengeraden,

so ist |a — b| der Abstand der zu a und b gehdrenden Punkte auf der Zahlengeraden.

1.3 Die vollstindige Induktion

Die vollstandige Induktion ist ein Beweisschema, mit dessen Hilfe haufig Aussagen A(n), die fiir
jede ganze Zahl n > ng gelten sollen, bewiesen werden. Ein Beweis mit vollstandiger Induktion
gliedert sich in zwei Schritte:

1. Induktionsbeginn: Man zeigt, dass A(n) fiir n = ng gilt.

2. Schluss von n auf (n+1): Fiir beliebiges n > ng setzt man die Giiltigkeit von A(n) voraus
(Induktionsvoraussetzung) und leitet daraus die Giiltigkeit von A(n + 1) ab.

Koénnen beide Schritte ausgefiihrt werden, dann gilt A(n) fiir alle n > ng; denn nach dem ersten
Schritt gilt A(ng), nach dem zweiten Schritt A(ng + 1) und ebenso (immer wieder Schluss von n
auf (n+1)) A(ng +2), A(ng+3), ...
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Beispiel(e) 1.5
e 14243+ - +n="10 (heN)

Beweis mit vollstandiger Induktion:

Induktionsbeginn n=1: 1=212 /

Schluss von n auf (n+1): Sei n € IN beliebig und die Formel richtig fiir dieses n. Dann
folgt:

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)

+(n+1)= 5

14+243+--+n+(n+1)=

Das ist die zu beweisende Formel fiir (n + 1). Sie gilt somit fiir alle n € IN.

e Fiir alle reellen Zahlen h > —1 und alle n € IN gilt:
1+h)">1+n-h (1.38)
Beweis mit vollstandiger Induktion:
Induktionsbeginn n =1: (1+hA)!>1+h +/

Schluss von n auf (n+ 1): Aus (1 4+ h)™ > 1+ n - h folgt durch Multiplikation mit
(14+h)>0:

A+h)" >0 +n-h)-(1+h)=14+m+1)-h+nh>>1+(n+1)-h

g.ed.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion kann auch zur Definition einer GroBe D,, fiir alle ganzen
Zahlen n > ng verwendet werden. Man spricht in diesem Zusammenhang von einer rekursiven
Definition:

1. D, wird festgelegt

2. Man sieht Dy, fiir ng < k < n als bekannt an und driickt D,,; durch D,,,...,D,, aus.

Beispiel(e) 1.6
e Die Potenzen a™ fiir eine beliebige Basis a € R und Exponenten n € INy werden definiert
durch
=1, a"i=a-a". (1.39)

e Die Fakultiten n! (lies: n Fakultdt) werden definiert durch
0':=1,(n+ 1:=nl(n+1). (1.40)

So ist etwa 6! = 720 und 9! = 362880

Als Permutation einer Menge A bezeichnet man jede bijektive Abbildung
fiA—=A

von A auf sich. Ist A endlich mit den n verschiedenen Elementen {a1,...,a,}, so interpretiert
man eine Permutation von A als Zuordnung der a; zu n verschiedenen, mit 1,...,n durchnume-
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rierten Platzen, so dass auf jeden Platz genau ein Element kommt. Fiir jedes n € IN gilt der Satz:
,Jede n-elementige Menge besitzt genau n! verschiedene Permutationen™.

Der Beweis wird mit vollstandiger Induktion gefiihrt (Ubung).

Fiir die Summe und das Produkt der Zahlen a,, Gnt1, - - -, an € R schreibt man:
n n
am + Gmy1 + -+ ap = Z Ak, Qm * Qm41 * -2 " A = H ag. (141)
k=m k=m

Eine rekursive Definition ersetzt die Punkte:

m n+1

Z ag = apm, Z ay = (Z ak> + Qpt1- (1.42)
k=m k=m k=m

Man beachte die Unabhangigkeit vom Summationsindex

i ap = z": a;, (1.43)
k=m i=m

ferner:
n

n l
ar=> ar+ > ar (m<l<n). (1.44)
k=m k=m

k=141

Analoges gilt fiir das Produktzeichen.

1.4 Binomialkoeffizienten

Fiir zwei ganze Zahlen n, k mit 0 < k < n bezeichnet man die natiirliche Zahl

n n! . .
(k) = W =R (lies: n Uber k) (1.45)
als Binomialkoeffizient. Der Binomialkoeffizient gibt die Anzahl der verschiedenen k-elementigen
Teilmengen einer Menge mit n Elementen an. Es gibt also genau (}) Méglichkeiten, aus n Ob-
jekten genau k auszuwéhlen.

Beispiel(e) 1.7
Im Lotto ,,6 aus 49" gibt es

49
< ) > .= 13983816 (1.46)

verschiedene Moglichkeiten, ,,6 Richtige" zu ziehen.

Aus der Definition der Binomialkoeffizienten folgen sofort einige Eigenschaften:

6)-0)= (-G ()-(r) =52 0w
(4= (26 s
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Damit lassen sich die Binomialkoeffizienten durch Addition berechnen:

Beginnend mit n = 1 schreibt man die Zahlen (g), (71’),,(::) in eine Zeile, dabei ist (8) =
(") =1 festgelegt. Die Zahlen (”31), ceey (ZE) werden gemaB der Formel

() =)+ 6) w0

berechnet. Auf diese Weise entsteht das sogenannte Pascal-Dreieck:

o 11
\+/
© @ © 12 1
\+/ N+
© @O @& 6 13 3 1
\H/ A/ N+
o @ & 6 @O 1 4 6 4 1
\H/ N/ N+ N+

) () 1 5 10 10 5 1 (1.50)

(2)

Dieses Schema ist nach BLAISE PASCAL (1623-1662), einem bedeutenden Universalgenie, be-
nannt. Zu seinen herausragenden Leistungen gehoren:

e Untersuchungen zum Phinomen des Luftdruckes (Barometerversuche). Die physikalische
GroBe ,,Druck® wird in Pascal [1 Pa] gemessen.

e Konstruktion und Herstellung der ersten funktionstiichtigen Rechenmaschine. Die Program-
miersprache PASCAL ist nach Blaise Pascal benannt.

e Planung und Durchfiihrung der ersten Omnibuslinie (Einweihung am 18. Méarz 1662).
e Zusammen mit Fermat Begriindung der Stochastik.
e Pascal ist mit Augustinus bis heute der bedeutendste christliche Philosoph.

In Verbindung mit Binomialkoeffizienten ist die folgende , binomische Formel" von Interesse: Fiir
beliebige reelle Zahlen a,b € R und jede ganze Zahl n > 0 gilt:

(a+b)" = En: <Z> a"k bk (1.51)

k=0

Der Beweis wird mit vollstandiger Induktion gefiihrt:

Induktionsbeginn: n=0: (a+b)° =1= ({)a’- "
Schluss von n auf (n + 1):
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Ind.-Voraussetzung

(@+b)"™! = (a+0)"-(a+b) =
= > (n) w0t (a+b) =
k
k=0
_ — (n n—k+1 1k — (n n—k pk+l _
e Z(k -a .b +Z<k>.a .b =
k=0 k=0
n n—1
_ n+1 n n—k+1 k n n—k k+1 n+1 _
= a +Z(k>-a -b +Z<k>-a SO BT =
k=1 k=0
— CLn-‘,—l + Z (Z) . an—k+1 . bk +
k=1
. n o n—(k=1) 1k n+l _
D> (k " 1) 0 b b

_ n+1 g n n n—k+1 k n+l

= a +Z{(k>+(k—1)}'a b+ b =
k=1

_ n+1 n+1 & n+1 n—k+11k n+1 n+1 __

= ( 0 )a +Z< i ) a b + na 1 b =

k=1
n+1
= > <n+ 1) "Ik Bk
k
k=0

g.e.d.

1.5 Die Ebene

In einer Ebene E entsteht ein kartesisches Koordinatensystem (benannt nach RENE DESCARTES
(1596-1650), philosophischer Gegenspieler von Blaise Pascal) durch Vorgabe eines Punktes O und
zweier aufeinander senkrechter Zahlengeraden, der z-Achse und der y-Achse, deren Nullpunkt
jeweils in O liegt. Dabei muss die y-Achse durch eine positive Drehung (gegen den Uhrzeigersinn)
aus der z-Achse hervorgehen. Fallt man fiir einen beliebigen Punkt Py in der Ebene die Lote
auf die Achsen, so bestimmen die beiden FuBpunkte die z- bzw. y-Koordinate xg bzw. 1o von
Py und man schreibt Py = (zg,y0). Der Punkt O = (0,0) heiBt Nullpunkt oder Ursprung des
Koordinatensystems.

y-Achse

- (1.52)

x-Achse
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Nach Festlegung eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu jedem Zahlenpaar (z,y) € R?
genau einen Punkt P € E mit P = (z,y) und umgekehrt.

Man kann somit Teilmengen von R? (etwa Lésungsmengen von Gleichungen bzw. Ungleichungen)
als Punktmengen in E veranschaulichen und umgekehrt geometrische Gebilde durch Funktionen,
Gleichungen oder Ungleichungen als Teilmengen des R? beschreiben.

Sei I C R und f: I — R eine Funktion. Die Punktmenge

Gy ={(z,y); x €l und y= f(z)} = {(z, f(x)); z € I} (1.53)

in der mit einem kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene heiBt der Graph der Funktion
f oder die Kurve y = f(x).

Beispiel(e) 1.8
e Fiir eine gegebene Funktion

fila, b = R, a2 f(x)
entsteht der Graph der Funktion
g:la+xo,b+20] >R 2+ flx—20)+ 0o (1.54)

mit (z0,%0) € R? durch diejenige Parallelverschiebung des Graphen von f, die einen Punkt
(x,y) nach (z + xo, y + yo) verschiebt. Dabei bleibt das Koordinatensystem fest.

Y y
4 — 4
y = f(z —x0) + 9o
3 3
2 2 —
y=f(z) (zo0,vo)
1 1 (1.55)
x x x \ - x x x \ -
1 2 3 4 1 2 3 4

e Sei C' C F eine Kurve und - nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems - X = (z,y)
ein beliebiger Punkt auf C.
Wird die zwischen x und y bestehende Abhangigkeit auf die Form

F(z,y) =0 (1.56)

gebracht, d.h. C' = {(z,y); F(z,y) = 0}, dann nennt man , F(z,y) = 0" die Gleichung
der Kurve C:

(i) die Gerade durch die Punkte A = (aj,a2) und B = (b1,b2) (A # B) hat die
Gleichung:
(bg—ag)(.ﬁ—al) — (bl —al)(y—ag) =0. (157)

(i) die Kreisfliche (mit Rand) um A = (a1, az) mit dem Radius 7 wird beschrieben durch
die Ungleichung
(x —a1)* + (y — ag)* < 2 (1.58)

Ein Winkel o entsteht durch Drehung eines Zeigers um einen gegebenen Punkt der Ebene. Die
Lange des zugehdrigen Einheitsbogens sei [.
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(1.59)

Wir nennen [, bzw. —I[, das BogenmaB von « und schreiben o« = [, bzw. « = —I[, wenn die
Drehung im positiven (gegen Uhrzeigersinn) bzw. im Uhrzeigersinn erfolgt. Ein Winkel von a°

besitzt das Bogenmal
T

ST

(1.60)

mit der Kreiszahl

m = 3.14159265358979 ... . (1.61)

Wird in der mit kartesischen Koordinaten versehenen Ebene der vom Ursprung zum Punkt (1,0)
weisende Zeiger um den Winkel o gedreht (o im BogenmaB), dann bewegt sich die Spitze auf
dem Einheitskreis (um O) bis zu einem Punkte P, dessen Koordinaten mit P = (cos (&), sin («))
bezeichnet werden. Die derart fiir alle & € R erklarten Funktionen

cos: R —[-1,1], a+ cos(a) (1.62)
sin: R — [-1,1], a > sin(a) (1.63)

heiBen Cosinus- bzw. Sinusfunktionen. Dabei ist zu beachten, dass mit jeder vollen Umdrehung
das BogenmaB des Winkels um 27, also dem Umfang des Einheitskreises, vergroBert wird.

P = (cos (a), sin («))

|
y : sin (@)

(1.64)

- B —
cos (@)




Die Ebene 16

Graph der Sinusfunktion:

1 —
l >
—2m - T «
_1 [
(1.65)
Graph der Cosinusfunktion:
\ 1 ! \
E w 7T 27T a
-1
(1.66)

Hat der sich drehende Zeiger die Lange r, so gilt

Q= (av b)

a=r-cos(a), b=r-sin(a)

/ sin (@) (1.67)
: a

cos ()

Somit gilt im rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse r, der Ankathete a und der Gegenkathete
b:

% = cos (a), g = sin (). (1.68)

Fiir ein beliebiges Dreieck
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(1.69)
(&
gilt ferner der Cosinussatz:
a® = b* 4 ¢* — 2bccos () (1.70)
und der Sinussatz:
sin () _ sin (B8) _ sin () (1.71)

a b c

1.6 Vektoren

Kartesische Koordinatensysteme im Raum bestehen aus drei sich in einem Punkt O (Nullpunkt
oder Ursprung) rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden gleicher Langeneinheit und jeweils mit
dem Nullpunkt im Schnittpunkt O. Man bezeichnet sie als -, y- und z-Achse derart, dass
diese Achsen ein Rechtssystem bilden, d.h. die Drehung der positiven z-Achse um 90° in die
positive y-Achse muss zusammen mit einer Verschiebung in Richtung der positiven z-Achse eine
Rechtsschraubung darstellen.

. z-Achse
A

\_2

(1.72)

”Hﬁmwwmw

Y

y-Achse

x-Achse

Zu je zwei Punkten P und Q) des Raumes gibt es genau eine Parallelverschiebung aller Punkte,
die P nach @ abbildet. Diese Verschiebung wird mit P_Q bezeichnet und heiBt ,,Vektor von P
nach Q" . Das lateinische ,,vector” bedeutet , Trager" : P@ tragt P nach @. Der Vektor P_Q
wird dargestellt durch einen Pfeil von P nach Q.
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/

Wird unter PQ ein Punkt R nach S verschoben, dann hat offenbar RS dieselbe Wirkung wie
PQ, d.h. RS = PQ. Die Linge des Pfeiles PQ) ist der Abstand zwischen P und Q. Zwei gleich
lange und gleich gerichtete Pfeile im Raum stellen somit denselben Vektor dar.

Anstelle ,,der Pfeil @ reprasentiert einen Vektor" sagt man ,a ist ein Vektor" und beriicksichtigt,
dass @ im Raum frei parallel verschoben werden kann und nicht an einen festen Anfangspunkt
gebunden ist.

Den zu a gleich langen, aber entgegengesetzt gerichteten Vektor bezeichnen wir mit —a,; er macht
die durch @ bewirkte Parallelverschiebung riickgdngig. Fiir @ = PQ gilt: —a = QP:

P

X
§
é

Ublicherweise wird der Nullvektor O eingefiihrt, der eine Verschiebung bezeichnet, bei der sich
nichts bewegt; d.h. O = PP.

Fihrt man zwei Parallelverschiebungen, erst @ = P@, dann b = Qj%, hintereinander aus, so ergibt
sich wieder eine Parallelverschiebung, ¢ = PR

QL

(1.73)
P a Q
Wir nennen ¢ die Summe von @ und b und schreiben dafiir
Z=ad+b. (1.74)

Haben die Pfeile @ und b den gleichen Anfangspunkt, so gewinnt man die Summe @ + b (geome-
trisch) nach der Parallelogrammregel:

(1.75)




Vektoren 19

Offenbar gelten fiir beliebige Vektoren &, b, @ die folgenden Rechenregeln:

i+(-a) = O
i+0 = @ (1.76)
@+b = b+a (Kommutativgesetz)
(@+b)+C = @+ (b+7) (Assoziativgesetz)

Die Summe aj + a3 + ... + a,, ist derjenige Vektor §, der vom Anfangspunkt zum Endpunkt der
aus ai, as,...,d, gebildeten Vektorkette zeigt.

(1.77)

Die Differenz von Vektoren wird erklart durch

a—b = a+(-b). (1.78)

Zu einer reellen Zahl o > 0 und einem Vektor @ bezeichnet « - @ (oder kiirzer: «@) denjenigen
Vektor, der dieselbe Richtung und Orientierung hat wie @, aber die a-fache Lange. Im Fall « < 0
setzt man o+ @ = —(|a| - @). Sonderfille dieser Festlegung sind 0@ = O und a0 = O fiir jede
reelle Zahl o und jeden Vektor @. Es gelten die folgenden Rechenregeln (o, 5 € R):

a(fa) = (af)a
a(@+b) = ad+ab (1.79)
(a+p8)d = «ad+pa

Die Linge eines Vektors @ (das ist fiir @ = PQ die Lange der Strecke [PQ]) nennt man seinen
»Betrag" und schreibt dafiir || oder ||@||.
Offensichtlich gilt:

lad@| = |a|-|d@|, insbesondere |—d|=|d] (1.80)

|@+b] < |@+|b (Dreiecksungleichung). (1.81)

Der Nullvektor hat keine positive Lange, d.h. \6| = 0. Ein Vektor vom Betrag 1 heiBt , Einheits-
vektor”.
Legt man im Raum ein kartesisches Koordinatensystem fest, so werden neben dem Ursprung O
gleichzeitig drei Einheitsvektoren €1, €3, €3 in Richtung der positiven x-, y- und z-Achse ausge-
zeichnet.
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z-Achse

o y-Achse

- (1.82)
e 1 x-Achse

—

Wir nennen (€7, €3, €3) eine kartesische Basis und bezeichnen das Koordinatensystem mit (O, €7, €3, €3).
a =

Der Vektor OA heiBt Ortsvektor des Punktes A = (a1, a2, as); er ist eindeutig zerlegbar als
Summe

a = a1€1 + a6 + azés. (1.83)
Abkiirzend schreibt man bei festgelegtem Koordinatensystem
ai

a= 1| as = d = a161 + a5+ az€; = OA mit A= (a1, as2,a3). (1.84)
as

Man nennt a;€; die Komponente von @ in €;-Richtung (i = 1,2,3) und die Zahlen a; € R die
Koordinaten des Vektors @ beziiglich (O, €7, €3, €3).

A= (alv az, a3)

Y \

P asé3

- -y (1.85)

a1€3

<

T a2€2

Y

Fiir einen Vektor @ in allgemeiner Lage, etwa @ = PQ mit P = (p1,p2,p3) und Q = (¢1, 92, q3)
ergibt sich:

PQ = 0Q—-O0P = qi€1+ q2€3+ q3€3 — p1€] — p2cs — p3€3 =
g1 —P1
= g2 —p2 |- (1.86)
g3 — P3

Die Summe von Vektoren und die skalaren Vielfachen lassen sich aus der Koordinatendarstellung
beziiglich (O, €1, €3, é3) sehr einfach berechnen:
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ay by ay + by ay aay
as + by = as + by , « as = a9 . (187)
as b3 az + b3 as aas

Ferner gilt mit dem Satz von Pythagoras:
|d| =+\/a? + a3+ a3, falls @ = a1€] + a263 + asé;. (1.88)

Beispiel(e) 1.9

2 0.5 2.5
Fir @ = 0,6=1[-1]glta+b=| -1 |,
-3 6 3
10 2.5
53 = 0 |,2a— 3b= 3 | und
~15 924

Tragt man zwei von O verschiedene Vektoren &',5von einem Punkt P aus ab, so bezeichnet man
den kleineren der beiden po_sjtiv gemessenen Wlnkel, den die Pfeile_g"i und b im Scheitel P bilden,
als Winkel zwischen @ und b (in Zeichen: /(a,b)), wobei 0 < /(d,b) < .

b
(@, b) (1.89)

a

Offensichtlich gilt:

L@ b) = /(ba) (1.90)
/(@,ta) = 0, fallst>0 (1.91)
(@, td) = m, fallst<0 (1.92)
(=@, b) = m— /(db) (1.93)

Der Vektor @ heiBt orthogonal (senkrecht) zu b ( in Zeichen: @Lb), wenn Z(@,b) = 5. Obwohl

zwischen dem Nullvektor O und @ kein Winkel erkl3rt wird, sagt man dennoch zur Vermeidung
von Fallunterscheidungen, dass O orthogonal zu jedem beliebigen Vektor @ ist, also O_La.
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//5 //5154

a
2(d@,b) =0 @b = L@b)=1 ¢ T—
Das Skalarprodukt @ - b der Vektoren @ und b ist definiert durch
P |@| - |b| cos (Z(a,b)), falls @d#0 und b#0 (1.94)
0 sonst.

-

Das Skalarprodukt wird auch als inneres Produkt bezeichnet und hiufig in der Form (d,b) ge-
schrieben.

Rechenregeln fiir das Skalarprodukt:

a-b = b-a (Kommutativgesetz)
(ad@) - b - (ab)
) = «afd ﬂz fir alle a € R (1.95)
(@+b)-¢ = a-¢+b-¢  (Distributivgesetz)
ib=0 < alb

va-a = |ad.

Vektoren a, b beziiglich einer kartesischen Basis (€1, €3, €3) ermdglichen eine einfache Berechnung

von @- b und cos (Z(@’, 5)) :

aq . bl
Seid=| ao und b = bs |, so gilt:
as b3
a-b (a1-€1+az-é3+az-€3)(by-€1+by-€x+bs-€3)

arbi (€1 - €1) + (a1b2 + azbr) (€1 - €2) +
—|—(a1b3 + agbl)(e} . 6?3) + (a2b3 + a3b2)(€2 . 83) +

+azba (€3 - €3) + agbs (€3 - €3)

= a1by + asby + azbs. (1.96)
cos (Z(d- _,)) = a E_, (1.97)
al - |b]

_ a1by + asby + asbs (1 98)

Vai+a3+ak - \/b3+ b3 + b3

Das Vektorprodukt @ x b zweier Vektoren @ und b ist der Vektor mit folgenden Eigenschaften:

(i) @ x b=0,fallsd=0,b=0 oder @ parallel zu b,

S
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(i) In allen anderen Fillen ist @ x b derjenige Vektor, der

(1) senkrecht auf @ und b steht
(2) mit dem (@, b, @ x b) ein Rechtssystem darstellt und

(3) dessen Betrag gleich dem Flicheninhalt F' des von 4, l;aufgespannten Parallelogramms
ist.

Fiir den Betrag des Vektors @ x I;gilt somit

@ x b = |a| - || - sin (4(57 b)). (1.99)
Rechenregeln fiir das Vektorprodukt:
ixi = O
aixb = —(bxa)
a@xb) = (a@)xb = ax(ab) firalleacR (1.100)
ix(b+3d = (@xb+(@xad
Gaxb=0 <= d@=0 oder b=0 oder d’parallelzug
j@x b = a*- (B - ((@b)*.

Sei nun (€7, €3, €3) eine kartesische Basis und @ = a1€] + a2€3 + az€3, b = bi€] + baés + bzés,
so gilt:

=Tl
X
Syl
|

(a1-€14+ az-é3+ ag-€3) x (b1 €1+ by €3+ bg-€3) =
= a1by (€1 X €1) +arby (€1 X €3) +arbs (€1 x €3) +
N—— N——

o €3 —€3
+agby (€3 % €1) +agby (€3 X €3) +agbs (€3 x €3) +
——— ——— ———
—€3 o €i

+asby (€3 X €1) +agby (€3 X €3) +asbs (€3 x €3) =
N—— ——

€n —e1 6
azbs — asbs
= a3b1 — CL1b3 . (1101)
a1b2 — a2b1

Beispiel(e) 1.10
Der Flacheninhalt eines Dreiecks ABC' ist

(1.102)

(1.103)

A B

denn die Fliche des Parallelogramms ABC B’ ist gerade ’A_B X A_C" .
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1.7 Komplexe Zahlen

In der mit einem kartesischen (z,y)-Koordinatensystem versehenen Ebene stellen die Punkte der
xz-Achse die reellen Zahlen dar. Wir gehen dazu iiber, auch alle anderen Punkte der Ebene als
»Zahlen" aufzufassen. Dazu schreiben wir den Punkt z = (z, y) in der Form

z=ux+1iy (1.104)
und nennen ihn eine komplexe Zahl mit Realteil
Re(z) =« (1.105)

und Imaginarteil
Im(z) :=y. (1.106)

Die x-Achse heiBt reelle Achse, die y-Achse wird imagindre Achse genannt.

Y
. z = (z +1y)
Wt - - — - - — — — ‘
imaginare Achse :
\
i - | (1.107)
I
|
T 1 z
1 T
reelle Achse
Abkiirzend schreibt man
z=z+1i0 = (z,0) (1.108)
(das sind die reellen Zahlen auf der reellen Achse) und
iy =0+iy=(0,y) (1.109)

(das sind die rein imagindren Zahlen). Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet:

C:={z+iy;z,y € R}. (1.110)

Zwei komplexe Zahlen z = x 4 iy und w = w4+ v sind genau dann gleich, wenn x = v und y = v
gilt. Es ist iiblich, den vom Ursprung O nach z weisenden Zeiger (Ortsvektor) ebenfalls mit z
zu bezeichnen. Die Ebene, deren Punkte als komplexe Zahlen aufgefasst werden, heit komplexe
Zahlenebene.

Die Summe und Differenz komplexer Zahlen ist durch

(x4+iy) + (u+iv) = (r4u)+i(y+v) (1.111)
(x+1y) — (u+iv) = (v—u)+ily—v) (1.112)

definiert. Sie entspricht der Vektor-Summe bzw. -Differenz der zugehdrigen Ortsvektoren. Die
Zahl iz € C entsteht aus z € R durch eine positive Drehung des entsprechenden Ortsvektors um
den Winkel 7.
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(1.113)

Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit der rein imagindren Zahl i € C wird nun so
erklart, dass generell der Ortsvektor i - z aus dem Ortsvektor z durch eine positive Drehung um
5 hervorgeht.

Somit erhilt man

i2=i-i=—1. (1.114)
Zusammenfassend wird das Produkt komplexer Zahlen folgendermaBen definiert:
(x4 iy) - (u+iv) := (xu — yv) + i(zv + yu). (1.115)
Diese Definition entspricht dem iiblichen ,,ausmultiplizieren*:
(x +iy) - (u+iv) = zu +iyu + izv — yv = (zu — yv) + i(zv + yu). (1.116)
Wegen i(x +iy) = —y + ix stellt z — iz die gewiinschte positive Drehung um den Nullpunkt um
5 dar.
Yy
1y —
iz — (1.117)
x x
—y T x

Die Potenzen 2" sind wie iiblich durch 20 := 1 und 2"*! := 2. 2™ erklart. Auch in C gilt die
binomische Formel

n
(z+w)" = <Z> 2Rk (n € Ny). (1.118)
k=0
Beispiel(e) 1.11
(3+40.50)(2—4i)+ (=1+4)* = 6+i—12i+2+*-3i® +3i— 1=
= 10— 9i.
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Die Division ist in C folgendermaBen erklart: Man schreibt fiir w # 0:

q= i, falls w-q=z. (1.119)
w

Fir z=2 4 iy und w = u+iv # 0 (also u # 0 oder v # 0) gilt:

x4y  (x+iy)(u—iv) autyv  yu— v
= = VA .
u+iv  (utiv)(u—iv) w402 u? + v?

(1.120)

Durch z7" := Z% sind fiir z # 0 und n € IN die Potenzen mit negativen Exponenten erklart. Es
ist einfach zu zeigen, dass in C die iiblichen, aus IR bekannten Rechengesetze gelten, etwa

2w = wz
z(ws) = (zw)s (1.121)
Zlw+s) = zw+zs
Zrn = g

Auch in C ist eine Division durch 0 nicht méglich.
Man nennt Z = x — 1y die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl.

Beispiel(e) 1.12

2 = 2
4429 = 4-2
3—2t = 3+ 2.

Fiir den Ubergang z — % zur konjugiert komplexen Zahl (das entspricht der Spiegelung an der
reellen Achse) gelten die folgenden Rechenregeln:

z+w = Z4w
(2) = = w=#o)
T = - (1.122)
Re(z) = %(z—l—é)
Im(z) = 2%_(2—2).

Die Lange des Zeigers z = x + iy wird mit |z| bezeichnet und heiBt Betrag der komplexen Zahl.
Es gilt:

Vii+y2=+vz-z, falls z==x+1y

lz| =

z-w| = |z] - [w]|
z 12l w # 0.
w |w]

Ferner gilt die Dreiecksungleichung
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|2+ w| < |z] + |wl,

die sich leicht mit vollstandiger Induktion auf n Summanden verallgemeinern 138t:

n
>
k=1

n
<> lal.
k=1

Die Gleichung
?+1=0

hat in R offenbar keine Losung, wohl aber in C, ndmlich z; o = %% und es gilt:
22+ 1= (z+i)(z—1).
Eine quadratische Gleichung

ar’ +br+c=0 (mit a, b, ce R, a #0)

besitzt in C die beiden Losungen

—b+ Vb? — dac —b— Vb? — dac
rH=— g = ———— .
2a 2a

Fiir d < 0 gilt: v/d =iv/—d (—d ist dann gréBer 0) und somit:
az® +br +c=alz — z1)(x — 29).
Fiir die quadratische Gleichung

x2+\/§m+120

ergeben sich zum Beispiel die Losungen

x) = ?(71 +14) und x5 = g(fl —1).

27

(1.124)

(1.125)

(1.126)

(1.127)

(1.128)

(1.129)

(1.130)

(1.131)

(1.132)

Ist z7 € C\ R die Lésung einer quadratischen Gleichung, so ist nach der obigen Lésungsformel

auch Z7 eine Losung dieser Gleichung.



Kapitel 2

Lineare Algebra

2.1 Gleichungssysteme und Matrizen

Zur mathematischen Behandlung vieler Probleme der Technik, etwa zur Netzwerkberechnung in
der Elektrotechnik oder zur Berechnung von Fachwerken in der Statik, bedient man sich der Ma-
trizenre